
MathSolver – manual
O que o MathSolver sabe resolver, como introduzir um exercício e como é o resultado.

O MathSolver resolve exercícios a partir de uma fotografia ou escritos à mão e, para cada resultado,
mostra a resolução como se faz na escola – passo a passo, com explicações e, quando faz sentido,
com um gráfico.

Cada capítulo trata um tipo de exercícios: o que esperar da solução, como introduzir o enunciado e
exemplos de resultados reais da aplicação. As limitações conhecidas, se as houver, estão no fim do
capítulo.
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Como introduzir um exercício
Pode fotografar o exercício – antes de enviar, recorte a fotografia para ficar só o enunciado. A aplicação
reconhece-o e mostra uma pré-visualização; se a transcrição estiver errada, corrija-a no campo por baixo
da pré-visualização. No mesmo campo também pode escrever o exercício diretamente.

Se o enunciado for uma expressão sem sinal de igual, escolhe com um chip o que fazer com ela:
simplificar, desenvolver, fatorizar, decompor em frações parciais, derivar, fazer o estudo da função,
calcular um polinómio de Taylor, integrar, somar uma série ou calcular uma série de Fourier. Ajuste a
opção «Foco» do ecrã inicial ao que está a praticar – pré-seleciona o chip adequado.

As equações e inequações são resolvidas diretamente. Quando há mais de um método (o método para
um sistema, para módulos, a derivada pela definição), escolhe-o com um chip; o resultado é recalculado
de imediato. As equações e inequações são resolvidas nos números reais; com o chip «Resolver em»
escolhe em vez disso ℕ, ℤ, ℚ ou ℝ⁺. Num limite, um chip escolhe se a indeterminação se resolve
transformando ou diretamente pela regra de L’Hôpital.

Como introduzir

x^2 + 3x - 4 As potências escrevem-se com ^; a multiplicação por
um número ou uma variável pode ser omitida (3x,
2xy).

(x+1)/(x-2) Frações com barra; ponha entre parênteses um
numerador ou denominador que não seja um só
número ou letra.

sqrt(x+1), x^(1/3) Raiz quadrada sqrt(…), as outras raízes como potência
de expoente fracionário.

|2x - 1| Módulo (valor absoluto) entre barras verticais. Se a
escrita puder ser lida de mais de uma maneira (|x|y|z|),
a aplicação oferece as leituras para escolher; para a
tornar inequívoca, coloque o módulo entre parênteses:
2x(|x - 1|).

ln x, log x, log_2 x ln é o logaritmo natural, log (ou lg) o decimal, log_2 o
de base 2.



sin x, cos 2x, tan x, cot x Funções trigonométricas; um argumento sem
parênteses é o termo logo a seguir à função (cos 2x =
cos(2x)).

sinh x, cosh x, tanh x, arsinh x Funções hiperbólicas sinh, cosh, tanh, coth e as suas
inversas arsinh, arcosh, artanh, arcoth (também asinh,
arcsinh, …).

sin alpha = 1/2, sin(x + 30°) Um ângulo em graus: uma letra grega como incógnita
(alpha, beta, … ou o próprio α), ou graus em um
número; as letras latinas estão em radianos.

sin x = 1/2, x ∈ <0; 2pi) Raízes em um intervalo – depois de uma vírgula ou na
linha seguinte (x ∈ <0; 2pi) ou 0 <= x < 2pi).

pi, e, oo O número pi, o número e, infinito oo.

x sin x, 2x(x+1) Deixe um espaço entre uma variável e uma função (x
sin x) – xsinx é lido como um produto de letras.

2x + 3y = 7

x - y = 1

Escreva um sistema de equações ou inequações linha
a linha, uma em cada linha.

(3+4i)/(1-2i) Números complexos: i é a unidade imaginária (em
expressões e equações).

x^2 < 10, x ∈ Z O conjunto após uma vírgula: x ∈ N, Z, Q, R+ (ou ℕ, ℤ,
ℚ, ℝ⁺, «em N»); ℕ sem o zero.

Limitações conhecidas

O resultado é dado na forma exata (frações, raízes, π) com um valor aproximado; ainda não há um
modo puramente numérico.



Equações e inequações do 1.º grau
A aplicação transforma uma equação do 1.º grau como se faz na escola – desembaraça de parênteses,
passa a incógnita para um lado e divide. Numa inequação, tem em conta a mudança de sentido ao
multiplicar por um número negativo e escreve o resultado como intervalo; o gráfico mostra os dois
membros como retas e marca a solução no eixo x.

Exemplos

Uma equação com parênteses.

Enunciado: 3(x - 2) = 2x + 5



Uma inequação – dividir por um número negativo muda o sentido.

Enunciado: 2x - 3 < 5x + 6



Equações do 2.º grau
A aplicação escreve uma equação do 2.º grau na forma ax² + bx + c = 0 e resolve-a com o binómio
discriminante e a fórmula resolvente; também reconhece uma raiz dupla. Se a equação não tiver solução
real, di-lo, e o botão «Mostrar solução complexa» mostra as raízes complexas.

Exemplos

Duas raízes reais.

Enunciado: x^2 - 5x + 6 = 0



Discriminante negativo – raízes complexas.

Enunciado: x^2 + 2x + 5 = 0  Mostrar solução complexa



Equações de grau superior
Uma equação biquadrada é transformada numa do 2.º grau por mudança de variável. Uma equação
geral de grau superior é fatorizada com a regra de Ruffini: as raízes são procuradas entre os divisores do
termo independente e cada raiz encontrada é posta em evidência até restar uma equação do 2.º grau.

Exemplos

Uma equação biquadrada com a mudança y = x².

Enunciado: x^4 - 5x^2 + 4 = 0



Regra de Ruffini – raízes entre os divisores do termo independente.

Enunciado: x^3 - 6x^2 + 11x - 6 = 0



Equações fracionárias
Numa equação com a incógnita num denominador, a aplicação começa por indicar as condições, depois
multiplica pelo denominador comum e resolve. Compara as raízes com as condições e exclui as que
não as verificam.

Exemplos

Condições, denominador comum, equação do 2.º grau.

Enunciado: (x+3)/(x-1) = 2/(x-1) + x



Equações irracionais
Uma equação com a incógnita sob uma raiz é resolvida isolando a raiz e elevando ao quadrado. Elevar
ao quadrado pode acrescentar raízes que não verificam a equação – por isso segue-se sempre uma
verificação e as raízes que falham são excluídas.

Exemplos

Elevar ao quadrado e verificar – uma das raízes não verifica a equação.

Enunciado: sqrt(x+5) = x - 1

Limitações conhecidas

As inequações irracionais ainda não são resolvidas.



Equações e inequações exponenciais e
logarítmicas
Uma equação exponencial é resolvida passando à mesma base, aplicando logaritmos ou por mudança
de variável; uma logarítmica, juntando os logaritmos pelas suas propriedades e eliminando o logaritmo,
sempre com as condições. As inequações são resolvidas pela monotonia – para uma base menor do
que 1, o sentido muda.

Equações com bases diferentes: aˣ + bˣ = cˣ com bases de dois primos (25ˣ + 10ˣ = 4ˣ) são divididas por
uma potência e com t = (5/2)ˣ tornam-se quadráticas; os logaritmos de bases diferentes passam a uma
só (log₅ x = log₂ x / log₂ 5).

Logaritmos cujas bases são potências de um mesmo número (log₂ x + log₄(x + 2) = 2) são convertidos
para uma só base (log₄ a = log₂ a / 2), a equação é multiplicada e os logaritmos agrupados. Um
logaritmo com a incógnita na base (logₓ 8 = 3) é eliminado pela definição (x³ = 8) com as condições x >
0, x ≠ 1. Uma equação com a incógnita na base e no expoente (x^(log x) = 100) é resolvida aplicando
logaritmos e a substituição t = log x. Inequações com a substituição t = log(x + 1) e sistemas de
inequações logarítmicas e exponenciais são resolvidos como inequações isoladas – pela monotonia.

Equações e inequações com funções hiperbólicas são reescritas pela definição (sinh x = (eˣ − e⁻ˣ)/2, …)
como exponenciais e resolvidas pela substituição t = eˣ; arsinh x = c pela função inversa (x = sinh c).



Exemplos

A mudança de variável t = 2ˣ.

Enunciado: 4^x - 3*2^x - 4 = 0



Juntar logaritmos, condições.

Enunciado: log_2(x+1) + log_2(x-1) = 3

Bases diferentes: dividimos por 4ᵈ e substituímos t = (5/2)ᵈ.

Enunciado: 25^d + 10^d = 4^d



Base menor do que 1 – o sentido da desigualdade muda.

Enunciado: (1/2)^x > 8

Tangente hiperbólica pela definição – substituição t = e²ˣ.

Enunciado: tanh x = 1/2



A incógnita na base – pela definição; a raiz −1 não satisfaz as condições.

Enunciado: log_x (2x+3) = 2



A incógnita na base e no expoente – aplicamos logaritmos, substituição t = log x.

Enunciado: x^(log x) = 100

Limitações conhecidas

Logaritmos de bases diferentes que não são potências de um mesmo número (log₂ x + log₃(x + 1) =
2) são resolvidos apenas numericamente.

Equações hiperbólicas que levam a uma equação do 4.º grau em eˣ (cosh²x − 3 sinh x = 3) só são
resolvidas numericamente; inequações com funções hiperbólicas inversas ainda não são suportadas.



Módulo
A aplicação resolve equações e inequações com módulos de duas maneiras, que escolhe com um chip:
«Pela definição» – um atalho que desdobra |a| = b ou |a| < b – e «Método dos zeros» – dividindo a reta
numérica em intervalos em que cada módulo tem sinal fixo. Sem escolha, ela própria escolhe a mais
adequada.

Módulos encaixados (||x| − 2| = 1) resolvem-se da mesma forma: pela definição passo a passo de fora
para dentro, pelo método dos zeros de dentro para fora – primeiro os zeros dos módulos interiores e
depois, em cada intervalo, o módulo que resta.

Uma inequação |f| < |g| (apenas um módulo de cada lado) também pode ser resolvida com o chip
«Elevando ao quadrado»: ambos os lados são não negativos, por isso é elevada ao quadrado e resolvida
como quadrática. Uma expressão com módulos sozinha (|x − 1| + |x + 2|) é simplificada por troços –
zeros, tabela de sinais e, em cada intervalo, a expressão sem módulos.

Exemplos

Um módulo – desdobrado pela definição.

Enunciado: |2x - 1| = 5



Dois módulos – o método dos zeros.

Enunciado: |x - 1| + |x + 2| < 5



Módulo encaixado – pela definição, de fora para dentro.

Enunciado: ||x| - 2| = 1

Módulos em ambos os lados – elevar ao quadrado.

Enunciado: |x - 1| < |2x + 3|  Elevando ao quadrado



Expressão com módulos – por troços nos intervalos.

Enunciado: |x - 1| + |x + 2|

Limitações conhecidas

Uma expressão com módulos é simplificada apenas em toda a reta numérica, não num intervalo
dado; elevar ao quadrado só é oferecido numa inequação com um único módulo de cada lado.



Equações e inequações trigonométricas
O aplicativo reduz a equação a equações básicas como sin x = a e as resolve no círculo trigonométrico:
encontra os ângulos de uma volta e soma múltiplos do período (x = π/6 + 2kπ, k ∈ ℤ). O círculo aparece
desenhado na resolução.

Dá preferência às fórmulas conhecidas – arco duplo e metade, sin²x + cos²x = 1, soma em produto –,
depois à fatoração, à substituição t = sin x, à divisão de uma equação homogênea por cosⁿx e ao ângulo
auxiliar em a·sin x + b·cos x = c. O resultado ainda é verificado numericamente em um período inteiro.

Uma incógnita com letra latina (x, t) está em radianos, com letra grega (alpha, β, …) em graus – assim
como uma entrada com o sinal ° (sin(x + 30°)). Para obter as raízes em um intervalo, escreva-o depois
de uma vírgula ou na linha seguinte.

Uma inequação é resolvida por um arco do círculo trigonométrico, uma mais complexa pelos zeros em
um período; o resultado são intervalos com o período.



Exemplos

Dois ramos de soluções, os ângulos no círculo trigonométrico.

Enunciado: sin x = 1/2



A substituição t = sin x e uma equação do segundo grau.

Enunciado: 2sin^2 x - sin x - 1 = 0



A fórmula de sin 2x e a fatoração.

Enunciado: sin 2x = cos x



O ângulo auxiliar: sin x + cos x = √2·sin(x + π/4).

Enunciado: sin x + cos x = 1



Uma letra grega – o resultado em graus.

Enunciado: sin alpha + cos alpha = sqrt(2)

Só as raízes no intervalo dado.

Enunciado: sin x = 1/2, x ∈ <0; 4pi)



Um arco do círculo trigonométrico, um intervalo em torno de zero.

Enunciado: cos x > 1/2



Os zeros em um período e o sinal entre eles.

Enunciado: 2sin^2 x - sin x - 1 > 0



Limitações conhecidas

Equações com a incógnita também fora de uma função trigonométrica (x = cos x) são resolvidas só
numericamente, sem o período.

Inequações trigonométricas duplas (−1/2 < sin x < 1/2) e funções trigonométricas dentro de um
módulo ainda não são suportadas.



Inequações e sistemas de inequações
As inequações do 2.º grau e fracionárias são resolvidas com os zeros e um quadro de sinais. Uma
inequação dupla e um sistema de inequações são resolvidos como a interseção das soluções de cada
inequação, mostrada na reta numérica. Um sistema de inequações com duas incógnitas é resolvido
como uma região do plano, colorida no gráfico.

Num sistema de inequações com duas incógnitas a aplicação indica também os vértices da região – as
interseções das fronteiras com coordenadas exatas. Um sistema de uma equação e inequações com
uma incógnita é resolvido resolvendo a equação e substituindo as suas raízes nas inequações; com
duas incógnitas a solução é a parte da curva da equação que está na região das inequações –
destacada no gráfico, com os extremos calculados exatamente. Um sistema também pode ser escrito
numa linha, separado por ponto e vírgula (2ˣ > 4; 3ˣ < 81).

Exemplos

Uma inequação do 2.º grau – zeros e sinais.

Enunciado: x^2 - x - 6 > 0



Uma inequação fracionária – o denominador não pode ser zero.

Enunciado: (x+1)/(x-3) <= 0



Uma inequação dupla.

Enunciado: -1 <= 2x + 1 < 5

Sistema de inequações com duas incógnitas – uma região do plano e os seus vértices.

Enunciado: x + y <= 4
x - y >= 0



y >= 0



Uma inequação nos inteiros – listam-se os inteiros do intervalo.

Enunciado: x^2 < 10

Equação e inequação – as raízes da equação substituídas na inequação.

Enunciado: x^2 - x - 6 = 0
x > 0

Circunferência e semiplano – a solução é um arco; os seus extremos não lhe pertencem.

Enunciado: x^2 + y^2 = 4



y > x

Limitações conhecidas

Um sistema com duas ou mais equações juntamente com inequações ainda não é resolvido; escreva
os decimais com ponto (x > 2.5).



Sistemas de equações
Um sistema de equações lineares com duas incógnitas é resolvido pelo método da adição ou da
substituição, e os sistemas maiores pela eliminação de Gauss – também na forma matricial. O método
escolhe-se com um chip. Um sistema de duas equações com duas incógnitas tem também um gráfico
em que as soluções são os pontos de interseção das retas ou curvas.

Um sistema não linear (por exemplo uma circunferência e uma reta) é resolvido e desenhado, por agora
sem resolução.

Exemplos

O método da adição.

Enunciado: 2x + 3y = 7
x - y = 1  Adição

Três equações – eliminação de Gauss.

Enunciado: x + y + z = 6
2x - y + z = 3



x + 2y - z = 2  Eliminação de Gauss

Uma circunferência e uma reta.

Enunciado: x^2 + y^2 = 25
x + y = 7



Limitações conhecidas

Os sistemas não lineares aparecem por agora sem resolução.



Equações e inequações com parâmetro
Uma letra na equação além da incógnita é um parâmetro – um número real qualquer de que depende a
solução. A aplicação leva a equação à forma A·x = B (uma quadrática a A·x² + B·x + C = 0) e discute a
solução consoante os valores do parâmetro: onde o coeficiente da incógnita é zero, onde o
discriminante é positivo, zero ou negativo, onde as condições excluem uma raiz e para que valores o
problema não faz sentido. O resultado resume os casos.

A aplicação escolhe a incógnita pela ordem x, y, z, u, v, w, t; as outras letras são parâmetros. Escolhe
outra incógnita com a etiqueta «Incógnita» ou escreve-a depois de uma vírgula. O gráfico mostra todas
as soluções como uma curva (uma região numa inequação) no plano parâmetro–incógnita; escolhe o
valor do parâmetro com o controlo deslizante e lê as soluções na reta vertical.

Num integral indefinido, as outras letras são constantes – a aplicação indica quais não podem ser zero
(∫ dx/(a − bx)³ para b ≠ 0).

Como introduzir

2ax + a = 4x Cada letra adicional é um parâmetro; a incógnita é x
(ou y, z, …).

(q+3)x = 2x + q, incógnita q Podes indicar a incógnita ou o parâmetro depois de
uma vírgula («a é parâmetro», «incógnita q»).



Exemplos

Equação linear – sem solução para a = 2.

Enunciado: 2ax + a = 4x



Equação quadrática – discussão pelo discriminante.

Enunciado: x^2 + 6x + p = 0

Inequação – o sinal do coeficiente decide o sentido.

Enunciado: 2x + 2p - 5 < 2px + 7



Limitações conhecidas

Por agora equações lineares e quadráticas e inequações lineares; a discussão completa por
intervalos só com um parâmetro, com vários os casos gerais.

Perguntas como «para que p tem a equação uma raiz positiva» e sistemas com parâmetro ainda não
são suportados.



Cálculo com expressões
Uma expressão sem sinal de igual é transformada segundo o chip escolhido: é simplificada (uma fração
algébrica reduzida ao mesmo denominador e simplificada, com condições), desenvolvida, fatorizada
(pondo em evidência, com casos notáveis e com a regra de Ruffini) ou decomposta em frações parciais
– como no papel, com equações para os coeficientes desconhecidos. A fatoração é nos inteiros; se a
expressão se puder fatorar mais nos reais (com raízes irracionais), o passo seguinte mostra-o. A raiz de
um monómio é extraída em parte – com raiz par em valor absoluto onde a base pode ser negativa.
Também funcionam os números complexos – a divisão multiplicando pelo conjugado.

Exemplos

Simplificar uma fração algébrica.

Enunciado: (x^2 - 1)/(x^2 + 2x + 1)  Simplificar

Desenvolver.

Enunciado: (x + 2)^3  Desenvolver



Fatorizar com a regra de Ruffini.

Enunciado: x^3 - 6x^2 + 11x - 6  Fatorar

Decomposição em frações parciais.

Enunciado: (3x + 5)/(x^2 + x - 2)  Frações parciais



Extração parcial da raiz com valor absoluto.

Enunciado: sqrt(8a^5 b^2)  Simplificar

Divisão de números complexos.

Enunciado: (3+4i)/(1-2i)  Simplificar



Limites
O MathSolver calcula o limite de uma função de uma variável num ponto, no infinito e os limites laterais,
e procede como na escola: primeiro tenta substituir na função. O limite de uma sucessão (n → ∞)
calcula-se da mesma forma – também a forma 1^∞ ou uma soma de potências, da qual se põe em
evidência o termo que cresce mais rápido.

Se a substituição der uma indeterminação (0/0, ∞/∞, …), escolhe uma transformação conforme a forma
da função – fatorizar e simplificar, multiplicar pelo conjugado, dividir pela maior potência, um limite
notável (sin x / x) ou a regra de L'Hôpital, também repetidamente.

Um limite infinito, ou um limite que não existe (os limites laterais são diferentes), nunca é apresentado
como um número – di-lo por palavras e mostra os limites laterais. O resultado inclui um gráfico da
função perto do ponto com o valor do limite assinalado.

No limite de uma sucessão o gráfico mostra os pontos a₁, a₂, a₃, … em vez de uma curva contínua.

Como introduzir

lim(x->2) (x^2-4)/(x-2) Um limite escrito: depois da palavra lim, entre
parênteses a variável, a seta -> e o ponto, e depois a
função.

lim(x->oo) (3x^2+1)/(x^2-5) Um limite no infinito: infinito escreve-se oo (menos
infinito -oo).

lim(x->0+) 1/x Um limite lateral: + (à direita) ou − (à esquerda) depois
do ponto.

\lim_{x \to 0} \frac{\sin x}{x} A partir de uma fotografia, ou em LaTeX tal como a
câmara o reconhece.

lim(n->oo) ((n+2)/(n+1))^(2n+3) O limite de uma sucessão no infinito.



Exemplos

A indeterminação 0/0 – fatorizamos o numerador e simplificamos.

Enunciado: lim(x->2) (x^2-4)/(x-2)



Um limite no infinito – numerador e denominador divididos pela maior potência.

Enunciado: lim(x->oo) (3x^2+1)/(x^2-5)

O limite notável sin x / x.

Enunciado: lim(x->0) sin(3x)/x



A regra de L'Hôpital, aplicada duas vezes seguidas.

Enunciado: lim(x->0) (e^x-1-x)/x^2



Os limites laterais são diferentes – o limite não existe.

Enunciado: lim(x->0) 1/x



Limite de uma sucessão – pomos em evidência o termo que cresce mais rápido, 9ⁿ.

Enunciado: lim(n->oo) (6^n+7^n+9^n)^(1/(2n))



Derivadas
A aplicação deriva pelas regras – da soma, da constante, do produto, do quociente e da função
composta – e diz em cada passo que regra usou. Também calcula derivadas de ordem superior e o
valor da derivada num ponto. As funções elementares (x², sin x, eˣ, …) também podem ser derivadas pela
definição, como limite da razão incremental. O resultado inclui um gráfico da função e da sua derivada.

Para uma função dada implicitamente por uma equação em x e y (x³ + y³ = 3xy), deriva ambos os
membros em ordem a x (y como função de x) e isola y′, ou usa a fórmula y′ = −F_x / F_y; também calcula
y″ e, num ponto dado, a tangente e a normal, e desenha a curva.

Num ponto singular (a curva cruza-se ou tem uma cúspide), encontra as tangentes a partir dos termos
de menor grau – no fólio, na origem, x = 0 e y = 0.

Como introduzir

(x^2 sin x)' A derivada com uma plica depois do parêntese.

d/dx (e^x / x) A notação d/dx, também a partir de uma fotografia
(\frac{d}{dx}).

(x^3 ln x)'' Derivadas de ordem superior com várias plicas, ou
com a ordem no chip «Derivar».

(x^2 + 1)'|_{x=2} A derivada num ponto, ou indique o ponto no chip.

x^2 sin x Uma expressão com o chip «Derivar» – aí escolhe
também a ordem, o ponto e o método (pelas regras /
pela definição).

x^3 + y^3 = 3xy Uma equação em x e y – o chip «Derivada implícita»
(ordem 1 ou 2, o método, um ponto [x₀; y₀]) ou «Gráfico
da curva»; escrito diff(x^3+y^3=3xy, x).



Exemplos

A derivada do produto.

Enunciado: (x^2 sin x)'



A derivada do quociente.

Enunciado: d/dx (e^x / x)



A segunda derivada.

Enunciado: (x^3 ln x)''

A derivada pela definição, como limite.

Enunciado: x^2  Derivar → Pela definição



Derivada implícita – o fólio de Descartes, a tangente e a normal em [3/2; 3/2], a segunda derivada.

Enunciado: x^3 + y^3 = 3xy  Derivada implícita, ordem 2, ponto [3/2; 3/2]



Estudo de uma função
A aplicação estuda uma função pela ordem habitual: domínio, paridade, interseções com os eixos, sinal
da função, limites nos extremos do domínio e assíntotas, primeira derivada – monotonia e extremos
(também por derivadas de ordem superior), segunda derivada – concavidades e pontos de inflexão, e
por fim o contradomínio. Resume tudo e desenha um gráfico com os pontos assinalados.

Numa função trigonométrica, o aplicativo encontra o período, estuda a função em um período e escreve
os resultados com o período (um máximo em x = π/2 + 2kπ); se só a derivada for periódica (x + 2 sin x),
os extremos e a monotonia se repetem com o período. Os módulos são removidos pelos sinais nos
intervalos e nos bicos se comparam as derivadas laterais; onde a derivada é infinita, aparece uma
tangente vertical. Módulos encaixados e somas de módulos são estudados por troços; onde a função é
constante num intervalo, isso é indicado com o seu valor (um mínimo em cada ponto do intervalo).

Como introduzir

estudo y = x^3 - 3x Com a palavra «estudo» antes da função.

x^3 - 3x Uma função com o chip «Estudo da função».



Exemplos

Um polinómio – extremos e um ponto de inflexão.

Enunciado: x^3 - 3x  Estudo da função



Uma função racional – assíntotas.

Enunciado: x^2/(x - 1)  Estudo da função





Função periódica – tudo em um período, os resultados com o período.

Enunciado: sin 2x + 2cos x  Estudo da função





Tangente – assíntotas verticais, imagem ℝ.

Enunciado: tg x  Estudo da função



Tangente hiperbólica – assíntotas horizontais y = ±1.

Enunciado: tanh x  Estudo da função



Só a derivada é periódica – os valores dos extremos crescem com k.

Enunciado: x + 2sin x  Estudo da função





Módulo – bicos, derivadas laterais.

Enunciado: |x^2 - 1|  Estudo da função





Raiz cúbica – tangente vertical em zero.

Enunciado: x^(1/3)  Estudo da função





Módulo encaixado – por troços, função par.

Enunciado: |-x^2 + 2|x| + 3|  Estudo da função





Soma de módulos – um troço constante e duas assíntotas oblíquas.

Enunciado: |x - 2| + |x + 3|  Estudo da função



Limitações conhecidas

Uma função que nem tem derivada periódica (x·sin x) é estudada só numericamente em ⟨−2π; 2π⟩ e
sem o período; as funções trigonométricas inversas (arcsin, arctan) ainda não são suportadas.



Polinómio de Taylor
A aplicação constrói o polinómio de Taylor (em 0, o de Maclaurin) do grau indicado: uma tabela das
derivadas no ponto, a substituição na fórmula e o resto na forma de Lagrange. Também pode encontrar
ela própria o grau – o menor para o qual o erro num ponto ou num intervalo não ultrapassa um limite
dado. O gráfico mostra a função e o polinómio; com um cursor muda o grau e vê a aproximação a
melhorar.

Como introduzir

taylor(sin x, 0, 5) A função, o ponto e o grau.

maclaurin(e^x, 4) O polinómio de Maclaurin – o ponto é 0.

taylor(e^x, 0, erro=0.001, x=0.5) O grau segundo o erro no ponto x (num intervalo,
escreva r=… em vez de x).

ln(1 + x) Uma função com o chip «Polinómio de Taylor» – aí
indica o ponto, o grau ou a precisão.



Exemplos

Um polinómio de grau 4 com o resto.

Enunciado: taylor(ln(1 + x), 0, 4)



O grau segundo a precisão pedida – um valor aproximado de e^0,5.

Enunciado: taylor(e^x, 0, erro=0.001, x=0.5)





Integrais indefinidos
A aplicação integra com os métodos ensinados na escola e diz em cada passo o que faz. Verifica o
resultado derivando (a verificação é o último passo) e desenha a função integranda e a primitiva.

As raízes de potências da variável (∛(x⁴), √(x³)) são reescritas como potências de expoente racional; um
valor absoluto (|cos x|, √(1 − sin²x)), com a função sinal sgn.

Se um integral não tiver primitiva elementar (como e^(−x²)), a aplicação di-lo e exprime-a com uma
função especial (erf, Si, …).

Como introduzir

int(x e^x, x) Um integral com a variável.

int(x^2 sin x) Sem a variável quando só há uma.

∫ x^2 dx Com o sinal de integral, também a partir de uma
fotografia.

x e^x Uma função com o chip «Integrar».

Primitivas imediatas e substituição

O integral de uma soma termo a termo, as constantes fora do integral, as primitivas da tabela (também
com uma função interior linear) e a substituição quando a função integranda contém uma função
juntamente com a derivada do seu interior.



Exemplos

Termo a termo pela tabela.

Enunciado: int(3x^2 - 2/x + e^x)



A substituição t = x².

Enunciado: int(2x cos(x^2))

Integral com constantes a, b.

Enunciado: int(1/(a - bx)^3)

Integração por partes

O produto de um polinómio por uma exponencial, uma função trigonométrica ou um logaritmo é
integrado por partes, várias vezes se for preciso; integrais como eˣ sin x por partes de forma cíclica.



Exemplos

Por partes duas vezes seguidas.

Enunciado: int(x^2 e^x)

Funções racionais

Uma função racional é dividida se necessário, o denominador é fatorizado e a função decomposta em
frações parciais, que são integradas em logaritmos e arcos tangentes.

Um denominador que não se fatoriza nos racionais (x⁴ + 1, x⁵ + 1) é fatorizado nos reais – cada par de
raízes complexas conjugadas dá um fator quadrático sem raízes reais.



Exemplos

Decomposição em frações parciais.

Enunciado: int((x + 1)/(x^2 - 3x + 2))



Fatorização do denominador x⁴ + 1 nos reais.

Enunciado: int(1/(x^4 + 1))

Funções trigonométricas

Primeiro as fórmulas (sin²x = (1 − cos 2x)/2, produtos em somas), para uma potência ímpar a
substituição t = sin x ou t = cos x, para uma função racional de seno e cosseno uma substituição
segundo a paridade, e a substituição universal t = tan(x/2) só no fim.



Exemplos

Uma potência ímpar do seno – a substituição t = cos x.

Enunciado: int(sin(x)^3 cos(x)^2)

Funções hiperbólicas

Integrais da tabela (∫sinh x dx = cosh x + C, ∫1/cosh²x dx = tanh x + C, …), ∫tanh x dx pelo logaritmo da
derivada, por partes (x sinh x, arsinh x), quadrados pelas fórmulas sinh²x = (cosh 2x − 1)/2, tanh²x = 1 −
1/cosh²x; o resto pela definição através de exponenciais.



Exemplos

A fórmula sinh²x = (cosh 2x − 1)/2.

Enunciado: int(sinh(x)^2)

Raízes

Integrais com a raiz de uma função linear fracionária por substituição, com a raiz de um trinómio do 2.º
grau por uma substituição de Euler, e integrais binómios segundo as condições de Tchebychev – se
nenhuma se verificar, a aplicação diz que o integral não é elementar.



Exemplos

Uma substituição de Euler.

Enunciado: int(sqrt(x^2 + 1))



Limitações conhecidas

Para alguns integrais, encontramos o resultado sem resolução – a aplicação indica-o nos passos.

Um cálculo sem resolução que demora demasiado é interrompido – a aplicação indica-o.



Integrais definidos e as suas aplicações
A aplicação calcula um integral definido pela fórmula de Barrow (Newton–Leibniz) e desenha a área sob
o gráfico – a parte acima do eixo x de outra cor que a de baixo. Também trata integrais impróprios e
aplicações: área, comprimento de curva, volume e área lateral de um sólido de revolução, também para
curvas paramétricas e em coordenadas polares.

Integral definido

A aplicação encontra a primitiva como no integral indefinido e substitui os limites. Com uma
substituição, transforma logo os limites. Se o integral não tiver primitiva elementar, calcula-o
numericamente.

Como introduzir

int(x^2, x, 0, 3) Um integral com a variável e os limites.

\int_{0}^{\pi} \sin x\,dx A partir de uma fotografia ou em LaTeX.

x^2 Uma função com o chip «Integrar» – escreva os
limites nos campos.



Exemplos

Uma substituição com os limites transformados.

Enunciado: int(3x^2 cos(x^3), x, 0, 1)

Integrais impróprios

Um limite infinito ou uma função não limitada são tratados com um limite da primitiva, e a aplicação diz
se o integral converge ou diverge. Se esse limite não puder ser calculado, decide por um critério de
comparação.



Exemplos

Um limite superior infinito.

Enunciado: int(1/x^2, x, 1, oo)

Uma função não limitada no limite inferior.

Enunciado: int(1/sqrt(x), x, 0, 1)



Área sob uma curva e entre curvas

A área entre um gráfico e o eixo x, ou entre duas curvas, é calculada como o integral do módulo da
diferença – as partes acima e abaixo contam ambas como positivas. Não precisa de indicar os limites:
são encontrados como os pontos de interseção das curvas.

Como introduzir

área(x^2, x) A área entre duas curvas, limites a partir dos pontos
de interseção.

área(sin x, 0, pi) A área entre uma curva e o eixo x num intervalo.

x^2 Uma função com o chip «Integrar» → «Área entre
curvas»; escreva a segunda curva e os limites nos
campos.



Exemplos

A área entre uma parábola e uma reta.

Enunciado: x^2  Área entre curvas, segunda curva x

Comprimento de uma curva

O comprimento de um gráfico num intervalo é calculado pela fórmula l = ∫√(1 + f′²) dx. A aplicação tenta
simplificar a raiz (numa semicircunferência obtém-se o arco seno); quando o integral não tem primitiva
elementar, o resultado é numérico.

Como introduzir

comprimento(x^(3/2), 0, 4) O comprimento da curva num intervalo.



Exemplos

O comprimento de uma semicircunferência.

Enunciado: sqrt(1 - x^2)  Comprimento de curva, limites −1 e 1

Volume de um sólido de revolução

O volume de um sólido de revolução em torno do eixo x é calculado pela fórmula V = π∫f² dx (entre duas
curvas, por anéis), em torno do eixo y pelo método das cascas cilíndricas. A aplicação mostra também o
sólido em 3D – rode-o com o dedo.

Como introduzir

volume(sqrt(x), 0, 4) O volume do sólido obtido por rotação em torno do
eixo x.

volume(x^2, 0, 2, y) Rotação em torno do eixo y.



Exemplos

Um paraboloide de revolução.

Enunciado: sqrt(x)  Volume de um sólido, limites 0 e 4

Área lateral de um sólido de revolução

A área lateral é calculada pela fórmula S = 2π∫f√(1 + f′²) dx; o produto sob a raiz simplifica-se muitas
vezes (numa esfera obtém-se uma constante).

Como introduzir

superfície(sqrt(4 - x^2), -2, 2) A área lateral por rotação em torno do eixo x.



Exemplos

A superfície de uma esfera de raio 2.

Enunciado: sqrt(4 - x^2)  Superfície de um sólido, limites −2 e 2

Curvas paramétricas e em coordenadas polares

Escreva uma curva x = φ(t), y = ψ(t) em duas linhas, e uma curva em coordenadas polares como r =
ρ(φ). O chip «Integrar» oferece então a área, o comprimento, o volume e a superfície; os limites do
parâmetro são opcionais (sem eles, de 0 a 2π). O volume e a superfície são calculados rodando em
torno do eixo x a parte da curva acima do eixo.

Como introduzir

x = t - sin(t)

y = 1 - cos(t)

Uma curva paramétrica em duas linhas.

r = 1 + cos(phi) Uma curva em coordenadas polares (também r^2 = …
para uma lemniscata).



comprimento(x=cos(t)^3, y=sin(t)^3, t,

0, 2pi)

A forma escrita com o parâmetro e os limites.

Exemplos

A área sob um arco de cicloide.

Enunciado: x = t - sin(t)
y = 1 - cos(t)  Área



O comprimento de uma cardioide.

Enunciado: r = 1 + cos(phi)  Comprimento de curva



Curvas dadas por uma equação

Para uma equação em x e y (x³ + y³ = 3xy), o chip «Integrar» oferece a área, o comprimento, o volume e a
superfície. Sem limites, usa toda a curva fechada: a circunferência e a elipse na forma paramétrica com
cos e sin, um laço que passa pela origem (o fólio de Descartes) pelas retas y = tx – a área do laço então
exatamente a partir dos setores, o comprimento, o volume e a superfície numericamente. Com limites
em x, usa o ramo superior y = f(x).

Como introduzir

x^3 + y^3 = 3xy Uma curva fechada – o chip «Integrar» sem limites.

y^2 = x^3 Uma curva não fechada – o chip «Integrar» com
limites em x (o ramo superior y = x^(3/2)).



Exemplos

A área do laço do fólio – pelas retas y = tx e pelos setores, S = 3/2.

Enunciado: x^3 + y^3 = 3xy  Integrar → Área

Limitações conhecidas

O comprimento de y = ∛x (e de curvas semelhantes) só é calculado numericamente – conduz a um
integral elíptico, que não tem primitiva elementar.

Nas curvas paramétricas e polares ainda faltam a área colorida e o sólido em 3D; rotação só em torno
do eixo x.

Rotação em torno do eixo y só para uma região de um lado do eixo.

Nas curvas implícitas sem limites só são suportadas a circunferência, a elipse e um laço que passa
pela origem; rotação só em torno do eixo x.



Séries infinitas
Numa série numérica, a aplicação verifica primeiro a condição necessária de convergência e depois
escolhe um critério conforme a forma da série – série geométrica, Σ 1/nᵖ, critério da razão, da raiz, de
comparação por passagem ao limite, do integral ou de Leibniz; numa série alternada distingue
convergência absoluta e simples. Quando possível, soma a série. O gráfico mostra os termos e as
somas parciais.

Séries numéricas

A aplicação encontra a soma de séries geométricas e telescópicas (de Mengoli), de séries Σ P(n)qⁿ e de
séries conhecidas (Σ 1/n² = π²/6); caso contrário, calcula-a numericamente. Uma soma finita calcula-se
como na escola – telescópica, aritmética, geométrica, senão termo a termo. Também se resolve uma
equação com a soma de uma série geométrica, verificando a condição de convergência |q| < 1.

Como introduzir

soma(1/n^2) O termo geral; o índice n a partir de 1 (também sum).

soma(1/n^2, n, 1, oo) Com o índice e o valor inicial.

\sum_{n=1}^{\infty} \frac{1}{n^2} A partir de uma fotografia ou em LaTeX.

1/n^2 O termo geral com o chip «Série» – escreva o índice
inicial no campo.

soma(2k+1, k, 1, 100) Uma soma finita – com o índice, o limite inferior e o
superior.



Exemplos

A série Σ 1/n² – converge, a soma é π²/6.

Enunciado: sum(1/n^2)



O critério de Leibniz – converge simplesmente.

Enunciado: sum((-1)^(n+1)/n)

O critério da razão e a soma.

Enunciado: sum(n/2^n)



A condição necessária não se verifica – a série diverge.

Enunciado: sum(n/(n+1))

Soma telescópica – ficam o primeiro e o último termo.

Enunciado: sum(sqrt(2i+1) - sqrt(2i-1), i, 1, 60)



Equação com a soma de uma série geométrica.

Enunciado: sum((2^x)^n, n, 1, oo) = 1

Séries de potências

Numa série de potências, a aplicação encontra o raio de convergência pelo critério da razão, estuda os
extremos como séries numéricas e indica o intervalo de convergência; quando possível, também a
soma. O gráfico mostra as somas parciais com um cursor para o número de termos.



Exemplos

O intervalo de convergência [−1, 1[.

Enunciado: sum(x^n/n)

Série de Taylor

A série de Taylor de uma função é obtida a partir de desenvolvimentos conhecidos (eˣ, sin x, ln(1 + x), …)
por substituição, e a aplicação determina o seu intervalo de convergência.

Como introduzir

taylor(e^x, 0, oo) A função, o ponto e oo em vez do grau; ou o chip
«Polinómio de Taylor» → «Série».



Exemplos

A série de ln(1 + x) e o seu intervalo de convergência.

Enunciado: taylor(ln(1 + x), 0, oo)



Séries de Fourier
A aplicação constrói a série de Fourier de uma função num intervalo tomado como um período (sem
indicação, em [−π, π]), ou a série de senos ou de cossenos de uma função em [0, L]. A função também
pode ser definida por ramos.

Calcula os coeficientes por integrais com toda a resolução (por partes com o parâmetro n), substitui sin
nπ = 0 e cos nπ = (−1)ⁿ e aproveita a simetria das funções pares e ímpares. Nos pontos de
descontinuidade determina a soma da série pelo teorema de Dirichlet e, substituindo um ponto e com a
identidade de Parseval, deduz somas de séries numéricas (como Σ 1/n² = π²/6). O gráfico mostra o
prolongamento periódico da função e as somas parciais com um cursor.

Como introduzir

fourier(x^2, -pi, pi) A função e o intervalo.

fouriersin(x, 0, pi) A série de senos (fouriercos – a de cossenos).

-1, -pi < x < 0

1, 0 < x < pi

Uma função definida por ramos, linha a linha, com o
chip «Série de Fourier».

x^2 Uma função com o chip «Série de Fourier» – aí
escolhe o tipo de série e o intervalo.



Exemplos

Uma função par – só cossenos; as somas Σ 1/n² e Σ 1/n⁴.

Enunciado: fourier(x^2)



Uma função definida por ramos – saltos e o fenómeno de Gibbs.

Enunciado: -1, -pi < x < 0



1, 0 < x < pi  Série de Fourier



Uma série de senos e a soma 1 − 1/3³ + 1/5³ − … = π³/32.

Enunciado: fouriersin(x*(pi - x), 0, pi)



Limitações conhecidas

Uma função não limitada (como ln x em [0, 2π]) não pode ser desenvolvida – a série divergiria no
ponto onde a função cresce sem limite.

Quando os coeficientes conduzem a um integral sem primitiva elementar (ln x em [1, 3]), são
expressos com o seno e o cosseno integrais.



Equações diferenciais
A aplicação resolve equações diferenciais ordinárias de primeira ordem: de variáveis separáveis,
lineares, exatas, homogéneas (y′ = f(y/x)), de Bernoulli e equações y′ = f(ax + by + c). Reconhece o tipo
sozinha e mostra o procedimento como na escola – separação de variáveis, variação da constante ou
fator integrante, substituição, função potencial de uma equação exata. Os integrais do procedimento
têm os seus próprios passos.

Ordens superiores: equações lineares com coeficientes constantes de qualquer ordem pela equação
característica (também raízes múltiplas e complexas), uma solução particular pelo lado direito especial
(também ressonância e soma de lados direitos) ou por variação das constantes, um problema de valor
inicial em zero também pela transformada de Laplace (chip «Método»). Além disso a equação de Euler
com x = eᵗ, y⁽ⁿ⁾ = f(x) por integrações sucessivas e a redução da ordem – quando falta y (p = y′) ou x (y′ =
p(y)).

A equação y′ = y·(a(x)·ln y + b(x)) torna-se linear com a substituição z = ln y. Uma equação linear de
segunda ordem com coeficientes variáveis é resolvida quando se consegue adivinhar uma solução (xᵏ,
eᶜˣ, …): a segunda, reduzindo a ordem (d'Alembert), e o lado direito por variação das constantes. A ordem
também é reduzida em mais de um (p = y⁽ᵐ⁾ com uma equação de segunda ordem em p). Com
parâmetros, os casos são distinguidos: um oscilador amortecido pelo sinal de δ² − ω²
(sobreamortecido, crítico, subamortecido), uma ressonância (y″ + ω²y = cos 2t para ω = 2) e o sinal de
uma constante de que depende o integral (y″ = 2yy′). A transformada de Laplace resolve também um
problema de valor inicial num ponto diferente de 0 (deslocamento τ = t − t₀) e com parâmetros.

O resultado é a solução geral com uma constante C, nas ordens superiores com constantes C₁, C₂, …
(explícita, ou implícita onde não pode ser explícita); com condições, a solução que as satisfaz – iniciais
e de fronteira, incluindo os casos «sem solução» e «infinitas soluções». Também encontra as soluções
constantes perdidas ao dividir. Cada solução é verificada substituindo-a na equação. Na primeira ordem
o gráfico mostra o campo de direções e soluções para diferentes C, nas ordens superiores soluções
para diferentes constantes; numa equação autónoma de segunda ordem (sem x) um seletor mostra
também o plano de fase (y, y′).

Como introduzir

y' = x*y A derivada com linha.

dy/dx = x y^2 Notação de Leibniz – indica também a variável
(dm/dt, dT/dt).



\frac{dy}{dx} = \frac{y}{x} + x Notação de uma foto.

(2xy + 6x)dx + (x^2 + 4y^3)dy = 0 A forma M dx + N dy = 0 (equação exata).

y' = y^2 + 1, y(0) = 1 Uma condição inicial após uma vírgula ou na linha
seguinte.

dm/dt = m + 2, m(0) = 0 A função e a variável podem ser quaisquer letras.

y'' - 3y' + 2y = 3e^(2x) Uma equação de ordem superior – as derivadas com
mais plicas.

y^{(4)} + 2y'' + y = 0 Derivadas superiores como y^{(4)} (também de uma
foto).

y'' + y = 0, y(0) = 1, y'(0) = 2 Condições iniciais y(0), y′(0) – ou de fronteira em
pontos diferentes.

\ddot{x} + \omega^2 x = 0 Os pontos de Newton (derivadas em ordem ao tempo
t) e parâmetros gregos.



Exemplos

Variáveis separáveis – a solução geral e o campo de direções.

Enunciado: y' = x*y



A condição inicial determina a constante C.

Enunciado: y' = y^2 + 1, y(0) = 1



Uma equação linear por variação da constante.

Enunciado: y' + 2y = e^x  Variação da constante



A mesma equação com fator integrante.

Enunciado: y' + 2y = e^x  Fator integrante



Uma equação homogénea – a substituição u = y/x.

Enunciado: y' = (x - y)/(x + y)



Uma equação de Bernoulli – a substituição z = y^(1−n) e a solução constante y = 0.

Enunciado: xy' - y = -xy^2



Uma equação exata – a função potencial F(x, y) = C.

Enunciado: (2xy + 6x)dx + (x^2 + 4y^3)dy = 0



A substituição z = x − y; o Symja perderia aqui um fator 2, a app verifica o resultado.

Enunciado: y' = cos(x - y), y(0) = pi/2



A equação característica com raízes complexas −2 ± 3i.

Enunciado: y'' + 4y' + 13y = 0



Lado direito especial com ressonância – 2 é raiz da equação característica.

Enunciado: y'' - 3y' + 2y = 3e^(2x)  Lado direito especial



O lado direito tan x não é especial – variação das constantes e o wronskiano.

Enunciado: y'' + y = tan x





Um problema de valor inicial – um sistema para as constantes C₁, C₂.

Enunciado: y'' - 4y' + 3y = e^(2x), y(0) = 1, y'(0) = 0

O mesmo problema pela transformada de Laplace.

Enunciado: y'' - 4y' + 3y = e^(2x), y(0) = 1, y'(0) = 0  Transformada de Laplace



Um problema de fronteira com infinitas soluções.

Enunciado: y'' + y = 0, y(0) = 0, y(pi) = 0



Equação de Euler – a substituição x = eᵗ.

Enunciado: x^2y'' - 2xy' + 2y = x^2 + 2



A redução y′ = p(y), as constantes das condições iniciais passo a passo.

Enunciado: y'' = e^(2y), y(0) = 0, y'(0) = 1



Um oscilador amortecido: três casos segundo δ e ω.

Enunciado: y'' + 2δy' + ω^2y = 0



Ressonância: para ω = 2 a solução tem outra forma.

Enunciado: y'' + ω^2y = cos(2t)



Uma solução adivinhada y₁ = x e a redução da ordem (d'Alembert).

Enunciado: (1-x^2)y'' - 2xy' + 2y = 0



Limitações conhecidas

Uma equação que precisa de uma indicação do enunciado (diferente de z = ln y) ainda não é
resolvida.

Numa equação com parâmetro (k, λ, ω) a aplicação não desenha gráfico e considera os parâmetros
positivos.

Quando a solução não se pode exprimir explicitamente, fica na forma implícita.

A transformada de Laplace ainda não conhece a função de Heaviside, os deslocamentos nem os
lados direitos periódicos.



Recorrências e funções geradoras
A aplicação resolve recorrências lineares com coeficientes constantes de qualquer ordem pela equação
característica – também raízes múltiplas e complexas (a forma complexa da solução e a sua passagem
à forma real pelo teorema de De Moivre) – e com lado direito da forma P(n)·qⁿ (também cos nφ, sin nφ,
ressonância e soma de lados direitos). As condições iniciais determinam as constantes; como
verificação, a aplicação calcula mais termos pela recorrência e compara-os com a fórmula.

O chip «Método» oferece também a função geradora (A(x) = Σ aₙxⁿ, frações parciais, séries geométricas),
as potências de uma matriz (diagonalização) ou, na primeira ordem, o somatório. Uma recorrência de
primeira ordem com coeficiente variável (aₙ₊₁ = (n + 1)aₙ) resolve-se por um produto (fatoriais), as
recorrências não lineares convertíveis pela substituição bₙ = 1/aₙ ou bₙ = ln aₙ. Um sistema de duas
recorrências resolve-se eliminando uma sucessão ou pela matriz, e uma recorrência de dividir para
conquistar T(n) = aT(n/b) + f(n) por n = bᵏ – com a estimativa do teorema mestre.

Com a operação «Função geradora», a aplicação encontra a função geradora de uma sucessão dada por
uma fórmula (n² + 2ⁿ) ou pelos primeiros termos (1, 0, 1, 0, …) e, ao contrário, a fórmula de aₙ a partir de
uma função A(x). O número de soluções inteiras não negativas de x₁ + x₂ + … = N (também com limites
ou coeficientes – pagar com moedas) é um coeficiente de uma função geradora.

O gráfico mostra os termos da sucessão como pontos (num sistema, as duas sucessões).

Como introduzir

a(n+2) = 5a(n+1) - 6a(n), a(0) = 1,

a(1) = 4

Com parênteses, as condições após uma vírgula.

a_{n+2} = 5a_{n+1} - 6a_n Com índices (também de uma foto). Sem condições: a
solução geral com as constantes C₁, C₂.

F_n = F_{n-1} + F_{n-2}, F_1 = F_2 =

1

O índice pode descer (aₙ₋₁, aₙ₋₂); o mesmo valor pode
ser dado a vários termos.

a_{n+1} = a_n + 2b_n

b_{n+1} = 3a_n + b_n

a_0 = 1, b_0 = 0

Um sistema – as equações em linhas, as condições
na última.

T(n) = 2T(n/2) + n, T(1) = 1 Dividir para conquistar – um termo em n/b.



n^2 + 2^n A fórmula de uma sucessão com a operação «Função
geradora» (também aₙ = …).

1, 0, 1, 0, ... Os primeiros termos separados por vírgulas.

1/(1 - x - x^2) Uma função geradora em x (também A(x) = …) – a
fórmula de aₙ.

número de soluções x_1 + x_2 + x_3 =

10, x_1 <= 3

O número de soluções inteiras não negativas com
limites.

Exemplos

Duas raízes reais distintas, a verificação com mais termos.

Enunciado: a_{n+2} = 5a_{n+1} - 6a_n, a_0 = 1, a_1 = 4



A sucessão de Fibonacci – a fórmula de Binet.

Enunciado: F_n = F_{n-1} + F_{n-2}, F_0 = 0, F_1 = 1



Raízes complexas 1 ± i – a forma complexa e o teorema de De Moivre.

Enunciado: a_{n+2} = 2a_{n+1} - 2a_n, a_0 = 1, a_1 = 2



O lado direito n, uma raiz dupla 2.

Enunciado: a_{n+2} = 4a_{n+1} - 4a_n + n, a_0 = 0, a_1 = 0



A mesma recorrência pela função geradora.

Enunciado: a_{n+2} = 5a_{n+1} - 6a_n, a_0 = 1, a_1 = 4  Função geradora



A mesma recorrência pelas potências de uma matriz.

Enunciado: a_{n+2} = 5a_{n+1} - 6a_n, a_0 = 1, a_1 = 4  Potências de uma matriz



Uma recorrência de primeira ordem por somatório.

Enunciado: a_{n+1} = 2a_n + 1, a_0 = 0  Somatório

Um coeficiente variável – o produto dá um fatorial.

Enunciado: a_{n+1} = (n+1)a_n, a_0 = 1



Uma recorrência não linear – a substituição bₙ = 1/aₙ.

Enunciado: a_{n+1} = a_n/(1 + a_n), a_0 = 1

Um sistema de duas recorrências eliminando a sucessão bₙ.

Enunciado: a_{n+1} = a_n + 2b_n
b_{n+1} = 3a_n + b_n



a_0 = 1, b_0 = 0



Dividir para conquistar (merge sort) – n = 2ᵏ e o teorema mestre.

Enunciado: T(n) = 2T(n/2) + n, T(1) = 1



A função geradora da sucessão n² + 2ⁿ.

Enunciado: n^2 + 2^n  Função geradora



A fórmula de aₙ a partir de uma função geradora – frações parciais com raízes irracionais.

Enunciado: 1/(1 - x - x^2)  Função geradora

O número de soluções de x₁ + x₂ + x₃ = 10 com x₁ ≤ 3.

Enunciado: número de soluções x_1 + x_2 + x_3 = 10, x_1 <= 3



Limitações conhecidas

Ainda não: recorrências lineares de ordem superior com coeficientes variáveis, sistemas de três ou
mais recorrências, dividir para conquistar com vários termos (T(n/2) e T(n/3)) e recorrências não
lineares que estas substituições não tornam lineares.



Aplicações de equações diferenciais
O botão «Aplicações de equações diferenciais» na tela inicial abre um formulário com 23 modelos:
radiocarbono, decaimento e meia-vida, crescimento exponencial, cadeia de decaimento, resfriamento de
Newton (também a hora da morte a partir de duas medições), cinética química de ordem 0–2,
medicamento no sangue, álcool no sangue, poupança e empréstimo, circuitos RC, RL e RLC, mola, queda
com resistência do ar, esvaziamento de um tanque, mistura, crescimento logístico e de Gompertz,
população com captura, epidemia SIR, predador e presa, competição de duas espécies e quimiostato.

Escolhe o modelo, a variante e o que procura; as constantes vêm preenchidas e podem ser alteradas.
Cada grandeza e o resultado têm a unidade à escolha: a aplicação converte os valores (a conversão é
um passo). O «?» junto ao modelo explica de onde vem a sua equação.

Os passos montam o modelo, resolvem a equação (separação de variáveis, fator integrante, equação
característica), aplicam as condições, isolam a grandeza procurada e substituem os números. Os
sistemas resolvem-se numericamente por Runge–Kutta; os equilíbrios e a estabilidade, exatamente. O
gráfico mostra as grandezas no tempo e, nos sistemas, o plano de fase.



Exemplos

Idade de um achado com 35 % de ¹⁴C restante.

Enunciado: model(radiocarbon; find=t[yr]; T12=5730[yr]; p=35[pct]; input=ratio)



Hora da morte: 30 °C ao ser encontrado, 28 °C uma hora depois, sala a 20 °C.

Enunciado: model(cooling; find=t[h]; T0=30[degC]; Ta=20[degC]; t1=1[h]; T1=28[degC];
Tt=37[degC]; k=measured)

500 mg a cada 8 horas: o nível estacionário.

Enunciado: model(drug; find=steady[mg_l]; D=500[mg]; V=40[l]; T12=6[h]; tau=8[h];



mode=repeated)

Prestação mensal de um empréstimo de 1 000 000 CZK por 20 anos a 5 %.

Enunciado: model(interest; find=a[CZK_mo]; B0=1000000[CZK]; r=5[pct_yr]; t=20[yr];



B=0[CZK]; kind=loan)



Quanto tempo um capacitor leva a carregar até metade da tensão.

Enunciado: model(rc; find=t[ms]; R=10[kohm]; C=100[uF]; U=12[V]; u=6[V]; mode=charge)

Mola amortecida: deslocamento em 1 s.

Enunciado: model(spring; find=x[cm]; m=0.5[kg]; k=20[N_m]; b=1[kg_s]; x0=5[cm]; v0=0[m_s];



t=1[s])



Epidemia com R₀ = 2,5: pico e total de infectados.

Enunciado: model(sir; find=overview[d]; N=10000[pcs]; I0=10[pcs]; R0=2.5; D=7[d]; rates=r0)



Predador e presa: equilíbrio, estabilidade e período.

Enunciado: model(predator; find=overview[mo]; a=0.5[per_mo]; b=0.01[per_pcs_mo];
c=0.4[per_mo]; d=0.005[per_pcs_mo]; x0=100[pcs]; y0=20[pcs])



Em breve
Estamos a trabalhar nestes tipos de exercícios ou temo-los planeados. A ordem pode mudar conforme
aquilo de que mais precisar.

Equações e inequações

Equações do 2.º grau incompletas pondo em evidência ou extraindo a raiz (x² = 9) em vez do
discriminante.

Funções, derivadas e integrais

Aplicações do integral com parâmetros – fórmulas gerais (esfera de raio r, elipse, cone).

Área colorida e sólido em 3D para curvas paramétricas e polares.

Aplicações físicas de derivadas e integrais (velocidade, aceleração, trabalho, centro de massa).

A forma complexa da série de Fourier e o espetro.

Os integrais de Riemann e de Lebesgue de funções especiais (funções de Dirichlet e de Riemann).

Equações diferenciais

Sistemas de equações diferenciais escritos como equações (as aplicações já os têm) e o seu
retrato de fase.

Transformada de Laplace com a função de Heaviside, deslocamentos e lados direitos periódicos.

Outras áreas

Vetores – norma, produto escalar, vetorial e misto, ângulos, áreas e volumes.

Matrizes – operações, determinante, característica, matriz inversa, valores e vetores próprios.

Problemas de construção – triângulos, quadriláteros e circunferências a partir de elementos
dados, os passos da construção e o número de soluções.

Números complexos na forma trigonométrica e exponencial, o teorema de De Moivre, raízes de
índice n.

A regra de Cramer para sistemas de equações lineares.

Funções de várias variáveis, integrais múltiplos, de linha e de superfície.



Modo exato e modo numérico (decimais em vez de frações e raízes).

Problemas de palavras – equacionar o enunciado e resolver.


