MathSolver — manual

O que o MathSolver sabe resolver, como introduzir um exercicio e como é o resultado.

0 MathSolver resolve exercicios a partir de uma fotografia ou escritos a mao e, para cada resultado,
mostra a resolugao como se faz na escola — passo a passo, com explicagdes e, quando faz sentido,
com um grafico.

Cada capitulo trata um tipo de exercicios: o que esperar da solugao, como introduzir o enunciado e
exemplos de resultados reais da aplicagdo. As limitagdes conhecidas, se as houver, estdao no fim do
capitulo.
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Como introduzir um exercicio

Pode fotografar o exercicio — antes de enviar, recorte a fotografia para ficar so6 o enunciado. A aplicagao
reconhece-o e mostra uma pré-visualizagao; se a transcrigao estiver errada, corrija-a no campo por baixo
da pré-visualizagdo. No mesmo campo também pode escrever o exercicio diretamente.

Se o enunciado for uma expressao sem sinal de igual, escolhe com um chip o que fazer com ela:
simplificar, desenvolver, fatorizar, decompor em fragoes parciais, derivar, fazer o estudo da funcgao,
calcular um polinédmio de Taylor, integrar, somar uma série ou calcular uma série de Fourier. Ajuste a
opcao «Foco» do ecra inicial ao que esta a praticar — pré-seleciona o chip adequado.

As equacdes e inequagdes sdo resolvidas diretamente. Quando ha mais de um método (o método para
um sistema, para médulos, a derivada pela defini¢cdo), escolhe-o com um chip; o resultado é recalculado
de imediato. As equagdes e inequagdes sao resolvidas nos numeros reais; com o chip «Resolver em»
escolhe em vez disso IV, Z, Q ou R*. Num limite, um chip escolhe se a indeterminagao se resolve
transformando ou diretamente pela regra de LHdpital.

Como introduzir

X"2 + 3x - 4 As poténcias escrevem-se com #; a multiplicagéao por
um ndmero ou uma variavel pode ser omitida (3x,
2Xy).

(x+1)/(x-2) FragcGes com barra; ponha entre parénteses um

numerador ou denominador que nao seja um sé
numero ou letra.

sqrt(x+1), x~(1/3) Raiz quadrada sqrt(...), as outras raizes como poténcia
de expoente fracionario.

|2x - 1] Médulo (valor absoluto) entre barras verticais. Se a
escrita puder ser lida de mais de uma maneira (|xly|zl),
a aplicacao oferece as leituras para escolher; para a
tornar inequivoca, coloque o modulo entre parénteses:
2x(]x - 11).

1n x, log x, log 2 x In é o logaritmo natural, log (ou Ig) o decimal, log_2 o
de base 2.



sin x, cos 2x, tan x, cot x

sinh x, cosh x, tanh x, arsinh x

sin alpha = 1/2, sin(x + 30°)

sin x = 1/2, x € <0; 2pi)

pi, e, oo

X sin x, 2x(x+1)
2X + 3y =7

X -y=1

(3+41)/(1-21)

Xx"2 < 10, x € Z

Limitagcoes conhecidas

Fungdes trigonométricas; um argumento sem
parénteses é o termo logo a seguir a fungdo (cos 2x =
cos(2x)).

Funcdes hiperbdlicas sinh, cosh, tanh, coth e as suas
inversas arsinh, arcosh, artanh, arcoth (também asinh,
arcsinh, ...).

Um angulo em graus: uma letra grega como incégnita
(alpha, beta, ... ou o préprio a), ou graus em um
numero; as letras latinas estdo em radianos.

Raizes em um intervalo — depois de uma virgula ou na
linha seguinte (x € <0; 2pi) ou 0 <= x < 2pi).

O numero pi, 0 numero e, infinito oo.

Deixe um espaco entre uma varidvel e uma fungao (x
sin x) — xsinx é lido como um produto de letras.

Escreva um sistema de equacgdes ou inequacgoes linha
a linha, uma em cada linha.

Numeros complexos: i € a unidade imagindria (em
expressoes e equacoes).

O conjunto apds uma virgula: x € N, Z, Q, R+ (ou N, Z,
Q, R*, «kem N»); N sem o zero.

» O resultado é dado na forma exata (fragdes, raizes, 1) com um valor aproximado; ainda ndo ha um

modo puramente numérico.



Equacoes e inequacoes do 1.° grau

A aplicagao transforma uma equacgao do 1.° grau como se faz na escola — desembaraga de parénteses,
passa a incognita para um lado e divide. Numa inequagao, tem em conta a mudancga de sentido ao
multiplicar por um nimero negativo e escreve o resultado como intervalo; o grafico mostra os dois
membros como retas e marca a solugao no eixo x.

Exemplos

Uma equagao com parénteses.
Enunciado: 3(x - 2) = 2x + 5

Intersecdes dos graficos:

Resultado
e (11;27)

r=11 : ] . -
Cada intersegéo corresponde a uma solugédo da equacéo: sua
primeira coordenada é o valor de x.

Passos

+ Passamos tudo paraum lado: z — 11 =0

+ Deixamos os termos com a incognita a esquerda e
passamos o resto para a direita: x = 11

Gréfico
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Uma inequagao — dividir por um nimero negativo muda o sentido.

Enunciado: 2x - 3 < 5x + 6

Resultado : Z _ g; 1 2
T < (_33 OO) Solugdo da inequagédo — onde vale a relagdo entre as
duas curvas
Passos - -
Intersegdes dos gréficos:
+ Deixamos os termos com a incégnita a esquerda e o (—3;-9)

passamos o resto para a direita: —3z < 9

+ Dividimos pelo numero negativo —3; o sinal da
desigualdade se inverte: z > —3
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Equacoes do 2.° grau
A aplicagao escreve uma equagao do 2.° grau na forma ax? + bx + ¢ = 0 e resolve-a com o binémio

discriminante e a férmula resolvente; também reconhece uma raiz dupla. Se a equagao nao tiver solugao
real, di-lo, e o botdo «Mostrar solugao complexa» mostra as raizes complexas.

Exemplos

Duas raizes reais.

Enunciado: x*2 - 5x + 6 = ©

-1 0 1 2 3 4
Resultado 5
. —y=z —5¢+6
L1 — 3 —y=0
Ly = 2 Intersecdes dos graficos:
e (2;,0) e (3;0)
Passos

Cada interseg@o corresponde a uma solugédo da equagéo: sua

primeira coordenada é o valor de x.
+ Calculamos o discriminante:

D=0 —dac=(-5)7—-4-1-6=1

+ Substituimos na féormula de Bhaskara:

—b++/D 5+1
Lio=—F— = —5
2a 2
Grafico
20
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Discriminante negativo — raizes complexas.

Enunciado: x*2 + 2x + 5 = @  Mostrar solugdo complexa

Resultado Grafico
T, = —1+2¢

Lo — _1 — 22 10
Passos 8

- Calculamos o discriminante:

D=0 —dac=2>-4-1-5=-16 ¢
+ O discriminante é negativo — nos nimeros complexos: a

VD = v/~16 = 4i
- Substituimos na férmula de Bhaskara: 2
—b++vD 2+
;1;1,2 = =
2a 2

22 -1,5 <[ -0,5 0 0,5 1

—y=a’+22+5

—y=0

Os graficos ndo se cruzam: a equagao nao tem solugéo
real.



Equacoes de grau superior

Uma equagao biquadrada é transformada numa do 2.° grau por mudanca de variavel. Uma equagao
geral de grau superior é fatorizada com a regra de Ruffini: as raizes sao procuradas entre os divisores do
termo independente e cada raiz encontrada é posta em evidéncia até restar uma equagéao do 2.° grau.

Exemplos

Uma equagao biquadrada com a mudanga y = x2.

Enunciado: x*4 - 5x*2 + 4 = 0

Resultado Grafico
Ty = — 2

Lo = -1
150

100
Passos

+ A substituicdo ¢, = 22 a transforma em uma equagéo do

50
segundo grau: y?2 — 5u 4+ 4 =0

+ Calculamos o discriminante: E E E
D:b274ac:(75)274‘1-4:9 0—,,,:=’=

» Substituimos na férmula de Bhaskara:
~b++D B 5+3

2= ", 2

-3 -2 -1 0 1 2 3

+ Voltamos a incégnita original: z2 = 1 = z = +1
—y= xt— 5z +4
+ Voltamos a incdgnita original: 22 =4 = g =42 — Y — 0

Intersecdes dos graficos:

e (—2,0) o (-1;0) e (1;0) e (2;0)

Cada intersegéo corresponde a uma solugao da equagao: sua

primeira coordenada é o valor de x.



Regra de Ruffini — raizes entre os divisores do termo independente.

Enunciado: x*3 - 6x*2 + 11x - 6 = @
Resultado Grafico
To = 2 : : :
2 20 S
L3 = 3 E E 3
0 o—o0—o
Passos -~ | ‘
- As raizes racionais so podem ser divisores do termo 20 E E 3
independente —6: =1, +£2, £3, £6 ! ! :
+ Pelo dispositivo de Briot-Ruffini confirmamos a raiz e E E 3
z = 1 e dividimos o polindmio: 3 3 3
|1 -6 11 -6 ! 5 }
11 -5 6 [0] -60 ; 5 |
P(z) = (& = 1)(2* - 52 + 6) I
-+ Calculamos o discriminante: B 0 1 z : N
D=0 —dac=(-57—-4-1-6=1 —y=x>—62"+112 -6
— 1y = 0
+ Substituimos na formula de Bhaskara: J
b= vD _5x1 Intersegdes dos gréficos:
2T T T T2 e (1,0) o (2:0) e (3;0)

Cada intersegéo corresponde a uma solugéo da equagao: sua
primeira coordenada é o valor de x.



Equacoes fracionarias
Numa equagao com a incognita num denominador, a aplicagdo comega por indicar as condigdes, depois

multiplica pelo denominador comum e resolve. Compara as raizes com as condi¢des e exclui as que
nao as verificam.

Exemplos

Condigoes, denominador comum, equagao do 2.° grau.

Enunciado: (x+3)/(x-1) = 2/(x-1) + x

Resultado Grafico
|
L1 = 1-— \/5 I
s I
|
Lo = 1 + \/5 |
6 | i
Condicdes: = #£ 1 |
4 : ./
Passos I |
2 i I
+ Condigdes — o denominador ndo pode ser zero: « #£ 1 :
0
+ Multiplicamos ambos os lados pelo denominador « — 1: \; :
z4+3=za’—-xz+2 2/‘: :
+ Passamos tudo para um lado: 2292 —-1=0 4 ] :
+ Calculamos o discriminante: G :
D=0 dac= (-2 —4-1-(-1)=8 :
-+ Substituimos na férmula de Bhaskara: 4 0 1 9 3
—b++vD 2422
T1p = = z+3
2a 2 —_—y =
-1
+ Araiz z — 1 — /2 satisfaz as condigées. v 9
-_— = +z
s Araizg =1+ \/5 satisfaz as condigdes. y z—1

Intersecdes dos graficos:
o (1-vZ1-2v2) o (1+v21+2v2)

Cada interse¢éo corresponde a uma solugao da equacao: sua
primeira coordenada € o valor de x.



Equacoes irracionais

Uma equagao com a incégnita sob uma raiz é resolvida isolando a raiz e elevando ao quadrado. Elevar
ao quadrado pode acrescentar raizes que nao verificam a equagao — por isso segue-se sempre uma
verificagao e as raizes que falham sao excluidas.

Exemplos

Elevar ao quadrado e verificar — uma das raizes nao verifica a equagao.

Enunciado: sqrt(x+5) = x - 1

Resultado Grafico
r=4 E
Passos /
4 T
- Elevamos ambos os lados ao quadrado (n&o é uma ‘/
transformacao equivalente, por isso verificamos as / :
raizes): & + 5 = (z — 1)° 2 E
+ Passamos tudo paraum lado: 22 — 3z —4 = 0 E
+ Calculamos o discriminante: 0 :
D=t —dac—(—3)*—4-1-(—4) =25 / :
- Substituimos na férmula de Bhaskara: E
~b+vD 345 Z :
Tig=—FH = o |
2a 2 |
+ Verificagdo para z = —1: 1.2 membro = 2, 2.2 membro = |
—2, sdo0 diferentes — a raiz ndo serve. A 0 1 2 3 4 5
+ Verificagdo para ¢ = 4: 1.° membro = 3, 2.° membro = 3, —y=+z+5
sdo iguais — a raiz serve. —_—y=z—1

Intersecgoes dos graficos:
e (43)

Cada intersegéo corresponde a uma solugéo da equacao: sua
primeira coordenada é o valor de x.

Limitagoes conhecidas

e Asinequagdes irracionais ainda ndo sao resolvidas.



Equacoes e inequagoes exponenciais e
logaritmicas

Uma equacdao exponencial é resolvida passando a mesma base, aplicando logaritmos ou por mudanca
de variavel; uma logaritmica, juntando os logaritmos pelas suas propriedades e eliminando o logaritmo,
sempre com as condi¢des. As inequacdes sao resolvidas pela monotonia — para uma base menor do
que 1, o sentido muda.

Equagdes com bases diferentes: a* + b* = ¢ com bases de dois primos (25 + 10* = 4%) sdo divididas por
uma poténcia e com t = (5/2)* tornam-se quadraticas; os logaritmos de bases diferentes passam a uma
s6 (logs x = logz x / log, 5).

Logaritmos cujas bases sao poténcias de um mesmo nimero (log, x + logs(x + 2) = 2) sdo convertidos
para uma s6 base (logs a = log, a / 2), a equagéo é multiplicada e os logaritmos agrupados. Um
logaritmo com a incégnita na base (log, 8 = 3) é eliminado pela definicdo (x® = 8) com as condigdes x >
0, x # 1. Uma equacao com a incognita na base e no expoente (x*(log x) = 100) é resolvida aplicando
logaritmos e a substituicdo t = log x. Inequagcdes com a substituicdo t = log(x + 1) e sistemas de
inequacoes logaritmicas e exponenciais sao resolvidos como inequagoes isoladas — pela monotonia.

Equagdes e inequagdes com fungdes hiperbdlicas sao reescritas pela definigao (sinh x = (ex - €™)/2, ...)
como exponenciais e resolvidas pela substitui¢cdo t = e%; arsinh x = ¢ pela fungao inversa (x = sinh c).



Exemplos

A mudanga de variavel t = 2~

Enunciado: 42x - 3*2Ax - 4 = @

Resultado

T =2

Passos

- Fazemos a substituicdo t = 27:¢2 — 3t —4 = 0

+ Calculamos o discriminante:
D=1 —dac=(-3)>—4-1-(—4) =25

+ Substituimos na féormula de Bhaskara:

-btvD 3£5
o= ——F—""=—F—
2a 2
+ A equacao 2° = —1 nao tem solugéo real.

+ Voltamos a incognita original: 2 =4 = 2 =2

Grafico

200

150

100

50

-1 0 1 2 3
—y=4*-3.2"—4
_— = 0
Intersecdes dos graficos:
e (2;0)

Cada interse¢do corresponde a uma solugao da equacio: sua
primeira coordenada € o valor de x.



Juntar logaritmos, condicoes.

Enunciado: log 2(x+1) + log 2(x-1) = 3

Resultado Grafico
z =3 |
Condigbes: = > 1 " 3/
.
Passos |
2 1
+ Dominio - condigées: z > —1, z >1 = x >1 3
o i
+ Juntamos os logaritmos pelas suas propriedades: ;
log, (¢ — 1)(z +1)) = 3 |
% T
- Eliminamos o logaritmo: (z — 1)(z + 1) = 2* |
+ Passamos tudo para um lado: z2 — 9 = ( -4 i
+ Calculamos o discriminante: |
D=V —dac=0>—4-1-(—9) =36 ° ;
- Substituimos na férmula de Bhaskara: !
~b++vD 46 g 0 1 2 3 4
AT, T a
— y = log, (z + 1) +log, (z — 1)
+ Araiz x = —3 ndo satisfaz a condigdo = > 1, portanto —_y =3

néao é solugéo. )
Intersecgdes dos gréficos:
- Araiz x = 3 satisfaz as condi¢des. ® (3;3)

Cada intersegdo corresponde a uma solugdo da equacgdo: sua
primeira coordenada € o valor de x.

Bases diferentes: dividimos por 49 e substituimos t = (5/2)¢.

Enunciado: 252d + 10~d = 4~d

Resultado Grafico
~1++/5
d=log: [ ———
2 2 20
Passos 2
- Dividimos a equacao pela express&o positiva 4¢: 10

RO 5

d
0 5
Fazemos a substituicao ¢t — (5) B 4t—1=0
0
+ Calculamos o discriminante:
D=t —4ac=1>-4-1-(-1)=5 <
+ Substituimos na férmula de Bhaskara: ‘
ty = ~b=vD _ “1+V5 2 1.5 -1 0,5 0 0,5 1
= 2a 2 A
—_—y=25“+1
. . (5\Y —1-+B . e
A equagdo 3) =—= ndo tem solugéo real. —_—y =4

Intersec¢des dos graficos:

_1+\/5) o <log% (71%‘/5) ; 0,4829)

- Voltamos a incégnita original

(B) -2t~

2 2 éd:log%(

Cada intersegéo corresponde a uma solugéo da equacao: sua
primeira coordenada é o valor de d.



Base menor do que 1 — o sentido da desigualdade muda.

Enunciado: (1/2)"x > 8

Resultado Grafico

z € (—oo, —3)

i
|
30 l
i
Passos !
25 |
+ Escrevemos ambos os lados como poténcias da mesma |
|
base: 277 = 23 20 ;
i
i
- A fungdo exponencial de base 2 é crescente — os !
. ] 15
expoentes satisfazem a desigualdade com o mesmo l
|
sinal: —x > 3 !
10 !
+ Deixamos os termos com a incdgnita a esquerda e ®
passamos o resto para a direita; —x > 3 5 ,\
|
i
+ Dividimos pelo nimero negativo —1; o sinal da ‘ —

0 ﬁ}
desigualdade se inverte: z < —3

+ A solucgdo desta inequagéo é z € (—oo, —3)

1{E
—y=(3)

Solugdo da inequagdo — onde vale a relagdo entre as
duas curvas

Intersecgdes dos gréficos:
e (—3;8)

Tangente hiperbdlica pela definicao — substituicao t = e~
Enunciado: tanh x = 1/2

Resultado

_ 3
2

T

Passos

+ Substituimos as definigdoes
ea — e~ 620 -1

tanha = =

e* e @ 620+1
el L3 L w3
- = — — = e —3 =
e 11 2 22 4+ 2

+ Fazemos a substituigdo ¢t = ¢?*:t —3 =10
- Resolvemos:t = 3

. S - 5 In3
Voltamos a incégnita original: e** =3 = x = —



A incdgnita na base — pela definigao; a raiz -1 nao satisfaz as condigoes.
Enunciado: log x (2x+3) = 2
Resultado Grafico

rx=3

Condigdes: = >0,  # 1

' |
| i
| |
I |
' |
Passos :
5 2 | "

+ Dominio - condigbes: ¢ > 0, = # 1 I ; \
| i
- Eliminamos o logaritmo: z? = 2z + 3 : 3
1 i
- Passamos tudo para um lado: z° — 2z — 3 =0 : 3
| |
« Calculamos o discriminante: 0 I :
D=0 —dac= (-2 —4-1-(-3) =16 : 3
+ Substituimos na férmula de Bhaskara: 4 : |
-b+vD 2+£4 I ;
Tig = — T =~ I i
2a 2 I i

- Araiz x = —1 néo satisfaz a condicdo = > 0, = # 1, " q . 2 . a

portanto ndo é solugao.
— y = log, (22 + 3)
+ Araiz x = 3 satisfaz as condigées. —_y =2

Intersecgdes dos gréficos:
e (3;2)

Cada intersegdo corresponde a uma solugdo da equacgdo: sua
primeira coordenada € o valor de x.



A incognita na base e no expoente — aplicamos logaritmos, substitui¢ao t = log x.

Enunciado: x~(log x) = 100

Resultado Grafico
L1 = ]_07\/5
Iy = 10\/5 300

Condigdes: = > 0

200
Passos

+ Aplicamos o logaritmo a ambos os lados: |
100 [ ] @

log (ml"gz) =2 = logz-logz =2 :
+ Dominio — condigdes: > 0 /

+ Fazemos a substituicdo t = logz: 2 — 2 =0

+ Calculamos o discriminante:
D=b —4dac=0%-4.-1-(-2)=38

+ Substituimos na formula de Bhaskara: 0 10 20 30

‘ 7—():5:\/D7:t2\/§ _y:mlogw

1,2 — 2% - 2 —_—y = 100
- Voltamos a incégnita original: Intersecdes dos graficos:
= —10-V? ‘

logz = —v2 = z=10 o (10*\/5; 100) ° (10\5; 100)

+ Voltamos a incdgnita original: ) - - <
\/5 Cada intersegao corresponde a uma solugéo da equacao: sua
logz = V2 = #=10 primeira coordenada é o valor de x.

+ Araiz ; _ 107\/5 satisfaz as condicoes.

+ Araiz 5, _ 10&5 satisfaz as condig@es.

Limitagcoes conhecidas

» Logaritmos de bases diferentes que nao sao poténcias de um mesmo nimero (log, x + logs(x + 1) =
2) sdo resolvidos apenas numericamente.

» Equacgdes hiperbdlicas que levam a uma equacgao do 4.° grau em e* (cosh?x - 3 sinh x = 3) s6 sdo
resolvidas numericamente; inequagoes com fungdes hiperbodlicas inversas ainda ndo sdo suportadas.



Modulo

A aplicagao resolve equagdes e inequagdes com moédulos de duas maneiras, que escolhe com um chip:
«Pela definicdo» — um atalho que desdobra |a] = b ou |a|] < b — e «<Método dos zeros» — dividindo a reta
numeérica em intervalos em que cada modulo tem sinal fixo. Sem escolha, ela prépria escolhe a mais
adequada.

Mddulos encaixados (||x| - 2| = 1) resolvem-se da mesma forma: pela definigdo passo a passo de fora

para dentro, pelo método dos zeros de dentro para fora — primeiro os zeros dos médulos interiores e
depois, em cada intervalo, o médulo que resta.

Uma inequacéo [f| < |g| (apenas um méddulo de cada lado) também pode ser resolvida com o chip
«Elevando ao quadrado»: ambos os lados sao nao negativos, por isso é elevada ao quadrado e resolvida
como quadratica. Uma expressdo com moédulos sozinha (|x - 1| + |x + 2|) é simplificada por trogos -
zeros, tabela de sinais e, em cada intervalo, a expressdao sem modulos.

Exemplos

Um mddulo — desdobrado pela definigao.

Enunciado: |2x - 1] = 5
Resultado Grafico
L1 = —2
Lo = 3 10
Passos 8

+ Ha um s6 valor absoluto e um nimero do outro lado -

basta aplicar a definigéo. 6
+ Pela definicdo, |22 — 1| = 5 valeseesdse2z — 1 =5 .
ou2r—1=-5
* Resolvemos: 2z —1=5 = =3 2
- Resolvemos: 2z —1= -5 = == -2
0
2 0 2 4
—y =2z — 1]

—_—y =25
Intersec¢des dos graficos:
e (—2;5) e (3;5)

Cada interse¢do corresponde a uma solugao da equacio: sua
primeira coordenada é o valor de x.



Dois médulos — o método dos zeros.

Enunciado: |x - 1| + |[x + 2| < 5

Resultado

r e (-3, 2)

Passos

Eliminamos os valores absolutos pelo método dos
zeros: eles dividem a reta numérica em intervalos e em
cada um as expressdes de dentro mantém o sinal.

Zeros das expressdes dentro dos valores absolutos:
z—1=0=2z=1, z4+2=0= z=-2

Sinais em cada intervalo:
| (7007 72) [727 1) [17 OO)
z—1 = = +
z+2 = + +

No intervalo (—oo0, —2) eliminamos os valores
absolutos pelos sinais: (1 — @) + (—z —2) <5

Resolvemos: —2z — 1 < 5

Deixamos os termos com a incognita a esquerda e
passamos o resto para a direita: —2z < 6

Dividimos pelo nimero negativo —2; o sinal da
desigualdade se inverte: z > —3

A solugéo desta inequagéo é © € (—3, c0)

Intersegdo com o intervalo (—oco, —2): x € (—3, —2)

No intervalo [—2, 1) eliminamos os valores absolutos
pelos sinais: (1 — ) + (z +2) <5

Grafico

10

—y=|z—1+|z+2]
—_—y =25

Solugdo da inequagdo - onde vale a relagdo entre as
duas curvas

Intersegdes dos graficos:
e (—3;5) @ (2;5)

A incognita desapareceu e ficou a afirmagéao verdadeira
3 < 5 - todo o intervalo [—2, 1) é solugéo.

- No intervalo [1, co) eliminamos os valores absolutos

pelos sinais: (z — 1) 4+ (z +2) <5
Resolvemos: 2z + 1 < 5

Deixamos os termos com a incognita a esquerda e
passamos o resto para a direita: 2z < 4

Dividimos pelo numero positivo 2; o sinal da
desigualdade se mantém: = < 2

A solugéo desta inequagéo é ¢ € (—o0, 2)

- Interse¢do com o intervalo [1, o0): = € [1, 2)

A solugdo é a unido dos resultados: = € (-3, 2)



Modulo encaixado — pela definigao, de fora para dentro.

Enunciado: ||x| - 2| =1

Resultado Grafico
21 = -3 ]
Tro = —1 0 : : 0
2 4 : : : :
23 =1 ]
Ty =3 3 : : ! :
Passos E 3 3 |
2 ; : : ;
+ Ha um sé valor absoluto e um niimero do outro lado - /\
basta aplicar a definigdo. , e ¢ e e

+ Isolamos o valor absoluto: |z| = 3

+ Pela definicdo, |[z| — 2| = lvaleseesése |z —2=1 E 3
ou ‘$| —2=-1 . E 3

- Pela defini¢do, |z| =3 valeseesésex =3 ouxz = —3
4 2 0 2 4
- Isolamos o valor absoluto: |z| = 1
— y=|lz| - 2|
+ Pela defini¢do, |#| = 1valeseesésex = louz = —1 —y=1

Intersecgdes dos gréficos:
e (31 e(—1;1) e (1;1) e (3;1)

Cada intersegdo corresponde a uma solugdo da equacgdo: sua
primeira coordenada € o valor de x.

Mddulos em ambos os lados — elevar ao quadrado.

Enunciado: |x - 1| < [2x + 3| Elevando ao quadrado
Resultado Grafico
2 : ;
e (—oo, 4)U|—7, : :
3 8 i ;
Passos | :
® | '
+ Em ambos os lados hé apenas um valor absoluto — ‘ E
ambos s&0 n&o negativos, por isso podemos elevar a . { :
inequagéao ao quadrado (é uma transformacao E E
equivalente). { I/
+ Elevamos ambos os lados ao quadrado: 2 | [ J
(017 < (22 + 3" i E\: -
- Passamos tudo para um lado: —3z2 — 14z — 8 < 0 0 —? Clh
+ Fatoramos: —(z + 4)(3z + 2) < 0 E E
+ Os pontos criticos dividem a reta numérica em 5 4 3 2 1 0 1
2
intervalos: &, = —4, zy = —3 —_—y=|r— 1‘

—y = |22 + 3]
+ Sinais em cada intervalo:

(oo, —4) (=4, -2) (-2, ) Solugédo da inequagdo — onde vale a relagdo entre as
1 — = ! 3, duas curvas
z+4 - + + Ses d sficos:
3012 -~ N i Intersecoes dos graficos:
S N T - ° (=45 (%g)



Expressao com modulos — por trogos nos intervalos.

Enunciado: |x - 1| + |x + 2|

Resultado
—2x—1, z€ (-0, —2)
3, xe[-2,1)
2e+1, =z€]l, 00)

Passos

+ Eliminamos os valores absolutos pelo método dos
zeros: eles dividem a reta numérica em intervalos e em
cada um as expressdes de dentro mantém o sinal.

+ Zeros das expressdes dentro dos valores absolutos:
z—1=0=>2=1, z+2=0= z=-2

- Sinais em cada intervalo:
‘ (_307 _2) [_27 1) [L OO)
z—1 = = +
T+ 2 = + +

+ No intervalo (—00, —2) eliminamos os valores
absolutos pelos sinais: (1 — @) + (—z —2) = —2z — 1

+ No intervalo [—2, 1) eliminamos os valores absolutos
pelos sinais: (1 — ) + (z +2) =3

+ No intervalo [1, o) eliminamos os valores absolutos
pelos sinais: (z — 1) + (z +2) =2z + 1

Limitagoes conhecidas

e Uma expressao com modulos é simplificada apenas em toda a reta numérica, nao num intervalo
dado; elevar ao quadrado so6 é oferecido numa inequagcao com um unico médulo de cada lado.



Equacoes e inequagoes trigonométricas

0 aplicativo reduz a equagao a equagoes basicas como sin x = a e as resolve no circulo trigonométrico:
encontra os angulos de uma volta e soma multiplos do periodo (x = 1t/6 + 2k, k € Z). O circulo aparece
desenhado na resolugéo.

Da preferéncia as formulas conhecidas — arco duplo e metade, sin2x + cos?x = 1, soma em produto -,
depois a fatoracao, a substituicao t = sin x, a divisdo de uma equacao homogénea por cos"x e ao angulo
auxiliar em a-sin x + b-cos x = c. O resultado ainda é verificado numericamente em um periodo inteiro.

Uma incdgnita com letra latina (x, t) estd em radianos, com letra grega (alpha, B, ...) em graus — assim
como uma entrada com o sinal ° (sin(x + 30°)). Para obter as raizes em um intervalo, escreva-o depois
de uma virgula ou na linha seguinte.

Uma inequacao é resolvida por um arco do circulo trigonométrico, uma mais complexa pelos zeros em
um periodo; o resultado sao intervalos com o periodo.



Exemplos

Dois ramos de solugoes, os angulos no circulo trigonométrico.

Enunciado: sin x = 1/2

Resultado Grafico

T :
:1:1:E—|—2k7r

5% b

keZ _/

Passos
Equacé&o basica sinx = 5: no circulo trigonométrico, os 05
. . _ m™ b7
angulos de uma volta que a satisfazem sao 3 ?;
somando multiplos do periodo, obtemos todas as Sl

° ® ® °
~ T 5T :
solugdes: z = r + 2km, x = - + 2kw :

-3m/2 - -/2 0 w2 s 3n/2

— y =sinz
1

__ 6. & | _____ @ 6 __ —y:§

Intersecgdes dos graficos:
o 117r‘ 1 o 771'_ 1 o i 1
6’2 672 6’2
5m 1
® | —;—
6 2

Cada intersegdo corresponde a uma solugdo da equacgdo: sua
primeira coordenada é o valor de x.




A substituicao t = sin x e uma equacao do segundo grau.

Enunciado: 2sin?2 x - sin x - 1 =0

Resultado

™
$1:§+2k7T

7
332:—7T—|—2k7'('

6

11
$3:—7T—|-2kﬂ'

6
keZ

Passos
- Fazemos a substituicdo t =sinz: 22 — ¢t — 1 =0

+ Calculamos o discriminante:
D=0 —dac=(-1)*—-4-2-(-1)=9

+ Substituimos na férmula de Bhaskara:

~bLtvD 1+3
tp= —— = ——
2a 4
Equacédo bésica sinz = 751 no circulo trigonométrico,
7 1lw

os angulos de uma volta que a satisfazem séo 5’ 6

; somando multiplos do periodo, obtemos todas as

- g 11m
solugdes: x = o + 2km, ©x = - + 2k

Gréfico

o
.______________..________________________

-3n/2 -m -T/2 0 w2 s 3n/2

— y=2sin’z —sinz — 1
—_y=0

Intersegdes dos graficos:

3 5 T m
() ¢ () + (590 G
. 71r_0 . 111r.0

6’ 6’

Cada intersegdo corresponde a uma solugdo da equagao: sua
primeira coordenada é o valor de x.

+ Equacao basica sinz = 1: no circulo trigonométrico, os

T
angulos de uma volta que a satisfazem séo 5; somando

multiplos do periodo, obtemos todas as solugdes:
m

= —+ 2kmw
2 il




A férmula de sin 2x e a fatoragao.

Enunciado: sin 2x = cos x

Resultado g
s
T = g + 2km
™
Lo — 5 + kﬂ'
5
T3 = o + 2km
6 3m
keZ 2

Resolvemos a equagéo 2sinz — 1 =10

. 1
+ Passamos tudo para um lado: sin (2z) — cosz = 0 Isolamos a fungao trigonométrica: sinz = 3

Passos

) . NN : . 1
Usamos a férmula sin 2z = 2sin # cos z: Equagédo bésica sin x = —: no circulo trigonométrico, os
2cosz-sinx —cosx =0 2
N . _m 5T
i angulos de uma volta que a satisfazem sdo —, —;
Fatoramos: um produto é zero se e somente se um dos 6" 6

fatores for zero: (2sinz — 1) cosz = 0 somando multiplos do periodo, obtemos todas as

™ iy
solugbes: z = 5 + 2k, x = o + 2k

Resolvemos a equagédo cosz = 0

Equacgédo bésica cos ¢ = 0: no circulo trigonométrico, os
3

5
somando multiplos do periodo, obtemos todas as

T
angulos de uma volta que a satisfazem sao 3

™
solugdes: T = 3 + kT

— y = sin 2z
—— Y = COST

Intersecdes dos graficos:

N AR ESNE R
] (*%;0) ° (f@) ] (g;ﬂ) ° (5_”,‘/_5)

6 2 6’ 2
3T
'(?0)

Cada interse¢do corresponde a uma solugao da equacio: sua
primeira coordenada é o valor de x.

Gréfico

-T/2 4] w2 s 3n/2



O angulo auxiliar: sin x + cos x = v2-sin(x + n/4).

Enunciado: sin x + cos x = 1

Resultado
3 m
$1:2k77 I TPl B ,Z,,,,,
v

keZ

Passos

+ Passamos tudo para um lado: cosz +sinz — 1 =0

+ Introduzimos um angulo auxiliar ¢: . Isolamos a incégnita

cos® - sinz = v/2sin (w + E), onde T T T 3T
4 24— =—+2kr = 2=2kr Vz+ - = — +2k7
VI 2 m SR S
costp:T,squo:Tétp:Z

V2
2

o o - us
Isolamos a func¢do trigonométrica: sin (w 4+ 7) =

. - 2 .
Equacgéo basica sin (a’; 4 g) = g: no circulo
trigonométrico, os angulos de uma volta que a

T 3w
satisfazem sé@o 1 T; somando multiplos do periodo,
obtemos todas as solugdes:
3T

T T ok, e+ T = ok
@i g =g 8 o g == -8k

Grafico

o

=)
S -
°
L T—a

i)
w o

-

o

=l
-
N

-3n/2 - -T/2 0 s 3n/2

— y =sinz + cosx

Intersegdes dos graficos:

e (—2m;1) . (731.1) e (0;1) . (E;l)
2’ 2

e (2m; 1)

Cada intersegdo corresponde a uma seolugdo da equagdo: sua
primeira coordenada € o valor de x.



Uma letra grega — o resultado em graus.

Enunciado: sin alpha + cos alpha = sqrt(2)

Resultado - Isolamos a incégnita
45° = 90° + k- 360° = a =45° + k- 360°

a =45+ k- 360° ar * “ +

keZ Grafico

Passos ‘ |

15 —= :

- Passamos tudo para um lado: cos o + sina — v/2 = 0 7' /.

+ Introduzimos um angulo auxiliar ¢: 1 : '
cos @ + sina = v/2sin (a + 45°), onde ‘ |

2 . V2 . S :

cospp = —, sinp = — = @ =45" ! !
2 2 i |

0 .

+ Isolamos a fungéo trigonomeétrica: sin (o + 45°) = 1
0,5 '

- Equacéo bésica sin (a + 45°) = 1: no circulo ‘ '
trigonomeétrico, os angulos de uma volta que a 1 ! !
satisfazem sdo 90°; somando mdltiplos do periodo,
obtemos todas as solugdes: o + 45° = 90° + k - 360° 15 ! !

90° i

-270°  -180°  -90° 0° . 90°  180°  270°
— y =sina + cosa
_— = \/5
Intersec¢des dos graficos:
o (7315";\/5) . (45";\/5)

Cada intersegéo corresponde a uma solugédo da equacéo: sua
primeira coordenada € o valor de x.

S6 as raizes no intervalo dado.

Enunciado: sin x = 1/2, x € <0; 4pi)

Resultado
T 5
T = 5 Gl
: 6 IR P G B, S 6. __

Lo — —
6
137
T3 = ——
6
177
Ty = ——
6 + As solugdes no intervalo = € [0, 4)
T %4 137 177
T1=—, Ty=—, 3= —, Ty = ——
Passos T 6T 6 YT s

o . 1 . , -
Equagéo basica sinx = 5: no circulo trigonomeétrico, os

5T

5

somando multiplos do periodo, obtemos todas as

T
angulos de uma volta que a satisfazem sdo r

5
solugdes: z = % + 2kT, x = % 4 2kw



Grafico

-0,5

0 w2 14 31/2 2n Sm/2 3n 2 4n

Intersecgdes dos graficos:

7 1 hm 1 137 1 177 1
o (—;— o (—:;- o (—;— o (—;—
62 62 6 "2 6 "2

Cada intersegdo corresponde a uma solugdo da equagao: sua
primeira coordenada € o valor de x.

NN AL AN,

Um arco do circulo trigonométrico, um intervalo em torno de zero.

Enunciado: cos x > 1/2

Resultado
x € (—%+2kﬂ', g+2k7r>
kel

Passos

o 1
Inequacao basica cosz > 5: no circulo trigonométrico,

ela vale no arco destacado; com o periodo:

r e (f% + 2k, g +2kﬂ')

Grafico

-3m/2 - -n/2 0 w2 s 3n/2
—_— Y = COS T

1
—_— ==

2

Solugdo da inequagdo — onde vale a relagéo entre as
duas curvas



Os zeros em um periodo e o sinal entre eles.

Enunciado: 2sin?2 x - sin x - 1 > ©

Resultado

x € %—&—21@77,11%—1—21977

keZ

Passos

+ Primeiro resolvemos a equagao

—sinz + 2sinz — 1 =0
- Fazemos a substituicdo t =sinz:2t2 — ¢ — 1 =0

+ Calculamos o discriminante:
D=0 dac= (1% —-4-2-(-1)=9

+ Substituimos na férmula de Bhaskara:

~-bE+tvD 143
o= —5 =~
2a 4
o . 1 . . .
Equacé&o bésica sin z = 75: no circulo trigonométrico,
A ) _ tm 1lw
os angulos de uma volta que a satisfazem sao 5’ 6

; somando multiplos do periodo, obtemos todas as

7 11
solugdes: & = g + 2k, © = Tﬂ 4 9%km

- A fungdo tem periodo 27. Seus zeros (e os pontos onde
" , _ T 77 11w | . ,
ndo esta definida) 2 8 6 dividem um periodo em
intervalos; pelo sinal neles, a inequagédo vale para:
T 11m
T e F+2k7r, T+2k7r

Gréfico

0,5

-0,5

-3mn/2 -m -T/2 0 /2 ¢ 3n/2

— y:?singw—sinm—l

—_—y =0
Solugdo da inequagdo — onde vale a relacdo entre as
duas curvas

B U I TIim

+ Equagdo bésica sin z = 1: no circulo trigonomeétrico, os

m
angulos de uma volta que a satisfazem sao 5; somando

multiplos do periodo, obtemos todas as solugdes:
m

r = — + 2kmw
) +




Limitagoes conhecidas

» Equacdes com a incognita também fora de uma fungao trigonométrica (x = cos x) sdo resolvidas sé
numericamente, sem o periodo.

* Inequagdes trigonométricas duplas (-1/2 < sin x < 1/2) e fungdes trigonométricas dentro de um
modulo ainda nao sao suportadas.



Inequacgoes e sistemas de inequagoes

As inequacgdes do 2.° grau e fracionarias sao resolvidas com os zeros e um quadro de sinais. Uma
inequacao dupla e um sistema de inequagdes sao resolvidos como a interse¢ao das solugdes de cada
inequagao, mostrada na reta numérica. Um sistema de inequagcdes com duas incégnitas é resolvido
como uma regiao do plano, colorida no grafico.

Num sistema de inequa¢cdes com duas incégnitas a aplicagao indica também os vértices da regiao — as
intersegOes das fronteiras com coordenadas exatas. Um sistema de uma equacao e inequagdes com
uma incognita é resolvido resolvendo a equacgao e substituindo as suas raizes nas inequacdes; com
duas incognitas a solucao é a parte da curva da equacgao que esta na regiao das inequacgoes —
destacada no grafico, com os extremos calculados exatamente. Um sistema também pode ser escrito
numa linha, separado por ponto e virgula (2 > 4; 3 < 81).

Exemplos

Uma inequacao do 2.° grau — zeros e sinais.

Enunciado: x*2 - x - 6 > ©

Resultado Grafico

z € (—oo, —2) U (3, 00)

Passos
- Fatoramos: (z — 3)(z +2) > 0

» Os pontos criticos dividem a reta numérica em
intervalos: ©1 = —2, Ty =3

+ Sinais em cada intervalo:

(_OC= _2) (_21 3) (37 OO)
z—3 = = I
z 42 = + I
E-E+d)| + -+

—_—y =0

Solugdo da inequagao — onde vale a relagdo entre as
duas curvas

Intersecdes dos graficos:
e (—2;0) e (3;0)



Uma inequacao fracionaria — o denominador nao pode ser zero.

Enunciado: (x+1)/(x-3) <= 0

Resultado
z € [—1, 3)

Condicdes: © # 3

Passos

+ Condigdes — o denominador ndo pode ser zero: © # 3

» Os pontos criticos dividem a reta numérica em
intervalos: 1 = —1, 2, =3

+ Sinais em cada intervalo:

(—o0, =1) (-1,3) (3, 00)

z—3 = = +
z+1 = il +
= Sy - o

Grafico

-2 -1 0 1 2 3 4

ozt
yiw—3

— y =0

Solucéo da inequac¢ao — onde vale a relagdo entre as
duas curvas

Intersecgdes dos gréficos:
e (—1;0)



Uma inequagao dupla.
Enunciado: -1 <= 2x + 1 < 5

Solugao do sistema (intersegao)

Resultado
@ O
z € [—1, 2) —1l 2
Cada inequagdo tem a sua linha na reta numérica; a interse¢ao
Passos

esta a verde. Um ponto cheio pertence a solucdo, um vazio néo.
+ Inequagdo 1: —1 <2z +1

+ Deixamos os termos com a incognita a esquerda e
passamos o resto para a direita; —2z < 2

+ Dividimos pelo numero negativo —2; o sinal da
desigualdade se inverte: ¢ > —1

- A solucdo desta inequagéo é z € [—1, c0)
+ Inequagédo 2: 2z +1 < 5

+ Deixamos os termos com a incdgnita a esquerda e
passamos o resto para a direita: 2z < 4

+ Dividimos pelo numero positivo 2; o sinal da
desigualdade se mantém: z < 2

+ A solucdo desta inequacao é = € (—o0, 2)
+ A solugao do sistema € a intersegao das solugdes das

inequagdes: € [—1, 2)

Gréfico

L
w

O

Sistema de inequagoes com duas incognitas — uma regiao do plano e os seus vértices.

Enunciado: x + y <= 4
X -y >0



y >= 0

Resultado
y<4-=x
y<z
y € [0, o)
Passos

Inequagdo 1: ¢ +y < 4

A fronteira é a curva © + y = 4: tragada continua, seus
pontos pertencem a solugéo.

Substituimos o ponto [0; 0]: 0 < 4 é verdadeira; a
solugdo € a parte do plano que contém o ponto.

Inequagdo 2: x —y > 0

A fronteiraéacurvaz —y = 0: tragada continua, seus
pontos pertencem a solugao.

Substituimos o ponto [1; 0]: 1 > 0 é verdadeira; a
solucgéo é a parte do plano que contém o ponto.

Inequacéo 3: ¥ = 0

A fronteira € a curva ¥ = 0: tragada continua, seus
pontos pertencem a solugao.

Substituimos o ponto [0; 1]: 1 > 0 é verdadeira; a
solugdo é a parte do plano que contém o ponto.

A solugdo do sistema € a parte comum dessas regioes,
sombreada no gréfico.

+ Vértices da regido (intersegbes das fronteiras):
[0; 0], [2; 2], [4; 0]

Grafico

1 2 3 4 5
—rt+ty<4d & y<4-—z
—z—y>20& y<z

_yzo <f”@/E[OaOO)

A solugao é a regidao sombreada. Uma fronteira continua

pertence a ela, uma tracejada nao.

Vértices da regido:
e (0;0) e (2;2) o (4;0)



Uma inequagao nos inteiros — listam-se os inteiros do intervalo.

Enunciado: x*2 < 10

Resultado Grafico

ze{-3, -2 -1,0,1,2, 3}

Passos 30

+ Passamos tudo para um lado: 22 — 10 < 0

+ Os pontos criticos dividem a reta numérica em 20

intervalos: 2y = —v/10, z, = V10

+ Sinais em cada intervalo:

‘ (7007 7@) (7\/E7 \/E) (\/ﬁ OO)
2% —10 | + = +

* Nosreaisz € (7\/10, 1% 10);em Z:

ze{-3,-2 -1,0,1,2 3}

—y:mQ

— y=10

Solugdo da inequagédo — onde vale a relagdo entre as
duas curvas

Intersecdes dos graficos:

° (fx/ﬁ; 10) ° (x/ﬁ; 10)

Equacao e inequacgao — as raizes da equacgao substituidas na inequagao.

Enunciado: x*2 - x - 6 = ©

X > 0

Resultado

=3
Passos

+ Primeiro resolvemos a equagédo z> — z — 6 = () e depois
substituimos as suas raizes nas inequacdes.

+ Calculamos o discriminante:
D=0 dac= (-1 —-4-1-(-6)=25

» Substituimos na férmula de Bhaskara:

-btvD 1+5
Tipg=—"—"(H = 5
2a 2
+ Araiz x = —2 n3o satisfaz a condigdo = > 0, portanto

néo é solugéo.

- Araiz x = 3 satisfaz as condig¢des.

Circunferéncia e semiplano — a solugao é um arco; os seus extremos nao lhe pertencem.

Enunciado: x22 + y*2 = 4



y > X

Resultado Grafico

$2+y2:4 ’

Yy> 2 .\/,

Passos / \

N\
4

- A solugéo sao os pontos da curva 2> + 3> = 4 que 0
estdo na regido dada pelas inequagdes. Primeiro 4
encontramos essa regiao:

N
~

+ Afronteira é a curva ¥ = : tragada tracejada, seus -
pontos ndo pertencem a solucéo. - /

- Substituimos o ponto [1; 0]: 0 > 1 é falsa; a solugéo é a L
parte do plano que ndo contém o ponto. 3 2 Kl 0 1 2 3

* Extremos do trogo da curva: {—\f; —\/5], [\@, \ﬁ] _— 2 + y2 =4 & y=+v4-— x2
- numa fronteira tracejada, ndo pertencem a solucéo. Y>>z

A solucgao é a parte da curva destacada a verde — a que
esta na regido sombreada. Um extremo cheio pertence a
solugédo, um vazio néo.

Extremos:

o (f\f;f\/i) o (\/‘Z,x@)

Limitagoes conhecidas

e Um sistema com duas ou mais equag¢des juntamente com inequagdes ainda nao é resolvido; escreva
os decimais com ponto (x > 2.5).



Sistemas de equacoes

Um sistema de equagdes lineares com duas incognitas € resolvido pelo método da adi¢do ou da
substituicao, e os sistemas maiores pela eliminagao de Gauss — também na forma matricial. O método
escolhe-se com um chip. Um sistema de duas equagdes com duas incégnitas tem também um grafico
em que as solugdes sao os pontos de intersegao das retas ou curvas.

Um sistema nao linear (por exemplo uma circunferéncia e uma reta) é resolvido e desenhado, por agora
sem resolugao.

Exemplos

0 método da adigao.

Enunciado: 2x + 3y = 7
x -y=1 Adicéao

Resultado Gréfico

x=2

y=1 3 \

Passos 2 \
+ Multiplicamos a primeira equagao por 1 e a segunda por

—2 para que Z se anule ao soma-las
{Qm +3y=7 0

—2r 42y =2 /
-1
+ Somamos as equagdes, Z se anula: 5y = 5 /

- Resolvemos: by =5 = y=1
A 0 1 2 3 4

+ Substituimos naequagéo2:x —1=1 = =z =2 7 9

—_zz—y=1& y=x—-1

o

Intersecgdes dos graficos:
e (2;1)

Cada intersegdo corresponde a uma solugéo do sistema: suas
coordenadas sdo os valores de x e y.

Trés equacoes — eliminagao de Gauss.

Enunciado: x +y + z = 6

2Xx -y +2z =3



X +2y -z =2 Eliminagao de Gauss

Resultado
rz=1
y=2
z=3
Passos

+ Eliminamos Z das equagdes seguintes

T+Y+z==6

- Eliminamos ¥ das equag¢des seguintes

T+y+z2=26
—3y—2=-9
=5 = =3}
+ Resolvemos: —z2= -3 = z2=23

+ Substituimos na equagdo 2: —3y —3 = -9 = y =2

+ Substituimos naequagdol:z +5=6 = =z =1

Uma circunferéncia e uma reta.

Enunciado: x*2 + y”2 = 25

X+y =7
Resultado

ry =3, =4
Ty =4, yp =3
Gréfico

N

8 6 4 2 0 2 4 6 8 10
— 22y’ =25 & y==+v25 2’
—_—xty=7& y=7—=
Intersegdes dos graficos:
® (3;4) e (43)

Cada intersegdo corresponde a uma solugéo do sistema: suas
coordenadas sdo os valores de x e y.



Limitagoes conhecidas

» Os sistemas ndo lineares aparecem por agora sem resolucao.



Equacoes e inequagcoes com parametro

Uma letra na equacgao além da incégnita é um parametro — um numero real qualquer de que depende a
solucdo. A aplicacdo leva a equacdo a forma A-x = B (uma quadratica a A-x2+ B-x + C = 0) e discute a
solugd@o consoante os valores do parametro: onde o coeficiente da incognita é zero, onde o
discriminante é positivo, zero ou negativo, onde as condi¢des excluem uma raiz e para que valores o
problema nao faz sentido. O resultado resume os casos.

A aplicacao escolhe a incognita pela ordem x, y, z, u, v, w, t; as outras letras sdo parametros. Escolhe
outra incognita com a etiqueta «Incégnita» ou escreve-a depois de uma virgula. O grafico mostra todas
as solugdes como uma curva (uma regido numa inequagao) no plano pardmetro—incégnita; escolhe o
valor do parametro com o controlo deslizante e |é as solu¢des na reta vertical.

Num integral indefinido, as outras letras sdo constantes — a aplicagao indica quais ndo podem ser zero
(J dx/(a - bx)3 para b # 0).

Como introduzir

2ax + a = 4x Cada letra adicional é um parametro; a incognita é x
(ouy,z ..).
(g+3)x = 2x + g, incégnita q Podes indicar a incognita ou o parametro depois de

uma virgula («a é parametro», «<incognita g»).



Exemplos

Equacgao linear — sem solugao para a = 2.

Enunciado: 2ax + a = 4x

Resultado Grafico

xzﬁ, (1,7£2

= 4
z e 0, a=2

Passos 2
+ Alincognita é Z, o0 parametro @ € um numero real o

qualquer. A solugdo depende do seu valor, por isso 0

analisamos os casos (discussao da solugéo).
- Passamos a forma basica: 2(a — 2)z = —a 2
+ Paraa # 2, 2(a — 2) é diferente de zero e podemos

a

dividir: 22— a) 4
+ Para a = 2, o coeficiente da incognita é zero: 0 -z = —2

,logoz €

-4 2 0 2 4

— 2xa + a = 4x

Cada ponto [a; x] da curva é uma solug&o. Para um valor escolhido
de a, as solugdes estdo na reta vertical — move-a com o controlo
deslizante.




Equacgao quadratica — discussao pelo discriminante.

Enunciado: x*2 + 6x + p = @

Resultado Grafico
17172:—3:&\/9—;0, p<9
r= -3, p=9 :
z € 0, p>9 .
2
Passos
+ Alincognita é x, o parametro P é um ndmero real 0 ®
qualquer. A solucdo depende do seu valor, por isso 5
analisamos os casos (discussao da solugdo). ’
« Passamos a forma bésica: 2> 4+ 6z - p=0 -4
+ O discriminante em funcao do parametro: 6 /.—.
D=62-4-1-p=36—4p =4(9 — p)
-8

« Parap < 9,D >0 e aequagio tem duas raizes distintas:
219 =-3++/9-p

A = -4 2 0 2 4 6 8 10
- Parap > 9,D < 0 e a equagao nao tem solugao real.

— 7 —
« Parap=9,D =0 e aequagao tem uma raiz dupla: z"+6z+p=0

r=—3 Cada ponto [p; x] da curva é uma solug&@o. Para um valor escolhido
de p, as solugdes estdo na reta vertical - move-a com o controlo
deslizante.

0

p=1: =~ -583 —0,17

Inequacgao — o sinal do coeficiente decide o sentido.

Enunciado: 2x + 2p - 5 < 2px + 7

Resultado Grafico
p—6 1
r<——, p<l1 i
p—1 |
. 10 1
z € R, p=1 ,
p—©6
B = — p>1 s A
p— ‘
— s
Passos 0 ==
4
+ Aincognita é Z, o0 parametro P € um ndmero real /
qualquer. A solu¢do depende do seu valor, por isso -5 !
analisamos os casos (discussao da solugdo). :
+ Passamos a forma basica: 2(1 — p)z < 2(6 — p) 1
-10 -5 0 5 10
+ Parap < 1,2(1 — p) é positivo: ao dividir, o sinal da
p—6 -6
desigualdade mantém-se: < - === 20 4+2p—5<2zp+7 & = p—l
p—
+ Parap > 1,2(1 — p) é negativo: ao dividir, o sinal da A regido sombreada contém todas as solugdes [p; x]. Para um
daf oY + oS p—6 valor escolhido de p, a solugao € a parte destacada da reta
SRS UL p— vertical - move-a com o controlo deslizante.
+ Parap = 1, o0 coeficiente da incognita € zero: 0 - « < 10, .

I
ogoz € R p=1



Limitagoes conhecidas

e Por agora equacgdes lineares e quadraticas e inequacgoes lineares; a discussao completa por
intervalos s6 com um parametro, com varios 0s casos gerais.

» Perguntas como «para que p tem a equagdo uma raiz positiva» e sistemas com pardmetro ainda néo

sao suportados.



Calculo com expressoes

Uma expressdo sem sinal de igual é transformada segundo o chip escolhido: é simplificada (uma fragcdo
algébrica reduzida ao mesmo denominador e simplificada, com condi¢des), desenvolvida, fatorizada
(pondo em evidéncia, com casos notdveis e com a regra de Ruffini) ou decomposta em fragcdes parciais
— como no papel, com equacgdes para os coeficientes desconhecidos. A fatoragcao € nos inteiros; se a
expressao se puder fatorar mais nos reais (com raizes irracionais), o passo seguinte mostra-o. A raiz de
um monomio é extraida em parte — com raiz par em valor absoluto onde a base pode ser negativa.
Também funcionam os nimeros complexos — a divisdo multiplicando pelo conjugado.

Exemplos

Simplificar uma fragao algébrica.
Enunciado: (x*2 - 1)/(x”2 + 2x + 1)  Simplificar
Resultado

T —1
r+1

Condigdes: = # —1
Passos

- Condicdes — o denominador ndo pode ser zero: © £ —1

+ Fatoramos o numerador e o denominador;

(x —1)(z+1)
(@ + 1)’
. r—1
Cancelamos o fator comum = + 1.
z+1

Desenvolver.

Enunciado: (x + 2)~3  Desenvolver

Resultado

3+ 622 +122+ 8

Passos

+ Desenvolvemos os parénteses e agrupamos os termos
semelhantes: 2% + 62% + 122 + 8



Fatorizar com a regra de Ruffini.

Enunciado: x*3 - 6x”2 + 11x - 6

Resultado

(x —3)(x—2)(z—1)

Passos

+ As raizes racionais s6 podem ser divisores do termo
independente —6: =1, +2, +3, &6

+ Pelo dispositivo de Briot-Ruffini confirmamos a raiz
z = 1 e dividimos o polinémio:
1 -6 11 -6
111 -5 6

P(z) = (z — 1)(2* — 5z + 6)

- Substituindo, vemos que estes candidatos nédo sédo
raizes: P(—1) = —24#£0

+ Pelo dispositivo de Briot-Ruffini confirmamos a raiz
x = 2 e dividimos o polinémio:
1 -5 6
211 -3

P(z)=(z —1)(z — 2)(xz — 3)

Decomposigao em fragoes parciais.
Enunciado: (3x + 5)/(x*2 + x - 2)

Resultado

8 1
3@—1) | 3(z+2)

Condigdes: = # —2,  # 1

Passos

+ Condigdes — o denominador ndo pode ser zero:

r#£ -2 x#£1

+ Fatoramos o denominador: (z — 1)(z + 2)

N B
-1 z+2

" Procuramos a decomposic¢do na forma:
T

+ Multiplicamos ambos os lados pelo denominador
(z—1)(x+2):3x+5=A(x+2)+ Bz —1)

. 8
Substituimosz =1:8 =34 = A= 3

. 1
Substituimos z = —2: -1 = -3B = B = 3

Fatorar

FracOes parciais



Extragao parcial da raiz com valor absoluto.

Enunciado: sqrt(8a”5 b”2)  Simplificar

Resultado

2a*|b|v/2a

Passos

+ Extraimos da raiz o que for possivel — as poténcias
saem para fora (com raiz par em valor absoluto onde a
base pode ser negativa): 2a%(b|v/2a

Divisao de numeros complexos.

Enunciado: (3+4i)/(1-2i)  Simplificar

Resultado

—1+2

Passos

+ Multiplicamos a fragao pelo conjugado do denominador,
1+ 21
(3 + 44)(1 + 249) _ —5+10¢

- — 142
(1 20)(L 1 20) 5 e




Limites

O MathSolver calcula o limite de uma fungao de uma variavel num ponto, no infinito e os limites laterais,
e procede como na escola: primeiro tenta substituir na fungéo. O limite de uma sucesséo (n — )
calcula-se da mesma forma — também a forma 1% ou uma soma de poténcias, da qual se pde em
evidéncia o termo que cresce mais rapido.

Se a substituicdo der uma indeterminagéo (0/0, o/, ...), escolhe uma transformagao conforme a forma
da fungao — fatorizar e simplificar, multiplicar pelo conjugado, dividir pela maior poténcia, um limite
notdvel (sin x / x) ou a regra de L'Hopital, também repetidamente.

Um limite infinito, ou um limite que ndo existe (os limites laterais sdo diferentes), nunca é apresentado
como um numero — di-lo por palavras e mostra os limites laterais. O resultado inclui um grafico da
fungao perto do ponto com o valor do limite assinalado.

No limite de uma sucessao o grafico mostra os pontos a4, a,, as, ... em vez de uma curva continua.

Como introduzir

lim(x->2) (x*2-4)/(x-2) Um limite escrito: depois da palavra lim, entre
parénteses a variavel, a seta -> e o ponto, e depois a
funcao.

lim(x->00) (3x"2+1)/(x"2-5) Um limite no infinito: infinito escreve-se oo (menos
infinito -00).

lim(x->0+) 1/x Um limite lateral: + (a direita) ou - (a esquerda) depois
do ponto.

\lim_{x \to @} \frac{\sin x}{x} A partir de uma fotografia, ou em LaTeX tal como a

camara o reconhece.

lim(n->00) ((n+2)/(n+1))~(2n+3) O limite de uma sucessao no infinito.



Exemplos

A indeterminagao 0/0 — fatorizamos o numerador e simplificamos.

Enunciado: lim(x->2) (x"2-4)/(x-2)

Resultado Grafico
. ox2 -4
lim =4
=2 ¢ — 2 6
Passos °
o L T , 8 S—=—q——1
Ao substituir sai a indeterminagao 0 — € preciso
transformar a expresséo. 3
+ Transformamos e simplificamos
2 4 (z — 2)(z +2) 2
lim —— — lim — lim (z + 2)
=2 x — 2 2 r— 2 2 -
* Substituimos: 1M (z+2)=2+2=4 )
-1 0 1 2 3
at—4
4= z—2
_——y = 4
Limite:
e (2;4)

Circulo vazio - o valor de que a fungao se aproxima (no préprio
ponto pode nao estar definida); a tracejado - o limite.



Um limite no infinito — numerador e denominador divididos pela maior poténcia.

Enunciado: lim(x->00) (3x72+1)/(x"2-5)

Resultado Grafico
[ I
. 3z2+1 | |
lim S = =3 [ I
z—o T4 —H . \ |
[ I
[ I
Passos ‘ I

NP N P s s —
0 \ I
* Ao substituir sai a indeterminacéo po € preciso [ I
[ I
transformar a expressao. 2 | |
[ I
+ Dividimos numerador e denominador por 22 - os termos I |
do tipo ¢/x" tendem para zero : l :
322 41 34+ ‘ '
Em 22 o 2T 3 ! !
z—o00 T — 5 r—o0 1 — % | |
& 0 1 T
[ I
[ I
[ I
5 0 5 10
3241
o= z> -5
——y=3

Circulo vazio - o valor de que a fungao se aproxima (no préprio
ponto pode néao estar definida); a tracejado - o limite.

O limite notavel sin x / x.

Enunciado: 1im(x->@) sin(3x)/x

Resultado Gréfico
. sin(3z

lim #) — 3

z—0 x

Passos

5 L U .
Ao substituir sai a indeterminagéo 0 — é preciso
transformar a expresséo.

. sin @
Usamos o limite conhecido lim =il

z—=0 T
. sin(3z) . sin(3xz)

lim = lim -3=1-3=3
z—0 T =0 3z

- 0,5 0 05 1
sin (3x)
—_—y = 7
———y = 3
Limite:
e (0;3)

Circulo vazio - o valor de que a fungdo se aproxima (no préprio
ponto pode ndo estar definida); a tracejado - o limite.



A regra de L'Hopital, aplicada duas vezes seguidas.

Enunciado: 1lim(x->0) (e”x-1-x)/x"2

Resultado Grafico
1

. —x+et—1 1
lim ————— = -
z—0 & 2
Passos
. L o0 .

Ao substituir sai a indeterminagao 0 — € preciso

transformar a expresséo.

Regra de LHopital — derivamos o numerador e o
denominador

0,2
. —xter—1 . (—zter—1) et —1
lim 5 = lim 2 = lim
z—0 T z—0 (:L‘Q) =0 2T
0
e L o0 .
Ao substituir sai a indeterminagéo 0 — é preciso
transformar a expresséo.
1 0,5 0 0,5 1
+ Regra de LHopital — derivamos o numerador e o et —1—gx
denominador Y= 2
.oes—1 . (61'—1)' . et
lim = lim 7 = lim — ——y = —
=0 2z z—0 (2;,1:) z—0 2
et 0 1 Limite:
* Substituimos: lim — = — = =
r—0 2 2 2

(o3

Circulo vazio - o valor de que a fungao se aproxima (no préprio
ponto pode nao estar definida); a tracejado - o limite.



Os limites laterais sao diferentes — o limite nao existe.

Enunciado: lim(x->0) 1/x

Resultado

8| =

O limite ndo existe — os limites laterais —y=
sdo diferentes.

Passos

+ Ao substituir sai um nimero ndo nulo sobre zero — o
limite é infinito, o sinal a esquerda e a direita:

o1 1
lim — — —
z—0 T 0
J. e, & .
Limites laterais: lim — = —o0, lim — = o0
z—0- T r—0T T

Grafico

-0,5

0,5



Limite de uma sucessao — pomos em evidéncia o termo que cresce mais rapido, 9".

Enunciado: lim(n->00) (6~n+7~n+9°n)~(1/(2n))

Resultado

lim (6" + 7" + 9")% =3

n—o0

Passos

+ Colocamos em evidéncia o termo que cresce mais
rapido, 9" — os outros divididos por ele tendem a zero
1 on n m
Hm (6" + 7"+ 9" = lim V9 (= + — +1) =
n—oo n—oo 371 971
Grafico

5

®e
3 ———-—-9000.000000000000000000000

® termos a_n limite da sucessao

Os pontos sdo os termos a_n paran=1, 2, 3, .. Se a sucessao tem
limite, os termos aproximam-se dele (tracejado).



Derivadas

A aplicacao deriva pelas regras — da soma, da constante, do produto, do quociente e da fungao
composta — e diz em cada passo que regra usou. Também calcula derivadas de ordem superior e o
valor da derivada num ponto. As fungdes elementares (x?, sin x, €%, ...) também podem ser derivadas pela
definigao, como limite da razdo incremental. O resultado inclui um grafico da fungao e da sua derivada.

Para uma fungao dada implicitamente por uma equagédo em x e y (x® + y® = 3xy), deriva ambos os
membros em ordem a x (y como fungéo de x) e isola y’, ou usa a férmulay' = -F_x / F_y; também calcula
y" €, num ponto dado, a tangente e a normal, e desenha a curva.

Num ponto singular (a curva cruza-se ou tem uma cuspide), encontra as tangentes a partir dos termos
de menor grau — no félio, na origem,x=0ey=0.

Como introduzir

(x*2 sin x)' A derivada com uma plica depois do paréntese.

d/dx (e”x / x) A notagao d/dx, também a partir de uma fotografia
(\frac{dH{dx}).

(x*3 1n x)"' Derivadas de ordem superior com varias plicas, ou

com a ordem no chip «Derivar».

(x*2 + 1) | _{x=2} A derivada num ponto, ou indique o ponto no chip.

x"2 sin x Uma expressao com o chip «Derivar» — ai escolhe
também a ordem, o ponto e o método (pelas regras /
pela definicdo).

X3 + y*3 = 3xy Uma equacao em x e y — o chip «Derivada implicita»

(ordem 1 ou 2, 0 método, um ponto [Xo; Yo]) ou «Gréfico
da curvav; escrito diff(x*3+y*3=3xy, x).



Exemplos

A derivada do produto.
Enunciado: (x*2 sin x)'

Onde a derivada € positiva, a funcao cresce; onde € negativa,
Resultado decresce. Nos zeros da derivada a fungdo tem tangente
horizontal.

] .
y = 2zxsinx + z? cosx

Passos

+ Regra do produto (uv)' = u“v + u-v'

(x® sina;), = (mQ)! sinz 4 2% - (sinz)’ = 2zsinz + 2?

Grafico

20

10

-10

-20

-4 0 0 2 4
— g = A F
y =2 sinz
—y’:2$sinm+x2cosm



A derivada do quociente.

Enunciado: d/dx (e*x / x)

Resultado

, dHET =@
Yy =—5"

Passos

+ Regra do quociente (u/v)' = (u"v - u-v')/v?

(ﬁ)’: () -z—e-(a) _mem—e

x x? 2

Gréfico

-10

eI
—_—y = —
T
,  xet —e*
— =
)

Onde a derivada é positiva, a funcéo cresce; onde € negativa,
decresce. Nos zeros da derivada a fungdo tem tangente
horizontal.



A segunda derivada.
Enunciado: (x*3 1n x)"'

Resultado

y' =5z +6zlnz

Passos

* Derivada de ordem 1: y' = (z°Inz)’

Regra do produto (u'v)' = uv + u-v'

(z* lnw)l = (m3), ‘Inz+ 2 (Inz) =32 Inz + 22

Derivada de ordem 2: y" = (9:2 +3z%In x)l

A derivada de uma soma € a soma das derivadas:
(1"2 +32%2In x)/ = (xQ), + (3$2 In x)'

Tiramos a constante para fora da derivada:
(31‘2 lnx)l =3- (xQ lnm)’

Regra do produto (u-v)' = u"v + u-v'

(a? lnw)l = (m2),~lnw+x2 ‘(nz) =2zlnz + =

Substituimos:
(32" lnw)l =3-(z+2zlnz) =3(z+2zlnz)

Substituimos: (wz + 322In m)’ =2z +3(z +2zxInz)

Simplificamos: y” = 5z + 6z Inz

A derivada pela defini¢cao, como limite.

Enunciado: x*2  Derivar — Pela definicdo

Resultado

y =2z

Passos

- Derivada pela definicao

g JE@ED —IE@) (@b 2
b= h—0 h - h—0 h
o R 0 .
Ao substituir sai a indeterminagdo — — é preciso

0
transformar a expresséo.

Transformamos e simplificamos

h)* — 22 h(2z + h
T Gl el St (G o D T P

h—0 h—0 h—0

Substituimos: }IL{’% (22 + h) =2z

Grafico

B 05 0 05 1 15
— y=2’lnz
— " =bzx +6zxlnzx

Onde a segunda derivada € positiva, a funcédo é convexa (curvada
para cima); onde é negativa, € concava (curvada para baixo).

Grafico

SR

—_—y =22
Onde a derivada € positiva, a fungao cresce; onde é negativa,

decresce. Nos zeros da derivada a fungdo tem tangente
horizontal.



Derivada implicita — o félio de Descartes, a tangente e a normal em [3/2; 3/2], a segunda derivada.

Enunciado: x*3 + y”3 = 3xy Derivada implicita, ordem 2, ponto [3/2; 3/2]

Resultado
y/__$2_y
vz
2xy
y/r__ - -
(v* - z)
3
/
= 1l
v(3)
tty=3—=x
ny==x
3 32
mevy - _°°
v'(5) 3

Condigdes: y*> — x #£ 0

Passos

+ Afungéo y = y(x) é dada pela equagéo «* + 3* = 3zy -
derivamos ambos os membros em ordem a x, tomando y
como funcéo de x (regra da cadeia: p. ex. (y3)' = 3y2y').

+ Derivamos ambos os membros:
(z* +3%) = (3zy) = 3y’y + 32 = 3zy’ + 3y

+ Os termos comy' para a esquerda, o resto para a direita,
e pomos y' em evidéncia: y’(SyQ = 3;0) = —322 + 3y

Gréfico

2,5

0,5

-0,5

—_a® y3 = 3xy

—_ tty=3—=z

= LY =T

A curva dada pela equagdo. No ponto dado, a tangente (trago
continuo) e a normal (tracejado).

Isolamos y: ¢y = —

z2 —y

vz

+ A segunda derivada — derivamos y' de novo em ordem a

X (y e y' sao fungoes de x)

W i 2wy 23y — Py +a? —ay
y27w y472wy2+w2

+ Substituimos y'

J = 2zy(z +y+1)(z® —ay+y? —z—y+1)
(-4 +2)°

- Sobre a curva verifica-se * + y* — 3zy = 0 - o que

7 2xy
simplifica a expressdo: ¥ = — (y2 _ m)a

. 3 3 .
O ponto [5; 5] pertence a curva:

.IB +y3 e 3my\r:%‘y:% =0

o 3 3
A derivada no ponto [5; 5] - o declive da tangente:
3
!
Sy 1
v (3)

. 3 3
Atangente:yfizf(w——> =y=3—=z

2

+ A normal é perpendicular a tangente, o seu declive é 1:

3 3 ~
——=|z—-= =g
Y B) 2 Yy
. , 3 32
A segunda derivada no ponto: ¥ (E) ===



Estudo de uma fungao

A aplicacao estuda uma fungao pela ordem habitual: dominio, paridade, interse¢gées com os eixos, sinal
da funcao, limites nos extremos do dominio e assintotas, primeira derivada — monotonia e extremos
(também por derivadas de ordem superior), segunda derivada — concavidades e pontos de inflexdo, e
por fim o contradominio. Resume tudo e desenha um grafico com os pontos assinalados.

Numa fungao trigonométrica, o aplicativo encontra o periodo, estuda a fungdo em um periodo e escreve
os resultados com o periodo (um maximo em x = 1t/2 + 2km); se s6 a derivada for periddica (x + 2 sin x),
os extremos e a monotonia se repetem com o periodo. Os mdédulos sdo removidos pelos sinais nos
intervalos e nos bicos se comparam as derivadas laterais; onde a derivada é infinita, aparece uma
tangente vertical. M6dulos encaixados e somas de médulos sdo estudados por trogos; onde a fungao é
constante num intervalo, isso é indicado com o seu valor (um minimo em cada ponto do intervalo).

Como introduzir

estudo y = x*3 - 3x Com a palavra «estudo» antes da fungao.

X3 - 3x Uma fungé@o com o chip «Estudo da funcao».



Exemplos

Um polindmio — extremos e um ponto de inflexao.

Enunciado: x*3 - 3x  Estudo da fungéo

Resultado

Dominio: D(f) =R

Imagem: Im (f) =R
Paridade: impar

Zeros: [—\/g; O], [0; 0], {\/g, 0]
Crescente: (—oo, —1], [1, 0o)
Decrescente: [—1, 1]

Maximo local: [—1; 2]

Minimo local: [1; —2]
Convexa: [0, 00)

Concava: (—oo, 0]

Pontos de inflexdo: [0; O]

Passos
+ Dominio: D(f) =R

* f(=2) = (~o)" — 3(—2) = ~2* + 35 = —f(2) - a
fungéo é impar (o gréfico é simétrico em relagdo a
origem).

+ Intersegdes com o eixo X:
fle)=0 = z=—3, =0, z = /3, ouseja
V35 0], [0; 0], [V5: 0]

+ Intersegdo com o eixo y: f(0) = 0, ou seja [0; 0]

+ O sinal da fungéo entre os zeros e os pontos fora do
dominio:

| (-0, —v3) (=v3,0) (0,v3) (v3, )
f(@) | - + = +

A funcéo é positiva para z € (f\/g, O) U (\/5, oo) e
negativa para = € (—oo, —\/5) U (O, \/g)

+ Limites nos extremos do dominio

lim f(z) = —o0

lim f(z) = oo

+ A fungdo ndo tem assintotas verticais.

f(=2)

' N&o ha assintotaem +00: k = lim -t —

r—too T

+ Primeira derivada: f'(z) = 32> — 3 =3(z — 1)(z + 1)
- Pontos estacionarios: f'(z) =0 = z= -1,z =1

+ Sinal da primeira derivada — onde é positiva a fungéo

cresce, onde é negativa decresce:
| (o0, 1) (=1,1) (1, )
T@ |+ -
f(z) / p s

A fungéo é crescente em (—oo, —1], [1, 00) e
decrescente em [—1, 1]

«Emz = -1 f"(—~1) = —6 < 0 - méaximo local.
« Ema = 1: f”(1) = 6 > 0 - minimo local.

+ Maximo local [—1; 2], minimo local [1; —2]



+ Segunda derivada: f"(z) = 6z
- Candidatos a pontos de inflexdo: f(z) =0 = =z =0

+ Sinal da segunda derivada - onde ¢é positiva a fungdo é
convexa, onde é negativa concava:
| (—o0, 0) (0, 00)
N B
f(=) n U

A fung&o é convexa em [0, o0) e céncava em (—oo, 0]

« Emz = 0: f”"(0) = 6 > 0 - a primeira derivada nao
nula (a partir da terceira) € de ordem impar: ponto de
inflex&o.

+ Pontos de inflexdo: [0; 0]

+ Imagem - a partir da monotonia, dos extremos e dos
limites: Im (f) = R

Uma fungao racional — assintotas.

Enunciado: x*2/(x - 1)

Resultado

Dominio: D(f) =R\ {1}
Imagem: Im (f) = (—oc, 0] U [4, oo)
Paridade: nem par nem impar
Zeros: [0; 0]

Crescente: (—o0, 0], [2, o)
Decrescente: [0, 1), (1, 2]
Maximo local: [0; 0]

Minimo local: [2; 4]

Convexa: (1, c0)

Concava: (—oo, 1)

Assintotas: z =1, y =2 +1

Passos
+ Dominio - condigdes « # 1: D(f) =R\ {1}

+ 0 dominio D(f) =R\ {1} néo é simétrico em relacao
a zero — a fun¢do ndo é par nem impar.

+ Intersegdes com o eixo x: f(z) =0 = = =0, ou seja
[0; 0]

+ Intersegao com o eixo y: f(0) = 0, ou seja [0; 0]
+ O sinal da fungéo entre os zeros e os pontos fora do
dominio:

| (~00,0) (0,1) (1, =)
HONS - +

Estudo da fungéo

Grafico

20

-20

2 = 0 1 2
—y=2z—3z
Pontos notaveis:
® maximo (—1;2) e inflexdo (0;0) @ minimo (1; —2)
Extremos locais em vermelho, pontos de inflexdo em roxo, circulo

vazio — um ponto onde a fungdo ndo esta definida; assintotas
tracejadas.

A fungéo é positiva para € (1, c0) e negativa para
z € (—o0, 0)U(0, 1)

+ Limites nos extremos do dominio
lim f(z) = —o0
r——00

linln flz) = -
) =00

lim f(x

T—00

+ Assintotas verticais (o limite ai é infinito): 2 = 1

' Assintota em 00! k = lim f(z) —1
T—T 00 xTr

q= hmoc(f(z')*w)zl—aretay:erl

T—r+
+ Primeira derivada

" :meQm:m(a:fQ)
e (z-1)? (z-1)

+ Pontos estacionarios: f'(z) =0 = = =0, = =2

+ Sinal da primeira derivada — onde é positiva a fungdo
cresce, onde é negativa decresce:
| (7307 0) (07 1) (17 2) (27 OO)
f@ + - -+
f(@) / NN /

A fung&o é crescente em (—o0, 0], [2, o0) e
decrescente em [0, 1), (1, 2]

+ Emz = 0: f/(0) = —2 < 0 — maximo local.



Emz = 2: f"(2) = 2 > 0 - minimo local.

Maximo local [0; 0], minimo local [2; 4]

Segunda derivada: f"(x) =

(@—1)°
A equagao f”(x) = 0 ndo tem solug&o.

Sinal da segunda derivada — onde ¢ positiva a fungdo é
convexa, onde é negativa concava:
| (-0, 1) (1, o)
(=) - +
f(z) N U

A fungéo é convexa em (1, 00) e céncava em (—o0, 1)
A funcdo nao tem pontos de inflexao.

Imagem - a partir da monotonia, dos extremos e dos
limites: Im (f) = (—o0, 0] U [4, 00)

Grafico
[
|
|
|
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|
|
|
| o
5 I =
| ./,
I T
-l
o+ |
0 =0
-
P> |
|
|
-5 |
|
|
1
1
-4 £ 0 2 4 6
22
—y =
z—1
———y=z+1

Pontos notaveis:

® maximo (0;0) @ minimo (2;4)

Extremos locais em vermelho, pontos de inflexdo em roxo, circulo

vazio — um ponto onde a fungdo ndo esta definida; assintotas
tracejadas.



Funcgao periédica — tudo em um periodo, os resultados com o periodo.

Enunciado: sin 2x + 2cos x

Resultado

Dominio: D(f) =R
3v3 3v3
Imagem: Im (f) = |:—\/_, \/_]
2 2
Paridade: nem par nem impar
Periodo: p = 27

Zeros: {g + km; 0]
T s
Crescente: e + 2k, s + 2km

5
Decrescente: [g + 2k, Fﬂ- + 2k7r:|

3\/5}

2

_@}
2

Méximo local: {Z + 2km;

Minimo local: {5% + 2k

Convexa:

1 3
{g + 2km, m + arcsin (4> + 2]{:#} , {; + 2km,

Concava:
1 3
|:7T + arcsin (Z) + 2km, 771— + Zk'fr] , [— arcsin (

Pontos de inflexao:

1 3+/15
{g + km; O], |:7T + aresin (Z) + 2km; —T\/_] ,

Estudo da fungéo

Passos
+ Dominio: D(f) =R

+ A fungdo é periddica de periodo 27: estudamos em um
periodo (de 0 a 27) e repetimos os resultados com o
periodo, k € Z.

+ f(—z) = 2cosz — sin (2) - ndo € f(x) nem -f(x): a
fungdo ndo é par nem impar.
™
* Intersegdes comoeixo x: f(z) =0 = z = 3 + km, ou
™
seja {— + k; 0}
2
+ Intersegdo com o eixo y: f(0) = 2, ou seja [0; 2]

+ O sinal da fungéo entre os zeros e os pontos fora do
dominio:

|1 0.5) (. %) (5.27)
f@] + - +

T w
A fungéo é positiva para & € (*E + 2k, 3 + 2k7r) e

™ 3
negativa para * € (5 + 2km, - + Qkﬂ')

+ Uma fungdo periddica (que ndo é constante) ndo tem

limite em +o00.

« Primeira derivada: f'(z) = 2cos (2z) — 2sinz

+ Pontos estacionarios

5 3
f(z)=0 = w:g+2kﬂ,m:%+2k7r,z:§,



+ Sinal da primeira derivada — onde é positiva a fun¢ao
cresce, onde € negativa decresce:
T w 5w 5r 3w 3r
L2 (5= () (5 %)
+ - + +
e N\ /" /"

(@)
f(x)

T s
A fung&o é crescente em 3 + 2k, 3 + 2km| e

ks 5w
decrescente em 5 + 2k, = + 2k

. T 3vV3
Méaximo local 8 + 2k, i} minimo local

2
57 33
= ke 22X Y
{6+27r, 2}

+ Segunda derivada: f"(z) = —2cosz — 4sin (2x)
+ Candidatos a pontos de inflexdo

1
ffle)=0 = z= ngkﬂ', x = T + arcsin (Z) + 2k

- Sinal da segunda derivada - onde é positiva a fungéo é
convexa, onde é negativa concava:
| (0, %) (’Q—r, 7 + arcsin (%)) (7r+arcsin(}l), S
(=) — b =
flz) n u N

A funcdo é convexa em e concava em

-3n/2 - -T/2 0 /2 s 3n/2
— y=sin2z + 2cosz

Pontos notaveis:

117 34/3 3
® maximo (f—ﬁ; i) ® inflexdo (*7;0)

6 2
o i m 3V3
minimo 5’ 5
Al 3415
® inflexdo [ —7 + arcsin | — |; ———
4 8
~ 7_;0)
@ inflexdo ( 2

® inflexdo

(1) 3\/15)
T + arcsin Z g —=——

( 8
@ inflexao (%;0)
1\ 3v15
)*5)

@ inflexdo | 2m — arcsin | —

4 8
Extremos locais em vermelho, pontos de inflexdo em roxo, circulo
vazio — um ponto onde a fungao nao esta definida; assintotas
tracejadas.

T . 1 3
5 + 2k7, ™ + arcsin 7 + 2k7 |, - + 2km, 2T -

{ﬂ' + arcsin (i) + 2k, 3% + Qkﬂ'} , {7 arcsin (%)

+ Pontos de inflexdao

1 3415
{g + km; U} {WJrarcsin (1) + 2km; *T:|’ {27

+ Imagem - a partir da monotonia, dos extremos e dos

limites: Im (f) = {73\7&, ¥:|
Grafico
3
0, @,

AN




Tangente — assintotas verticais, imagem R.

Enunciado: tg x  Estudo da funcéo

Resultado

Dominio: D(f) =R\ {g +kr ke Z}
Imagem: Im (f) =R

Paridade: impar

Periodo: P — 7

Zeros: [km; 0]

Crescente: (—g + km, g + kﬂ')

Convexa: [kﬂ', g + kﬂ')

Céncava: (g + kw, T+ kﬂ']
Pontos de inflexdo: [km; O]

T
Assintotas: T = 3 + km

Passos

s
Dominio — condi¢des T # 5 + ki

D(f) =R\ {2 +kr : kez}

A funcao é periddica de periodo 7: estudamos em um
periodo (de 0 a 7) e repetimos os resultados com o
periodo, k € Z.

« f(—%) = —tanz = — f(x) - a fungdo é impar (o
grafico é simétrico em relagdo a origem).

) m
@ | »~

w b
A funcgéo é crescente em (75 + km, > + ]m)

A funcdo ndo tem extremos locais.

2tanx

2

Segunda derivada: f"(z) =
cOs™ T

Candidatos a pontos de inflexdo: f’(z) =0 = @ = kn

Sinal da segunda derivada — onde é positiva a fungao é
convexa, onde é negativa concava:
| (0,3) (57
@ -
fl@) | U n

T
A funcdo é convexa em [/W, =t kﬂ) e cébncava em

(g+k7r, 7r+k7r}

Pontos de inflexdo: [km; 0]

Imagem — a partir da monotonia, dos extremos e dos
limites: Im (f) = R

- Intersegdes com o eixo x: f(z) =0 = z = kT, ou seja
[km; 0]

Intersegéo com o eixo y: f(0) = 0, ou seja [0; 0]

O sinal da fungdo entre os zeros e os pontos fora do
dominio:

™
A funcéo é positiva para € (kﬂ’, =+ k‘rr) e negativa

para & € (g+k7r, 7r+k7r)

+ Uma fungao periddica (que ndo é constante) ndo tem
limite em *oo.

Limites nos extremos do dominio

lim f(z) = o0
T3

lim f(z) = —o0

m
Assintotas verticais (o limite af é infinito): * = 3 + kT

1

COS2 £

Primeira derivada: f'(z) =

A equagido f'(z) = 0 ndo tem solugdo - ndo ha pontos
estacionarios.

Sinal da primeira derivada - onde é positiva a fungéo
cresce, onde é negativa decresce:

Grafico
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
2 | | | |
| | | |
| | | |
1 | | | |
| | | |
| | | |
| | | |
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| | | |
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Pontos notaveis:
® inflexdao (—27;0) @ inflexao (—;0)
@ inflexdo (0;0) @ inflexdo (m;0) @ inflexdo (27;0)

Extremos locais em vermelho, pontos de inflexdo em roxo, circulo
vazio — um ponto onde a fungdo ndo esta definida; assintotas
tracejadas.



Tangente hiperbolica — assintotas horizontais y = 1.

Enunciado: tanh x  Estudo da funcéo

Resultado

Dominio: D(f) =R
Imagem: Im (f) = (—1, 1)
Paridade: impar

Zeros: [0; 0]

Crescente: R

Convexa: (—o0, 0]
Concava: [0, c0)

Pontos de inflexao: [0; 0]

Assintotas: ¥y = —1, y =1

Passos

- Dominio: D(f) =R

- f(—x) = tanh (—z) = — tanhz = — f(z) - a fungdo é
impar (o gréfico é simétrico em relacéo a origem).

- Intersecdes com o eixo x: f(z) =0 = 2 =0, ou seja
(05 0]

+ Intersegdo com o eixo y: f(0) = 0, ou seja [0; 0]
+ O sinal da fung@o entre os zeros e os pontos fora do
dominio:

| (=00, 0) (0, 00)
@) - +

A funcdo é positiva para € (0, 00) e negativa para
z € (—o0, 0)

+ Sinal da segunda derivada — onde ¢é positiva a fungao é
convexa, onde é negativa concava:
| (7007 0) (07 OO)
@+ -
f(z) u n

A funcéo é convexa em (—oo, 0] e cdncava em [0, o)

+ Ema = 0: f”(0) = —2 < 0 - a primeira derivada ndo
nula (a partir da terceira) é de ordem impar: ponto de
inflexao.

- Pontos de inflexdo: [0; 0]

+ Imagem - a partir da monotonia, dos extremos e dos
limites: Im (f) = (-1, 1)

" Primeira derivada: f'(z) =

" Segunda derivada: f"(z) = —

+ Limites nos extremos do dominio

lim f(z) = —1
lim f(z) =1

+ A fungdo ndo tem assintotas verticais.

" Assintota em -00: k = lim f=) _ 0,
T——00
= i =-1_ [
g Iqlr_n@f(m) aretay = —1
" Assintota em +00: k = lim I _ 0,
r—00 €I

q:}j&f(m)zl—aretayil
1

cosh® z

+ Aequagao f'(z) = 0 ndo tem solugdo — ndo ha pontos

estacionarios.

+ Sinal da primeira derivada — onde é positiva a fungdo

cresce, onde é negativa decresce:

A fungéo é crescente em R

+ A fungéo ndo tem extremos locais.

2tanh z

cosh’ z

- Candidatos a pontos de inflexdo: f/(z) =0 = = =0



So6 a derivada é periddica — os valores dos extremos crescem com k.

Enunciado: x + 2sin x

Resultado

Dominio: D(f) =R
Paridade: impar
Periodo: p = 27
Zeros: [0; 0]

2 2
Crescente: [—?ﬂ- + 2k, ?ﬂ- + 2k7‘r}

2 4
Decrescente: [; + 2km, ?ﬂ- + 2k7r:|

2 2
Maximo local: {?ﬂ— + 2km; V3 + ?Tr -+ Qkﬂ]

4 4
Minimo local: {; + 2km; ?ﬂ- —V3+ Qk'rr]

Convexa: [m + 2km, 21 + 2km]
Céncava: [2km, m + 2km|
Pontos de inflexdo: [2km; 2k, [m + 2km; w + 2km]

Passos
- Dominio: D(f) =R

+ A fungdo nédo é periddica, mas sua derivada € (periodo
27): a monotonia, os extremos e a concavidade se
repetem com esse periodo, k € Z.

« f(—z) = —x — 2sinz = — f(2) - a funcédo é impar (o
grafico é simétrico em relagdo a origem).

Estudo da fungéo

- Intersegdes com o eixo x: f(z) =0 = z =0, ou seja

[0; 0]

+ Intersegdo com o eixo y: f(0) = 0, ou seja [0; 0]

+ Limites nos extremos do dominio

lim flz) = -0

lim f(z) = oo

+ Primeira derivada: f'(z) = 2cosz + 1

+ Pontos estacionarios

fl(z)=0 = 93:2%+2k7r,m:4§+2k7r

+ Sinal da primeira derivada — onde é positiva a fun¢éo

cresce, onde € negativa decresce:
L) (B ) (G o

@ + = T

fl) | N /!

21 2w
A fungao é crescente em [f? + 2k, 5 - ka} e

21 4T
decrescente em {? + 2k, 3 + 2k7r}

. 2 2
Maximo local [? +2km; V3 + 3 + Qkﬂ} , minimo

4 4
local {?ﬂ- + 2km; ?ﬂ_ —V3+ 2k7r}

+ Segunda derivada: f"(z) = —2sinz

- Candidatos a pontos de inflexao: f"(z) =0 = = =km



Sinal da segunda derivada — onde € positiva a fungéo é
convexa, onde é negativa concava:

| (0, 7) (m,2m)
o) E—
fl@) ] n U

A funcéo é convexa em [ + 2k, 2w + 2k7] e céncava
em [2k7, w + 2k

Pontos de inflexdo: [2km; 2kn|, [r + 2km; w + 2km]

Grafico

LN
Ne

-3n/2 - -T/2 0 /2 s 3n/2

— y=2x+2sinz

Pontos notaveis:
o do (—2m; -2 4am 4
inflexdo (—2m; —27) S (77; V3 7)

3 3
® inflexdo (—m; —m) e 2r 26
! ® minimo ff;*\/gff
3 3
) = . 2w 27
® inflexdo (0;0) O S (—3 V3 + = )
: = . 47 47w
® inflexdo (m; ) ® minimo (_3 ;_3 - \/5)

® inflexdo (2m; 2m)

Extremos locais em vermelho, pontos de inflexdo em roxo, circulo
vazio — um ponto onde a fungdo ndo esta definida; assintotas
tracejadas.



Modulo — bicos, derivadas laterais.

Enunciado: |x*2 - 1] Estudo da funcéo
Resultado + Intersegdo com o eixo y: f(0) = 1, ou seja [0; 1]
Dominio: D(f) =R + O sinal da fung&o entre os zeros e os pontos fora do
Imagem: Im (f) = [0, oo) dominio:

| (=00, —1) (-1,1) (1, o)
f@) ]+ + +

Paridade: par
Zeros: [—1; 0], [1; 0]

A fungéo é positiva para
c te: [—1, 0], [1, co ¢ P P
e (=i O [ls &) x € (—oo, —1) U (—1, 1) U (1, 00) e negativa para

Decrescente: (—oo, —1], [0, 1] z €0

Méximo local: [0; 1]

Minimo local: [—1; 0], [1; 0]
Convexa: (—oo, —1], [1, co)
Concava: [—1, 1]

+ Limites nos extremos do dominio
lim f(z)=occ
r——0oQ

lim f(z) = co

Passos + A fungéo ndo tem assintotas verticais.
* Dominio: D(f) =R N&o ha assintota em -0c0: k = lim /@) =—
T—+—00 s
+ Removemos os médulos pelo sinal de seus argumentos #(z)
em cada intervalo N&o ha assintota em +00: k = lim ——= =
T—00 €T

-1, =z€(—o00, —1)

f(w) — )1 mz’ e [71’ 1) + Primeira derivada

2 223 — 2z 2z(z — 1)(z+ 1
z¢—1, z€(l,0) f(z) = . _ ( : )( )
‘a: = 1! ‘x = 1|
+ - afungdo é par (o grafico é simétrico em relagéo ao
eixo y). + Pontos estacionarios: f'(z) =0 = =z =10
fl—z) = ‘(7.@)2 — 1‘ = {mg — 1} = f(=) + Em z = —1 néo existe derivada: as derivadas laterais

sdo diferentes (fL(—1) = =2, f/(—1) = 2), o grafico
- Intersegdes comoeixox: f(z) =0 = z= -1, z =1, tem ali um bico.

ou seja [—1; 0], [1; 0]



- Em 2z = 1 ndo existe derivada: as derivadas laterais sdo
diferentes (f' (1) = —2, f' (1) = 2), o grafico tem ali
um bico.

Sinal da primeira derivada — onde é positiva a funcdo
cresce, onde é negativa decresce:
[(=00, 1) (-1,0) (0,1) (1, )
f(z) = + - +
f(z) pN /! N 7

A funcdo é crescente em [—1, 0], [1, c©) e decrescente

em (—o0, —1], [0, 1]

Ema = 0: f/(0) = —2 < 0 - méaximo local.

Maximo local [0; 1], minimo local [—1; 0], [1; 0]

Segunda derivada
2022 —1)° 2z —1)°(x +1)°

‘9@271‘3 B {:17271{3

f'(@) =

A equagéo f”'(z) = 0 ndo tem solugéo.

Sinal da segunda derivada — onde € positiva a fungéo é
convexa, onde é negativa concava:
| (7007 71) (717 1) (17 OO)
[(x) + = +
flz) U N U

A fungéo é convexa em (—oo, —1], [1, 00) e concava
em [—1, 1]

+ A fungdo ndo tem pontos de inflexao.

+ Imagem — a partir da monotonia, dos extremos e dos
limites: Im (f) = [0, co)

Gréfico

2
— y=|z" -1
Pontos hotaveis:
® minimo (—1;0) @ maximo (0;1) @ minimo (1;0)

Extremos locais em vermelho, pontos de inflexdo em roxo, circulo
vazio = um ponto onde a fung&o ndo esta definida; assintotas
tracejadas.



Raiz cubica — tangente vertical em zero.

Enunciado: x~(1/3)  Estudo da fungéo

Resultado

Dominio: D(f) =R
Imagem: Im (f) =R
Paridade: impar
Zeros: [0; 0]
Crescente: R
Convexa: (—oo, 0]
Concava: [0, c0)

Pontos de inflexdo: [0; O]

Passos
- Dominio: D(f) =R
c f(—x) =+/(—x) =¥~z = — f(x) - afungdo é impar

(o grafico é simétrico em relagéo a origem).
- Intersegdes com o eixo x: f(z) =0 = 2 =0, ou seja
(05 0]
+ Intersegdo com o eixo y: f(0) = 0, ou seja [0; 0]
+ O sinal da fungéo entre os zeros e os pontos fora do
dominio:
| (-20,0) (0, )
O +

A funcéo é positiva para © € (0, co) e negativa para
z € (—o0, 0)

+ Limites nos extremos do dominio

lim f(z) = —o0
lim f(z) = oo

T—00

+ A fungdo ndo tem assintotas verticais.

' Nao ha assintotaem -00: k = lim f=) = 0, mas
r——00 X
g= lim f(z)=—o0
T——00
' N3o ha assintota em +00: k = lim @ = (, mas
T—00 €T

g = lim f(z) =
T+

" Primeira derivada: f'(z) = #
’ 3vax?

- Aequagdo f'(2) = 0 ndo tem solugao — nao ha pontos

estacionarios.

+ Em z = 0 a derivada é infinita (f’ (0) = oo, f/.(0) = =

): o grafico tem ali uma tangente vertical.

+ Sinal da primeira derivada — onde é positiva a fungao

cresce, onde € negativa decresce:
| (~00,0) (0, 0)
@+ +
f(=) /! e

A funcao é crescente em R

+ A fung@o nao tem extremos locais.

2
" Segunda derivada: (%) = ————=
egunaa aerivada () gm\S/P



+ Aequagdo f”(z) = 0 néo tem solugio.

- Sinal da segunda derivada — onde é positiva a fungéo é
convexa, onde € negativa concava:
| (—o0,0) (0, 00)
f”(x) + _
f(=) u n

A funcéo é convexa em (—o0, 0] e cédncava em [0, c©)
+ Pontos de inflexdo: [0; 0]

+ Imagem - a partir da monotonia, dos extremos e dos
limites: Im (f) =R

Grafico

0,5

0,5

ol

—y=z
Pontos notaveis:
® inflexdo (0;0) @ tangente vertical (0;0)

Extremos locais em vermelho, pontos de inflexdo em roxo, circulo
vazio — um ponto onde a fung&do ndo esta definida; assintotas
tracejadas.



Modulo encaixado — por trogos, fungao par.

Enunciado: |-x*2 + 2|x]| + 3|

Resultado

Dominio: D(f) =R

Imagem: Im (f) = [0, oo)

Paridade: par

Zeros: [—3; 0], [3; 0]

Crescente: [—3, —1], [0, 1], [3, o0)
Decrescente: (—oo, —3], [—1, 0], [1, 3]
Maximo local: [—1; 4], [1; 4]
Minimo local: [—3; 0], [0; 3], [3; O]
Convexa: (—oo, —3], [3, o0)
Concava: [—3, 0], [0, 3]

Passos
+ Dominio: D(f) =R

+ Removemos os médulos pelo sinal de seus argumentos
em cada intervalo

z? 4 2z — 3, x € (—co, —3)

—2? —2x+3, xzc[-3,

—2? 42243, z€]0,3)

xz? — 2z — 3, x € [3, 00)

fz) =

+ - afuncdo é par (o grafico é simétrico em relagéo ao
eixoy).

f(-2) = |~(-a) +2(~2)| +3| = [-o* + 2lo] + 3| -

Estudo da fungéo

+ Intersegdes comoeixox: f(z) =0 = = -3, £ =3,

ou seja [—3; 0], [3; 0]

+ Intersegdo com o eixo y: f(0) = 3, ou seja [0; 3]

+ O sinal da fungéo entre os zeros e os pontos fora do

dominio:
| (=00, =3) (-3,3) (3, )
f(z) | + + +

A fungao é positiva para
z € (—o0, —3) U (-3, 3) U (3, 00) e negativa para
zel

+ Limites nos extremos do dominio

lim f(z) = oo

lim f(z) = oo
T—00

+ A fungdo ndo tem assintotas verticais.

0 T
N&o ha assintotaem -00: k = lim & A
T—+—00 as
0 T
N&o ha assintota em +oo: k = lim m =
Tr—00 T

+ Primeira derivada

=623 4 223z| + 6z — 2x|x|  2z(z - 1)(z +
N \m|‘7$2+2\$\+3‘ N \szxQJrf

(=)

+ Pontos estacionarios: f'(z) =0 = z= -1, 2 =1

+ Em & = —3 nao existe derivada: as derivadas laterais



sdo diferentes (fL(—3) = —4, f(—3) = 4), o gréfico
tem ali um bico.

« Em z = 0 nédo existe derivada: as derivadas laterais sao
diferentes (f (0) = —2, f (0) = 2), o grafico tem ali
um bico.

- Em 2z = 3 ndo existe derivada: as derivadas laterais sdo
diferentes (f_(3) = —4, fL.(3) = 4), o gréfico tem ali
um bico.

Sinal da primeira derivada — onde é positiva a fun¢do
cresce, onde é negativa decresce:

| (=00, -3) (=3,-1) (=1,0) (0,1) (1,3)

f'(z) = + = I -
I(z) e a N S RN
A funcéo é crescente em [—3, —1], [0, 1], [3, 00) e
decrescente em (—oc, —3], [—1, 0], [1, 3]
+Ema = —1: f’(—1) = —2 < 0 - méaximo local.
- Emz = 1: f’(1) = —2 < 0 - maximo local.
« Maximo local [—1; 4], [1; 4], minimo local
(35 0], [0; 3], [3; O]

+ Segunda derivada

1228 + 2420 + 362|x| + 228||® — 84z — 96
f'(w) =

- Aequagdo f"(z) = 0 ndo tem solugao.

+ Sinal da segunda derivada — onde é positiva a fungao ¢

—y=|—a®+2|z| + 3

Pontos notéaveis:

® minimo (—3;0) ® maximo (—1;4) @ minimo (0;3)
® maximo (1;4) @ minimo (3;0)

Extremos locais em vermelho, pontos de inflexao em roxo, circulo
vazio = um ponto onde a fungdo nao esta definida; assintotas
tracejadas.

convexa, onde é negativa céncava:
| (_Oov _3) (_3’ 0) (07 3) (3= OO)
(z) + = = +
f(z) U N N U

A fungéo é convexa em (—oco, —3], [3, o) e cbncava
em [—3, 0], [0, 3]

+ A fungd@o ndo tem pontos de inflexdo.

+ Imagem — a partir da monotonia, dos extremos e dos
limites: Im (f) = [0, co)

Gréfico

20




Soma de médulos — um trogo constante e duas assintotas obliquas.

Enunciado: |x - 2| + |x + 3|

Resultado

Dominio: D(f) =R

Imagem: Im (f) =[5, oc0)

Paridade: nem par nem impar

Crescente: [2, 00)

Decrescente: (—o0, —3]

Constante: [—3, 2]

Minimo local: f(z) =5, = € [—3, 2]
Assintotas: Yy = —2x — 1, y =2z + 1

Passos
+ Dominio: D(f) =R
+ Removemos os médulos pelo sinal de seus argumentos

em cada intervalo

-2z -1, z€(—o0, —3)
f(@) = {5, ve[-3,2)
2z +1, x € [2, co0)

+ —nédo é f(x) nem —f(x): a fungdo n&do é par nem impar.
flezx)=|(-2) 2|+ |(-2) +3| = |-z -2[+ 3=

+ A equacdo f(z) = 0 nao tem solucdo — o grafico nao
corta o eixo X.

+ Intersegéo com o eixo y: f(0) = 5, ou seja [0; 5]

» O sinal da fung&o entre os zeros e os pontos fora do
dominio:

+ Sinal da primeira derivada — onde é positiva a fungao
cresce, onde é negativa decresce:
| (7007 73) (737 2) (2’ OO)
f'() - 0 +
f(z) pN — /

A funcéo é crescente em [2, 00) e decrescente em
(—o0, —3]. Em [-3, 2| é constante (f' = 0).

+ Minimo local f(z) = 5, @ € [—3, 2], sem maximo local.
+ Segunda derivada: f”(z) = 0

+ A segunda derivada é zero — o grafico é (parte de) uma
reta, nem convexo nem concavo.

- Imagem - a partir da monotonia, dos extremos e dos
limites: Im (f) = [5, o0)

Estudo da fungéo

A fungdo € positiva para z € R e negativa para z € ()
+ Limites nos extremos do dominio
lim f(z) = oo
r——00

lim f(z) = oo
T—00

- A fungd@o ndo tem assintotas verticais.

" Assintota em -co0: k = lim (=) = -2,
r——00 T
q:IE{ﬂm(f(@")Jf%) = 1l_aretay=2z-1
" Assintota em +00: k = lim M = 2

. r—o0 I
ngljrolo(f(%)*gz):1—aretay:2m+l

+ Primeira derivada

f() = 2 & 2 N 3 _ z|T -
[z—2] |z+3 Jz—2] |z+3

- Aequacao f'(z) = 0 ndo tem solucdo — nao ha pontos
estacionarios.

+ Em = = —3 ndo existe derivada: as derivadas laterais
sdo diferentes (f' (—3) = —2, f|(—3) = 0), o grafico
tem ali um bico.

+ Em z = 2 ndo existe derivada: as derivadas laterais sdo
diferentes (f_(2) =0, f.(2) = 2), o grafico tem ali um
bico.

Grafico

20

-20

-5 0 5

—y=|z—2|+|z+3
———y =2z -1

ey =2r+1

Extremos locais em vermelho, pontos de inflexdo em roxo, circulo
vazio — um ponto onde a fungdo nao estd definida; assintotas
tracejadas.



Limitagoes conhecidas

» Uma fungdo que nem tem derivada periddica (x-sin x) é estudada s6 numericamente em (-2t; 21) e
sem o periodo; as fungdes trigonométricas inversas (arcsin, arctan) ainda ndo sdo suportadas.



Polinémio de Taylor

A aplicacdo constréi o polinémio de Taylor (em 0, o de Maclaurin) do grau indicado: uma tabela das
derivadas no ponto, a substituicao na férmula e o resto na forma de Lagrange. Também pode encontrar
ela prépria o grau — o menor para o qual o erro num ponto ou num intervalo nao ultrapassa um limite
dado. O grafico mostra a fungao e o polindmio; com um cursor muda o grau e vé a aproximagao a
melhorar.

Como introduzir

taylor(sin x, 0, 5) A funcao, o ponto e o grau.
maclaurin(e”x, 4) O polinémio de Maclaurin — o ponto é 0.
taylor(e”x, @, erro=0.001, x=0.5) O grau segundo o erro no ponto x (num intervalo,

escreva r=... em vez de Xx).

In(1 + x) Uma fungédo com o chip «Polindmio de Taylor» — ai
indica o ponto, o grau ou a precisao.



Exemplos

Um polinédmio de grau 4 com o resto.

Enunciado: taylor(ln(l + x), 0, 4)

Resultado
2 3] 4
T T 95
11103) =r— — 4+ — — —
2 3 4
Passos

+ O polinomio de Maclaurin (o polindmio de Taylor em 0):

T.(z) = Z IO 5 =g
k=0

k!

+ As derivadas e os seus valores em a

@ =m@+1)  f0)=0
fe) = 70 =1
ey FO=
f/fl(m) — ﬁ f/!l(o) — 2

@)= S0 =6

- Substituimos os valores das derivadas

1 1 2 6

Ty(z) = T gxz + 51‘3 — Iyﬁ
& o e
=r— — —_— = —
2 3 4

Com o cursor acima do grafico escolhes o grau — com um grau
maior o polinomio aproxima melhor a funcédo, e mais longe do
ponto.

+ Oresto (o erro) na forma de Lagrange, € entre a e x:
(®) = 24
R4(1E) _ f (g) 0 — - $5
5! (£+1)° 5!

Grafico

Grau: 4 ﬁ

2
1
0 [ )
A
2
-3
-4
-3 -2 -1 0 1 2 3
— y=In(1+=x)
932 $3 $4
— T — P -
o) =e-5+3 -7

0 ponto em torno do qual o polindmio aproxima a fungao:
e (0;0)



O grau segundo a precisao pedida — um valor aproximado de e*0,5.

Enunciado: taylor(e”x, 0, erro=0.001, x=0.5)

Resultado

2 pd gt
T, =1 — 4+ — 4 —
() +m+2—+6+24
f(0,5) ~ 1,6484

Passos

+ O polinomio de Maclaurin (o polinomio de Taylor em 0):

T, (z) = Z f(’z'(o)wk, n=4
k=0 '

- As derivadas e os seus valores em a

flz)=¢" f(0)=1

f@=e L=
)= fO=1
)= =1
ORI GRS

+ Substituimos os valores das derivadas

1 1 . 1 1,

Ty(z) = 1+ﬁm+am2+§m3+aw4
ZZR -
=1 _ 1 —
+Q3+2+6+24

- O resto (o erro) na forma de Lagrange, € entre a e x:

Ry = L0 5 _ s

5! 5!

+ Procuramos o menor grau n cuja estimativa do resto em

X ndo ultrapasse o erro

M, = t?[%%)fa] O, h=lz—al=05
n=1: |R< 1’6;87 - 0,52 ~ 0,2063 > 1073
n=2: |Ry< 1’6:;87 -0,5% ~ 0,0344 > 1073
n=3: |R3 < 1’6;387 0,54 ~4,3.107% > 1073
n=4: |Ry < 1’6;87 20,5°~4,3-107* < 107°

11

o 2
0 valor aproximado: f(0,5) ~ T4(0,5) = i ~ 1,6484



Grafico

Grau: 4 .
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-3 -2 il 0 1 2 3

22 3 gt
—_T =1 Z 42
@) =1+z+ o+ + o)

0 ponto em torno do qual o polinémio aproxima a fungao:
e (0;1)
Com o cursor acima do grafico escolhes o grau — com um grau

maior o polinémio aproxima melhor a funcdo, e mais longe do
ponto.



Integrais indefinidos

A aplicagao integra com os métodos ensinados na escola e diz em cada passo o que faz. Verifica o
resultado derivando (a verificacdo é o Ultimo passo) e desenha a fungdo integranda e a primitiva.

As raizes de poténcias da variavel (¥/(x#), v(x?)) sdo reescritas como poténcias de expoente racional; um
valor absoluto (Jcos x|, V(1 - sin?x)), com a fung&o sinal sgn.

Se um integral ndo tiver primitiva elementar (como e*(-x2)), a aplicagéo di-lo e exprime-a com uma

funcao especial (erf, Si, ...).

Como introduzir

int(x e”x, x) Um integral com a variavel.

int(x”2 sin x) Sem a variavel quando s6 ha uma.

[ x*2 dx Com o sinal de integral, também a partir de uma
fotografia.

X enx Uma fungédo com o chip «Integrar».

Primitivas imediatas e substituicao

0 integral de uma soma termo a termo, as constantes fora do integral, as primitivas da tabela (também
com uma funcao interior linear) e a substituicdo quando a funcao integranda contém uma funcao
juntamente com a derivada do seu interior.



Exemplos
Termo a termo pela tabela.
Enunciado: int(3x72 - 2/x + e”x)
Resultado Grafico

2
/ 3z’ +e — Z |dr =2 +e% —2
T

Passos

+ O integral de uma soma € a soma dos integrais 5

9 .
/(3m2+617 —) dr = /31’2da¢+/‘ezda¢+/‘ff
T 2
0
+ Tiramos a constante para fora do integral: /
/3x2dac = 3fm2dm

o 23
Pela tabela de integrais imediatos: facQ dr = =

" Pela tabela de integrais imediatos: /e" dz = e* -1 -0,5 0 05 1
- Tiramos a constante para fora do integral: —_— f(z) = 3z +e — =
2 1 L
_Zde=-2{ =4 — 3w
/ 2 /a: Z F(x) = 2" +e® — 2In |z|

. 1 A fungdo integrada f e a primitiva F para C = 0 (outro C desloca-a
Pela tabela de integrais imediatos: f —dz =n|z| para cima ou para baixo). Onde f é positiva, F cresce; onde é
% negativa, F decresce.

+ Verificagdo - a derivada do resultado é a fungéo

2
integrada: («* + €” — 2In|z|) = 32 + &* — =
X



A substituicao t = x2.

Enunciado: int(2x cos(x”"2))
Resultado Grafico
/2:0 cos (w2) dx = sin (wQ) +C
Passos n ”

5
+ Tiramos a constante para fora do integral:
2z cos (2 dm:Q/mcos z?) dx A /X\ /
/ (=) (=) ° YTV \7/ /4
+ Substituicdo ¢ = 22, dt = 2z dz:
/wcos (:EQ) dx = f C(;Stdt 9 U

P

- Tiramos a constante para fora do integral:

-10
cost 1
/ dt = = /costdt
2 2
" Pela tabela de integrais imediatos: /costdt =sint -4 -2 0 2 4
_ 2
. N - sint  sin (2?) f(z) = 2z cos (a: )
Voltamos a variavel original: — = . 9
2 — F(z) = sin (z°)
- Verificagdo — a derivada do resultado é a fungao A fungéo integrada f e a primitiva F para C = 0 (outro C desloca-a
integrada: (sin (mﬁ))’ — 922 cos (:EQ) para cima ou para baixo). Onde f & positiva, F cresce; onde é

negativa, F decresce.

Integral com constantes a, b.

Enunciado: int(1/(a - bx)"3)

Resultado

[ PR S
(a — bz) 2b(bx — a)

Condigdes: b # 0
Passos

+ Pela tabela - a fungé&o interior é linear (ax + b), por isso
dividimos o resultado por a:

1 1
/ (a— bz)® = 2b(bz — a)®

+ Verificagdo - a derivada do resultado é a fungéo

integrada: ! ,* !
graca: 2b(ba — a)® - (a — bax)?

Integragao por partes

O produto de um polinémio por uma exponencial, uma funcao trigonométrica ou um logaritmo é
integrado por partes, varias vezes se for preciso; integrais como e* sin x por partes de forma ciclica.



Exemplos

Por partes duas vezes seguidas.

Enunciado: int(x”2 e”x)

Resultado Grafico

/:cze’“" dr = z%e® — 2ze” + 2¢" + C

10
Passos 8
+ Por partes (Ju'v' = uv - [uv),u = 22, v' = e, logo U’ = 2z,
6
v=e® [ 2?etdr = 2?e” — | 2zetdx
4

+ Tiramos a constante para fora do integral:

/2we$dm :Z/memdm
2/

« Porpartes (Juv' =u-v - Juv),u=2, v =¢e’, logou' =1,v =
0
e’ /meI dr = xe® — /eI dx

" Pela tabela de integrais imediatos: fe“” dz = e® -1 -0,5 0 0,5 1

2w
yes = . 2 = — r)—=x"e€e
+ Verificagdo - a derivada do resultado é a fungdo f( ) 2o . .
integrada: (z?e” — 2xe” + 261), = z%e® F(z) = a°€e” — 2ze” + 2¢
A funcdo integrada f e a primitiva F para C = 0 (outro C desloca-a

para cima ou para baixo). Onde f € positiva, F cresce; onde é
negativa, F decresce.

Fungoes racionais

Uma fungao racional é dividida se necessario, o denominador é fatorizado e a fungdo decomposta em
fragcOes parciais, que sao integradas em logaritmos e arcos tangentes.

Um denominador que no se fatoriza nos racionais (x* + 1, x> + 1) é fatorizado nos reais — cada par de
raizes complexas conjugadas da um fator quadratico sem raizes reais.



Exemplos

Decomposigao em fragoes parciais.

Enunciado: int((x + 1)/(x"2 - 3x + 2))

Resultado
rz+1

Passos

- Decompomos a fung¢do racional hum polinémio e
fragdes parciais:

1 3 2
/Ldm :f - dx
z2 — 3z 42 r—2 z-1
+ O integral de uma soma é a soma dos integrais
3 2 3 2
/ — dz:/ dw+/f—d;
z—2 =z-1 z—2 z—1
+ Tiramos a constante para fora do integral:
3 1
/ dr = 3/ ——dzx
z—2 z—2

+ Pela tabela de integrais imediatos:

1
/ de =In|z — 2|
z—2

+ Tiramos a constante para fora do integral:

/‘f 2 dm:fZ/ ! dz
rz—1 z—1

- Pela tabela de integrais imediatos:

/ ! de =In|z — 1|
z—1

+ Verificagdo - a derivada do resultado ¢ a fungdo
integrada

(BIn|z —2| —2In|z — 1) = - =

Grafico
| [
| \
| \
\
10 ‘
|
\
| \
| \
0 t f
| \
| \
| \
| \
-10 i
|
|
|
-20 |
|
| \
| \
| \
-2 -1 0 1 2 3
rz+1
— )= ——
f(@) 2 —3x+2

— F(z) =3In|z —2| - 2ln|z — 1|

A fungdo integrada f e a primitiva F para C = 0 (outro C desloca-a
para cima ou para baixo). Onde f & positiva, F cresce; onde é
negativa, F decresce.



Fatorizagao do denominador x4 + 1 nos reais.
Enunciado: int(1/(x*4 + 1))

+ O denominador ndo tem raizes reais: um multiplo da sua
derivada separado do numerador da In, o resto,

1 % completando o quadrado, d& arctg
/7d$:£arctan(\/§(m— 2 V22 *’\ff 2 — /2

Resultado

1 / oA da +
£ +1 4 (m 7\f:c+1) wf\fw+l
Passos
+ Verificagdo - a derivada do resultado é a fungao
+ Fatorizamos o denominador em R: as suas raizes integrada
complexas formam pares conjugados r, r e cada par da
um fator quadratico (x - r)(x - F) = x2 - 2:Re r'x + |r|2 sem ﬂ arctan (\/5(9: -~ Q)) L V2arctan (\/Eac +1
raizes reais: 4 4
zt+1= ($2+\/§m+1)(m27\/§w+1)
+ Decompomos a fungdo racional num polinémio e Grafico
fragdes parciais
/ 1l / V2z +2 N 22z
_—  dr=
zt + 1 4(m2+ﬂm+1) 4(:1727\558— L
+ O integral de uma soma é a soma dos integrais 0.5
/ V2z + 2 L2 Ve p /‘
G T = -
4(m2+\/§x+1) 4(3:27\@:c+1) . 0
+ O denominador ndo tem raizes reais: um multiplo da sua
derivada separado do numerador da In, o resto, 0.5
completando o quadrado, déa arctg
/ Vor +2 \/_ f 2 + /2 : ;
—_ dx + -
4( 20+ 1 z? + \/_a: +1 ‘
4 2 0 2 4
1
— m f—
f() zt+1

— F() = 2 arctan (va(- %ﬁ)) V2

A fungao integrada f e a primitiva F para C = 0 (outro C desloca-a
para cima ou para baixo). Onde f € positiva, F cresce; onde é
negativa, F decresce.

Fungoes trigonométricas

Primeiro as féormulas (sin2x = (1 - cos 2x)/2, produtos em somas), para uma poténcia impar a
substitui¢cdo t = sin x ou t = cos x, para uma fungao racional de seno e cosseno uma substitui¢cao
segundo a paridade, e a substituigdo universal t = tan(x/2) sé no fim.



Exemplos

Uma poténcia impar do seno — a substituicao t = cos x.
Enunciado: int(sin(x)”"3 cos(x)"2)

+ Verificagdo — a derivada do resultado é a fungao

Resultado cos®z  cosz’
5 3 integrada: ( — ) = cos® zsin® &
/ 2 0 in 2 d cos’T  Cos’° T 5 3
Cos" s xdxr = — -
5 3 Grafico
Passos
+ Uma poténcia impar — substituicdo ¢t = cos z, 0,4
sinz =1 — cos’z
dt = —sinzdz
0.2

/1c052 zsin® zdr = / (t4 — t2) dt
+ O integral de uma soma ¢ a soma dos integrais:
/X#;iﬂdt:/ﬂdt+f;ﬁdt 02
. t5
Pela tabela de integrais imediatos: ft4 dt = 3

+ Tiramos a constante para fora do integral:

/>Fﬁ:—/#ﬁ
-4 -2 0 2 4

: ; is imedi 2 t? — f(2) = cos® zsin® z
Pela tabela de integrais imediatos: [ t*dt = 3
cosPz costw
> e - — F(a}) = —
+ Voltamos a variavel original: b 3
5 3
t =cosz: cos’ T — costx A fung@o integrada f e a primitiva F para C = 0 (outro C desloca-a
5 3 para cima ou para baixo). Onde f € positiva, F cresce; onde &

negativa, F decresce.

Funcgoes hiperbdlicas

Integrais da tabela (Jsinh x dx = cosh x + C, [1/cosh?x dx = tanh x + C, ...), [tanh x dx pelo logaritmo da
derivada, por partes (x sinh x, arsinh x), quadrados pelas férmulas sinh2x = (cosh 2x - 1)/2, tanh?x = 1 -
1/cosh?x; o resto pela definicao através de exponenciais.



Exemplos

A férmula sinh2x = (cosh 2x - 1)/2.

Enunciado: int(sinh(x)"2)

Resultado

inh (2
/sinhgmd;v:—g—&—W—i—C
Passos

. , . cosh2a — 1
Usamos a férmula sinh> o = ———

2
; h(2z) — 1
/sinhzmdm:f%dm

+ O integral de uma soma € a soma dos integrais

(=0 D)ar [ S [0

o 1 a8
Pela tabela de integrais imediatos: 5 dr = —3

+ Tiramos a constante para fora do integral:

/ COShQ(%) da = % / cosh (2z) d

+ Pela tabela — a fungao interior é linear (ax + b), por isso

dividimos o resultado por a:
sinh (2z)

/cosh (2z) dx = 5

+ Verificagdo - a derivada do resultado ¢ a fungéo

integrada
T sinh (2z) ' _cosh@)—1 . .o
2 4 2
Raizes

Integrais com a raiz de uma funcgao linear fracionaria por substituicdo, com a raiz de um trinémio do 2.°
grau por uma substituicao de Euler, e integrais bindmios segundo as condi¢des de Tchebychev — se
nenhuma se verificar, a aplicagdo diz que o integral nao é elementar.



Exemplos

Uma substituicao de Euler.
Enunciado: int(sqrt(x*2 + 1))

+ Tiramos a constante para fora do integral:

Resultado 9 1
[Zas [La
VR 1ds= Y1 Injzd
o r = . 1
+ 2 + Pela tabela de integrais imediatos: / 3 dt =1n|t|
o . . ) 1 1
Passos Pela tabela de integrais imediatos: P dt = “op
+ Substituigcdo de Euler (tipo1) \/22 + 1 =t — 2z~ 0 + Voltamos a variavel original
integral passa a ser o de uma fungéo racional de t , R o In |.z + ‘\/272——”.‘ .
t2—1 2+1 =Kz 75 : >
= dr = dt 211 2 —z? —1)(6
TS Ty T M VE T ( )
# + 1)? e . a o
/ /22 4+ 1da = / dt + Verificagdo - a derivada do resultado é a fungéo
4t integrada

+ Tiramos a constante para fora do integral

[y ey

4¢3 4 3

- !
(”””;“#nlwgocul) _ T

- Decompomos a fungéo racional num polinémio e
fragdes parciais

(2 +1)° _/ 2 1
/ = [ (b ) dt

+ O integral de uma soma ¢é a soma dos integrais
2 1 2 1
t+ -+ = |dt= [ tdt —dt —dt
/(+t+ﬁ) /‘ +/t +/9
2

o t
Pela tabela de integrais imediatos: ftdt =5
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A fungao integrada f e a primitiva F para C = 0 (outro C desloca-a
para cima ou para baixo). Onde f € positiva, F cresce; onde é
negativa, F decresce.

- F(z) =



Limitagoes conhecidas

e Para alguns integrais, encontramos o resultado sem resolugao - a aplicagao indica-o nos passos.

e Um calculo sem resolucao que demora demasiado é interrompido — a aplicagao indica-o.



Integrais definidos e as suas aplicagoes

A aplicagdo calcula um integral definido pela férmula de Barrow (Newton—-Leibniz) e desenha a drea sob
o grafico — a parte acima do eixo x de outra cor que a de baixo. Também trata integrais improprios e
aplicagdes: area, comprimento de curva, volume e area lateral de um sélido de revolugao, também para
curvas paramétricas e em coordenadas polares.

Integral definido

A aplicagao encontra a primitiva como no integral indefinido e substitui os limites. Com uma
substituicao, transforma logo os limites. Se o integral nao tiver primitiva elementar, calcula-o
numericamente.

Como introduzir

int(x*2, x, 0, 3) Um integral com a variavel e os limites.
\int_{@}*{\pi} \sin x\,dx A partir de uma fotografia ou em LaTeX.
X"2 Uma fungao com o chip «Integrar» — escreva os

limites nos campos.



Exemplos

Uma substituicao com os limites transformados.

Enunciado: int(3x*2 cos(x"3), x, 0, 1)
Resultado Grafico

1
f 322 cos (:1:3) dr = sinl ~ 0,8415
0

Passos o S~ /\

- Tiramos a constante para fora do integral:
/3902 cos (1‘3) dr = 3[:1:2 cos (.7;3) dz 2

+ Substituicdo t = 2%, dt = 322 dx:

/w2 cos (2173) dr = f co;t dt N

- Tiramos a constante para fora do integral: -6

t 1
/COS dt = —/Costdt
3 3

" Pela tabela de integrais imediatos: fcostdt =sint

0 0,5 1
2 3
— f(z) = 3z" cos (z°)
- Com a substituigdo, recalculamos também os limites —
n&o é preciso voltar a variavel original: acima do eixo x (+) abaixo do eixo x (-)

z=0=1t=0, z=1=t=1 0 integral definido é a area entre o grafico e o eixo x — a parte
acima do eixo conta positivamente, a parte abaixo negativamente.

+ A formula de Newton-Leibniz, F(b) - F(a)

1
/ 327 cos (27) dw = [sint]é =sinl —0=sinl
0

Integrais improprios

Um limite infinito ou uma fungao nao limitada sao tratados com um limite da primitiva, e a aplicagéao diz
se o integral converge ou diverge. Se esse limite nao puder ser calculado, decide por um critério de
comparagao.



Exemplos

Um limite superior infinito.

Enunciado: int(1/x*2, x, 1, o0o0)

Resultado

1
1

Passos

o 1 1
Pela tabela de integrais imediatos: / o dr = -

« Um integral impréprio — num limite infinito e onde a
fungdo nao é limitada tomamos o limite da primitiva. Os
limites s&o finitos, o integral converge

[ o=t (-1) ~-n=0- (=1

Uma fung¢ao nao limitada no limite inferior.

Enunciado: int(1/sqrt(x), x, @, 1)

Resultado

|
—dxr =2
/o\/5

Passos

0 1
Pela tabela de integrais imediatos: / ﬁ dz = 2+/z

- Um integral impréprio — num limite infinito e onde a
fungdo nao € limitada tomamos o limite da primitiva. Os
limites s&o finitos, o integral converge

1
1
——de=2— lim 2/z=2-0=2
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0 integral definido é a area entre o grafico e o eixo x — a parte
acima do eixo conta positivamente, a parte abaixo negativamente.
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0 integral definido € a area entre o grafico e o eixo x — a parte
acima do eixo conta positivamente, a parte abaixo negativamente.



Area sob uma curva e entre curvas

A area entre um grafico e o eixo x, ou entre duas curvas, é calculada como o integral do médulo da
diferenca — as partes acima e abaixo contam ambas como positivas. Nao precisa de indicar os limites:
sao encontrados como os pontos de intersegao das curvas.

Como introduzir

area(x”2, Xx) A area entre duas curvas, limites a partir dos pontos
de intersecao.

area(sin x, @, pi) A area entre uma curva e o eixo x num intervalo.

X2 Uma fungéo com o chip «Integrar» — «Area entre
curvas», escreva a segunda curva e os limites nos
campos.



Exemplos

A area entre uma parabola e uma reta.
Enunciado: x*2  Area entre curvas, segunda curva x

+ A formula de Newton—Leibniz, F(b) - F(a)

Resultado ) .
3 2 1 1
1 /(7z2+x)dm:{fx—+$—} =—-—0==
S == 0 3 2], 6 6
Grafico
Passos 14
+ Os limites sédo as intersegdes das curvas:
22=z=>zx=0z=1 12

- A drea entre as curvas (as partes acima e abaixo contam

b
positivas), S = / f(z) — g(z)| dx: 1

1
S:f ‘xz—az‘dx
0

08
+ A expressdo em médulo ndo muda de sinal no intervalo
- retiramos o médulo por ele:
1 1 0,6
/ ‘wzfm‘dm:/ (71'2+;1:)da:
0 0
+ Ointegral de uma soma € a soma dos integrais: 0,4
/‘(79:2+z)d;c = ffa:gder/-md:v
) ) 0.2
+ Tiramos a constante para fora do integral:
/7w2dm = 7/m2dm
0
o 3 x3
Pela tabela de integrais imediatos: ffv dr = 3
9 0,2

0 x
Pela tabela de integrais imediatos: facda: =5

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
—_ f(z) =2"
— g(z) ==

A regido sombreada - a sua area é o resultado (as partes acima e
abaixo do eixo contam positivas).

Comprimento de uma curva

O comprimento de um gréafico num intervalo é calculado pela férmula | = [V (1 + f'2) dx. A aplicagdo tenta
simplificar a raiz (numa semicircunferéncia obtém-se o arco seno); quando o integral ndo tem primitiva
elementar, o resultado é numérico.

Como introduzir

comprimento(x~(3/2), 0, 4) O comprimento da curva num intervalo.



Exemplos

O comprimento de uma semicircunferéncia.

Enunciado: sqrt(1 - x*2) Comprimento de curva, limites -1 e 1

Resultado Grafico

| =7~ 3,1416

Passos

+ O comprimento da curva

l—/\/1+(f -

li/ Vl+ 17m2 ./ m U

0,5

-1 -0,5 0 0,5 1
+ Pela tabela de integrais imediatos: —_— 2
fle)=vi-=
————dx = arcsinz . i
1— 22 0 arco realgado — o seu comprimento € o resultado.

+ Um integral improprio — num limite infinito e onde a
fungdo nao é limitada tomamos o limite da primitiva. Os
limites s&o finitos, o integral converge

| . ) ) . w
dx = lim arcsinz — lim arcsinz = —
_ 2 T—1 -1 2

Volume de um sdélido de revolugao

0 volume de um sélido de revolugao em torno do eixo x é calculado pela férmula V = 1t[f2 dx (entre duas
curvas, por anéis), em torno do eixo y pelo método das cascas cilindricas. A aplicacdo mostra também o
s6lido em 3D - rode-o com o dedo.

Como introduzir

volume(sqrt(x), 0, 4) O volume do sélido obtido por rotagdo em torno do
eixo X.

volume(x”2, @, 2, y) Rotagao em torno do eixo y.



Exemplos

Um paraboloide de revolugao.

Enunciado: sqrt(x)  Volume de um solido, limites 0 e 4

Resultado

V = 87 ~ 25,1327

Passos
» O volume do sélido de revolugdo em torno do eixo x,
b 4 4
V:T{'/ fz(x)dmZV:ﬂf (\/E)Qd.’c:ﬂ'f xdr
a 0 0

0 22
Pela tabela de integrais imediatos: /wdm =5

- A férmula de Newton-Leibniz, F(b) - F(a):

4 974
T
/ Bk = |:?} ==0= A regido sombreada roda em torno do eixo x = da o sélido acima;
0 0 roda-o com o dedo.
+ O valor do integral vezes a constante a frente: Grafi
Ven 8 —8 rarico
Sélido de revolugao 2
1
0
0 1 2 3 4

Area lateral de um sélido de revolugao

A drea lateral é calculada pela férmula S = 2nt[fV (1 + f'2) dx; o produto sob a raiz simplifica-se muitas
vezes (numa esfera obtém-se uma constante).

Como introduzir

superficie(sqrt(4 - x*2), -2, 2) A area lateral por rotagdo em torno do eixo x.



Exemplos

A superficie de uma esfera de raio 2.

Enunciado: sqrt(4 - x*2) Superficie de um sélido, limites -2 e 2

Resultado

S = 167 ~ 50,2655

Passos

- A area lateral do sélido de revolugdo em torno do eixo x

T
4—a

b
S = 27r/ f@1+ (f(z)dz, f(z)=—

Va4 —z?

-
2

2 2 2
Sfor[ V4 — z? 1+(7 x ) dwz?wf
_9 —

- Pela tabela de integrais imediatos: f2 dr = 21 A regido sombreada roda em torno do eixo x — dé o sélido acima;
roda-o com o dedo.

+ AfS la de Newton—-Leibniz, F(b) - F(a): o
2ormua e Newton-Leibniz, F(b) - F(a) Grafico

/ 2dz = [22]°, =4 — (—4) =8

2

- O valor do integral vezes a constante a frente:
S =2m-8 =167

Sélido de revolugao 1

— f(z) = V4 — z?

Curvas paramétricas e em coordenadas polares

Escreva uma curva x = ¢(t), y = Y(t) em duas linhas, e uma curva em coordenadas polares como r =
p(). O chip «Integrar» oferece entdo a area, o comprimento, o volume e a superficie; os limites do
parametro sdo opcionais (sem eles, de 0 a 2m). O volume e a superficie sdo calculados rodando em
torno do eixo x a parte da curva acima do eixo.

Como introduzir

X =t - sin(t) Uma curva paramétrica em duas linhas.
y =1 - cos(t)

r =1 + cos(phi) Uma curva em coordenadas polares (também r*2 = ..
para uma lemniscata).



comprimento(x=cos(t)”3, y=sin(t)”"3, t,
0, 2pi)

Exemplos

A area sob um arco de cicloide.

Enunciado: x = t - sin(t)

y =1 - cos(t) Area

Resultado

S = 3 ~ 9,4248

Passos

+ As derivadas em ordem ao parametro:
2'(t) =1—cost, y'(t)=sint

+ A drea sob uma curva paramétrica (dentro de uma curva

8
fechada) parat € [0, 27|, S = / y(t) ' (t) dt
a

S =

2w
/ (72cost+cos2t+ 1) dt'
0

+ O integral de uma soma é a soma dos integrais

/(—2cost+0052t+1)dt:fldt+f—2005tdt—

* Pela tabela de integrais imediatos: / 1dt =t
+ Tiramos a constante para fora do integral:

/—2C05tdt:—2fcostdt

* Pela tabela de integrais imediatos: /costdt =sint

5 5 1+ cos2t
Usamos a férmula cos®t = ——

2
/COS2tdt: f (COS (2¢) + 1) dt
2 2

+ O integral de uma soma € a soma dos integrais

o 1
Pela tabela de integrais imediatos: / 3 dt = —

A forma escrita com o parametro e os limites.

/<c052(2t) +%) dt:f%dt+/0052(2t) dt

t
2

+ Tiramos a constante para fora do integral:

f o (20) 4y 1 / cos (2t) dt

+ Pelatabela - a fung&o interior € linear (ax + b), por isso

in (2¢
dividimos o resultado por a: w

/ cos (2t) dt =

+ A formula de Newton-Leibniz, F(b) - F(a)

sin (2t

27 3t
/ (72cost+coszt+l)dt: [572Sint+
0



Grafico
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A curva dada parametricamente (ou em coordenadas polares),
desenhada para os limites escolhidos do parametro.

O comprimento de uma cardioide.

Enunciado: r = 1 + cos(phi) Comprimento de curva

Resultado - Tiramos a constante para fora do integral
=28 /72cos (f) dtp:72‘/cos (f) dy
2 2
Passos + Pela tabela - a fungdo interior € linear (ax + b), por isso

dividimos o resultado por a:

/COS (f) dy = 2sin (f)
+ O comprimento de uma curva em coordenadas polares 2 2

3
para ¢ € [0, 27, = / - /pQ(tp) 4+ P’Q(@) dep + A férmula de Newton-Leibniz, F(b) - F(a)
2 . 2 /%2 (£)a asin (2)] =0 (—q
g s —2cos | — (p:{f sm(f)] =0—-(—-4)=:
l:/ \/(costp+1)2+(fsin(p)2dtp:f 2|cos (( - 2 2/ 1
0 0

+ Somamos os valores das partes:

- As derivadas em ordem ao parametro: p'(y) = —siny

+ Dividimos o intervalo nos zeros das expressdes em o )
modulo () e em cada parte retiramos o modulo pelo / 2|cos (5) ‘ dp=4+4=8
0
sinal

2m m 2T
/ 2|cos (f)‘dtp:f 2 cos (f) dip+/ —2cos
0 2 0 2 g
+ Tiramos a constante para fora do integral

/2005(2) dtpz?/cos(g) e

+ Pela tabela — a fung&o interior é linear (ax + b), por isso
dividimos o resultado por a:

[ oo (5)as =25 (2)

- A férmula de Newton—-Leibniz, F(b) - F(a)

/(; 2 cos (g) dp = {4sin (g)];r:4,0:4



Grafico
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A curva dada parametricamente (ou em coordenadas polares),
desenhada para os limites escolhidos do parametro.

Curvas dadas por uma equagao

Para uma equacgdo em x e y (x® + y3 = 3xy), o chip «Integrar» oferece a area, o comprimento, o volume e a
superficie. Sem limites, usa toda a curva fechada: a circunferéncia e a elipse na forma paramétrica com
cos e sin, um lago que passa pela origem (o félio de Descartes) pelas retas y = tx — a area do laco entao

exatamente a partir dos setores, o0 comprimento, o volume e a superficie numericamente. Com limites
em X, usa o ramo superior y = f(x).

Como introduzir
X3 + y*3 = 3xy Uma curva fechada - o chip «Integrar» sem limites.

yr2 = x"3 Uma curva nao fechada — o chip «Integrar» com
limites em x (o ramo superior y = x*(3/2)).



Exemplos

A area do lago do folio — pelas retas y = tx e pelos setores, S = 3/2.

Enunciado: x*3 + y~3 = 3xy Integrar - Area

Resultado

g=2
2

Passos

- O lago que passa pela origem na forma paramétrica
pelas retas y = tx — substituimos na equacéo e isolamos
X

3t 3t2

= = B= = =
g sr1 YT

t € (0; oo)

+ A area do lago somando os setores a partir da origem: S
=Tf(x'y' - y'x') dt, e sobre aretay = tx, x'y' - y'x' = x?

1 [~ > 9¢2
S = -f oﬂ(t)dt:f ——dt
2 Jy 0 2(2&3 + 1)
+ Tiramos a constante para fora do integral
9t2 9 2
[
2(£ +1) 2/ (#+1)
+ Substituigdo u = 3 + 1, du = 3t2 dt:
2 1
/ﬁdt :f—Qdu
(£ +1) 3u
+ Tiramos a constante para fora do integral:

1 1 1
/mdu:gf?du

—x3+y3:3a:y
I
S

Toda a curva dada pela equacgao; destacada a parte usada no
calculo.

Limitagoes conhecidas

o 1 1
Pela tabela de integrais imediatos: f = du = -
u

1 1

Voltamos & variavel original: —5— = —

Ju m

+ Um integral impréprio — num limite infinito e onde a

fung¢do n&o é limitada tomamos o limite da primitiva. Os
limites sao finitos, o integral converge

/‘x o 3 ( 3)
—_— = lim —_—— - —_— =
o 2(8+1)° i=oo \ 288 +1) 2

Grafico

2,5

« O comprimento de y = ¥x (e de curvas semelhantes) s6 é calculado numericamente — conduz a um

integral eliptico, que ndo tem primitiva elementar.

e Nas curvas paramétricas e polares ainda faltam a area colorida e o so6lido em 3D; rotagdo sé em torno

do eixo x.

e Rotagao em torno do eixo y s6 para uma regido de um lado do eixo.

e Nas curvas implicitas sem limites s6 sdo suportadas a circunferéncia, a elipse e um lago que passa

pela origem; rotagao s6 em torno do eixo x.



Séries infinitas

Numa série numérica, a aplicagao verifica primeiro a condigdo necessaria de convergéncia e depois
escolhe um critério conforme a forma da série — série geométrica, X 1/n?, critério da razao, da raiz, de

comparagao por passagem ao limite, do integral ou de Leibniz; numa série alternada distingue

convergéncia absoluta e simples. Quando possivel, soma a série. O grafico mostra os termos e as

somas parciais.

Séries numéricas

A aplicacdo encontra a soma de séries geométricas e telescépicas (de Mengoli), de séries = P(n)q" e de
séries conhecidas (X 1/n2 = 1t?/6); caso contrdrio, calcula-a numericamente. Uma soma finita calcula-se
como na escola — telescépica, aritmética, geométrica, sendo termo a termo. Também se resolve uma
equacao com a soma de uma série geométrica, verificando a condigao de convergéncia |q| < 1.

Como introduzir

soma(1/n"2)

soma(1/n”*2, n, 1, 00)

\sum_{n=1}*{\infty} \frac{1}{n”2}

1/n"2

soma(2k+1, k, 1, 100)

O termo geral; o indice n a partir de 1 (também sum).
Com o indice e o valor inicial.
A partir de uma fotografia ou em LaTeX.

O termo geral com o chip «Série» — escreva o indice
inicial no campo.

Uma soma finita — com o indice, o limite inferior e o
superior.



Exemplos

A série X 1/n2? — converge, a soma é 1n2/6.

Enunciado: sum(1/n”2)

Resultado Grafico

A série converge.

0o .......ooounooooocooo
1 w2 15 oo
Y = ~1,6449 .
n 6 y
n=1
1 e
Passos
+ A condigdo necessaria de convergéncia verifica-se
o1
(sozinha n&o decide): lim — =0
n—00 T 0,5
o0
'A"Zl'dt' 3 1/na 2>1
série — é do tipo n‘pcomp=2>1-
o) p p P °
n=1
°

CONVETGCS 0 — 9900000000000 0000000000000e
° P . > 1 ﬂ—Q

A soma de uma série conhecida: Z 26 5 10 15 20 25 30

n=1
® termos a_n @ somas parciais s_n a soma

Os pontos sdo os termos a_n e as somas parciaiss_n=a_1+ .. +
a_n. Se a série converge, os termos tendem para zero e as somas
parciais para a sua soma.



O critério de Leibniz — converge simplesmente.

Enunciado: sum((-1)~(n+1)/n)

o0 n+1
o -1
Resultado Concluséo: a série Z ——~ converge, mas néo
;. ~ n=1
A série converge, mas nao absolutamente (pelo critério de Leibniz).
absolutamente. . gy
00 ( 1)n+1 A soma de uma série conhecida:z B In2
— =1
Y =1n2~0,6931 '
n e
n=1 Grafico
Passos 1 e
+ A condigdo necessaria de convergéncia verifica-se ? e
(71)n+1 ° 2 % 0 0 0 e 0 o 0 o o
(sozinha ndo decide): lim — 2 =0 Y & ¢ ¢ €7 90 e e e
n—od n o
05 —®
+ Os termos tém sinais diferentes — primeiro a
convergéncia absoluta O
)[R e,
- n ® ® o 0000 0 o
et =t ¢ e o 0 ® 00 0 oo s
[ )
+ A série harmonica diverge — os termos agrupados por a °
poténcias de dois, cada grupo pelo menos 1/2
1 1 1 1 1 1 1 ]
14+ = 4z 444z o> 142 05 e
+2+(3+4)+(5+6+7+8>+ +;
1 1 5 10 15 20 25 30
* Critério de Leibniz: |a_n| = — decrescee lim — =0-a
W =D ® termos a_n ® somas parciais s_n a soma

série converge.
Os pontos sdo 0s termos a_n e as somas parciaiss_n=a_1+ .. +

a_n. Se a série converge, os termos tendem para zero e as somas
parciais para a sua soma.

O critério da razao e a soma.

Enunciado: sum(n/27n)

Resultado Grafico

A série converge.

2 660000000000 00000-00000-0
00 P
n 9 ®
2 : omn o .
n=1 1,5
°
Passos
1 e
- A condicdo necessaria de convergéncia verifica-se
n
sozinha nao decide): lim — =0
( ) n—+00 2"‘
e S T - 05 ee
« Critério da razéo (d’Alembert) — a série converge. °
. @ n+1 1
lim —% = lim =--<1 0.
n—oo  Qy n—oo n 2 LS
0 ————————20.0.0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0
+ Uma série T P(n)-q" somada derivando a série
o0
Ao 4q 5 10 15 20 25 30
geomeétrica: an" =——QF, §=2
n=0 (-9 ® termos a_n ® somas parciais s_n asoma

Os pontos sdo os termos a_n e as somas parciaiss_n=a_1+ .. +
a_n. Se a série converge, 0s termos tendem para zero e as somas
parciais para a sua soma.



A condigao necessaria nao se verifica — a série diverge.

Enunciado: sum(n/(n+1))
Resultado
A série diverge.

Passos

» A condigao necessaria de convergéncia nao se verifica:
. n
Im —— =1#0
+1

n—oo N

Grafico

20 o

10 ®

{ ]
.s............................

5 10 15 20 25 30

@ termos a_n @ somas parciais s_n

Os pontos sdo 0s termos a_n e as somas parciaiss_n=a_1+ .. +
a_n. Se a série converge, os termos tendem para zero e as somas
parciais para a sua soma.

Soma telescopica — ficam o primeiro e o ultimo termo.

Enunciado: sum(sqrt(2i+1) - sqrt(2i-1), i, 1, 60)

Resultado
60
Y (V2i+1-+v2i-1) =10

=1

Passos

+ Soma telescopica — os termos vizinhos cancelam-se,

ficam so o primeiro e o dltimo:
60

Y (V2i+1-v2i-1)=11-1=10

i=1



Equagcao com a soma de uma série geométrica.
Enunciado: sum((2”x)*n, n, 1, oo) = 1
Resultado
z=-—1

Passos

+ A série é geométrica de razdo g = 2" e converge para

= ay 2
e 2 : 2%)" = =
\2\<1,asuasoma.2( ) T—s 1 oe
n=1
: 2
Resolvemos: 1o = 1l = ==l
o 1
z = —1 cumpre a condigdo de convergéncia: 2 <1

Séries de poténcias

Numa série de poténcias, a aplicagao encontra o raio de convergéncia pelo critério da razao, estuda os
extremos como séries numéricas e indica o intervalo de convergéncia; quando possivel, também a
soma. O grafico mostra as somas parciais com um cursor para o numero de termos.



Exemplos

O intervalo de convergéncia [-1, 1].

Enunciado: sum(x~n/n)

Resultado Grafico
e [_1’ 1) Termos: 5 -——‘
Passos
+ O raio de convergéncia R = 1 pelo critério da razao 20
fim (22| i |2 ': 2| <1
n—oo | Qy n—oo |M+ 1 s

(="
converge, mas
te 10

o0
O extremo x = —1: a série Z

n=1
ndo absolutamente (pelo critério de Leibniz).

O extremo x = 1: a série i — diverge pelo °
r=1 2y gep
agrupamento dos termos da série harmdnica. T
- O intervalo de convergéncia: z € [—1, 1) 7
-1 0,5 0 05 1
215 ol 713 12 pll 10
— gR@) === =TT I =
e TR VI T I T TRy

Escolhe o nUmero de termos com o cursor — as somas parciais
aproximam-se da soma apenas dentro do intervalo de
convergéncia.

Série de Taylor

A série de Taylor de uma fungao é obtida a partir de desenvolvimentos conhecidos (e sin x, In(1 +x), ...)
por substituicao, e a aplicacao determina o seu intervalo de convergéncia.

Como introduzir

taylor(e”x, @, 00) A fungao, o ponto e oo em vez do grau; ou o chip
«Polinémio de Taylor» — «Série».



Exemplos

A série de In(1 + x) e o seu intervalo de convergéncia.

Enunciado: taylor(ln(1 + x), @, o0o0)

Resultado

= (1)

ln(m+1):Z—, x € (-

n
n=1

Passos

+ Do desenvolvimento conhecido

= (=1)"un
ln(1+u):z%comu:z:

n=1

00 -1 n+l ..,
n(z+1)=Y ()Tm

n=1

-+ O raio de convergéncia R = 1 pelo critério da razédo

a
lim | =} = lim |- =z <1
n—oo | Gy n—00 n+1
o0
0 ext 1: a série » L !
extremo x = — 1. a serie — — dlverge pelo
. diverge p

n=1
agrupamento dos termos da série harménica.

-1 n+1

[s @)
O extremo x = 1. a série Z (7

- converge, mas

n=1
nao absolutamente (pelo critério de Leibniz).

+ Olintervalo de convergéncia: = € (—1, 1]

Grafico

Termos: 5 _.

-1 -0,5 0 0,5 1
— s(z) =Iln(z+1)
— gEes === +8
Escolhe o nimero de termos com o cursor — as somas parciais

aproximam-se da soma apenas dentro do intervalo de
convergéncia.



Séries de Fourier

A aplicacdo constréi a série de Fourier de uma fungcdo num intervalo tomado como um periodo (sem
indicagdo, em [-T, 1)), ou a série de senos ou de cossenos de uma fungédo em [0, L]. A fungdo também
pode ser definida por ramos.

Calcula os coeficientes por integrais com toda a resolucdo (por partes com o pardmetro n), substitui sin
nmt = 0 e cos nmt = (-1)" e aproveita a simetria das fungdes pares e impares. Nos pontos de
descontinuidade determina a soma da série pelo teorema de Dirichlet e, substituindo um ponto e com a
identidade de Parseval, deduz somas de séries numéricas (como X 1/n2 = 12/6). O grafico mostra o
prolongamento periddico da funcéao e as somas parciais com um cursor.

Como introduzir

fourier(x”*2, -pi, pi) A fungao e o intervalo.

fouriersin(x, 0, pi) A série de senos (fouriercos — a de cossenos).

-1, -pi < x< @ Uma funcgao definida por ramos, linha a linha, com o
1, @ < x < pi chip «Série de Fourier».

X"2 Uma funcdo com o chip «Série de Fourier» — ai

escolhe o tipo de série e o intervalo.



Exemplos

Uma fungao par — s6 cossenos; as somas X 1/n2 e X 1/n4.

Enunciado: fourier(x”2)

Resultado

f(x) = %2 —I—Z%cos(nx),

Passos

+ Ointervalo [—m, 7| é um periodo: T = 2, meio periodo
| = 7. Procuramos a série com os coeficientes

f(z) ~ % + 3" (a, cos (nz) + b, sin (n))

n=1
1 s
ag = %/ f(z)dz

a, = ! /T f(&) cos (nz) de

s

by = %/_: f(z)sin (nz) dx

+ Afungdo é par, f(—) = 2? = f(z), por isso os
coeficientes dos senos sdo nulos e basta calcular os
outros sobre metade do intervalo

b, =0
ag = %/0“ fz)de
a, = %/O/-f(m) cos (nz) dx

Substituimos os limites: ag = —
m

- Por partes (fu'v' = u-v - fu"v),u = z2, v' = cos (nz), logo u

. 2 [T
0O coeficiente @o; ag = — / 2% dx
m™Jo

o 23
Pela tabela de integrais imediatos: /wQ dx = 3

3

2 [x3]" 2m2
3

0

T
* Al 2
O coeficiente @n: a,, = ;_/. z* cos (nz) dz
0

- 9z, y = 90 (nz)
n
/$2 cos (n) dz z?sin (nz) / 2z sin (nx) e
n n

+ Tiramos a constante para fora do integral:

2 si 2
/ Zzsin (nz) de = — /xsin (nz) dx
n

n

+ Por partes (Juv' = u-v - fu"v),u = Z,v' = sin (nx), logo u' =

e (nz)
n
/wsin (nz)dz = reos (n2) — / o8 (na) dx
n n

+ Tiramos a constante para fora do integral:

/7wdw: f%/cos(nm)dm

+ Pela tabela — a funcao interior € linear (ax + b), por isso

dividimos o resultado por a: | cos (nz)dz = sin (ne)



n

Para n inteiro, sinnm = 0, cosnm = (—1)

Substituimos os limites

2 [a2?sin (nx) N 2z cos (nx)  2sin(nx)]” 4
" n n? n? B

0

Substituimos os coeficientes na série

s(z) = %2 + Z 4(;21) cos (nx)

n=1

A extensdo periodica da funcdo € continua, por isso pelo
teorema de Dirichlet a soma da série é f(x) para
x € [—m, 7

Substituindo x = 0 obtemos a soma de uma série
numeérica

D P

n? 12

n=1 n=1

Substituindo * = T obtemos a soma de uma série
numeérica
2 i o0 2
T 4 9 1 s
s(ﬁ):§+zlpz7r = ZTZE
p—

n
n=1

Da identidade de Parseval obtemos

2 (", a? =

- der = '} 2 bZ
Wfof(w)m 2+n§:1(an+n)
2t 2wt Z“ 16 Z”“ 1 ot

_— = — _— :> _— -
5 9 & — nt = nt 920

Grafico

Termos atén =3 *

10

8

6

4

2

0 =

6 -4 2 0 2 4

— f(@)
— s3(x)

A fungéo € estendida periodicamente. Com o cursor acrescentas
termos da série — as somas parciais aproximam-se da funcéo;
num salto ultrapassam-na (fenémeno de Gibbs) e passam pela
média dos dois lados, marcada com um ponto.

Uma fungao definida por ramos — saltos e o fenémeno de Gibbs.

Enunciado: -1, -pi < x < @



1, 0 < x < pi Série de Fourier

Resultado
f(z) = kz; ( 2k ) sin ((2k — 1)z)
Passos

+ Ointervalo [—, ™| é um periodo: T' = 2, meio periodo
| = 7. Procuramos a série com os coeficientes

f(z) ~ % + 3" (a, cos (nz) + b, sin (n))

1 ™
ag = %/: f(z)de

%/:: f(z) cos (nz) dx
%/:: f(z)sin (nz) dz

Qap

by

A funcdo é impar, f(—x) = —f(), por isso o termo
constante e os coeficientes dos cossenos s&o nulos e
basta calcular os dos senos sobre metade do intervalo

a=a,=0

- %fow f(z) sin (nz) do

2 (™.
0O coeficiente b,: b, = - / sin (ne) dx
0

= 4( 1)k+1 ( 1 k+1 =
s(3) = gw@k Z 2%k —1
- Da identidade de Parseval obtemos
2 [T ag = 2
;/of(m)dm:5+§(a +b2)
= 16 = 1 7r2
A= =
; 72 (2k — 1)2 ; (2k—1)? 8
Grafico

Termos atén=5

Pela tabela - a fungao interior € linear (ax + b), por isso
dividimos o resultado por a:

/Sin (nz)dz = _@

- Paraninteiro, sinnm =0, cosnm = (—1)"

Substituimos os limites
b — 2 [ cos(nm)}ﬁ 2-2(-1)"
0

n —
U n nm

Substituimos os coeficientes na série:

s(z) = Z # sin (nz)

Os termos com n par sd@o nulos - ficam so6 os n impares,
n=2k-1

o0 4 )
= g m sin ((2k — 1)x)

+ Pelo teorema de Dirichlet a soma da série é f(x) para
2 € (—m, 0) U (0, 7); num ponto de descontinuidade é
a média dos limites laterais
- —7t 1+ (-1
s(-m) = o(m) = LEIETD 12D g
0- 0+ -1+1
PO E (G e

T
Substituindo z = 3 obtemos a soma de uma série

numeérica

6 -4 2 0 2 4 6

— f(z)
— s5(x)

A fungéo é estendida periodicamente. Com o cursor acrescentas
termos da série — as somas parciais aproximam-se da fungéo;
num salto ultrapassam-na (fenémeno de Gibbs) e passam pela
média dos dois lados, marcada com um ponto.



Uma sériede senoseasomal -1/33+1/5% - . =n3/32.

Enunciado: fouriersin(x*(pi - x), 0, pi)

Resultado

- 8
| = ———sin((2k — 1)z
fla) =3 o —ein((=1)
Passos

+ Estendemos a funcgéo de [0, 7| de forma impar e depois
periddica (T = 27) - resulta a série de senos

f(x) ~ > b, sin (nz), onde

n=1

b, = %f(: f(z)sin (nz) de

. 9 [m )
0 coeficiente b,: b, = - / z(m — z) sin (nx) d
0

+ Por partes (Juv' = u-v - fu"v),u = (T — ), v' = sin (nz),

|ogou':ﬂ'72$’\/=7m
n
/wh,mhmﬁmmmzfﬁiiﬂfﬂfﬂ, (22
n

- Tiramos a constante para fora do integral

/wdz:%/@wfﬂcos(nm)dz

n

- Por partes (Ju-v' = u-v - [u'v),u = 2z — 7, V' = cos (nz),
|ogou':2avz M
n

(2z — ) sin (nx) 7/'2si

7

/(235 — @) cos (nz) de =

+ Tiramos a constante para fora do integral:

25i 2
[P0 gy 22 [ ) e
n

n

+ Pela tabela — a funcao interior € linear (ax + b), por isso

dividimos o resultado por a:

/sin (nz)dx = 7%

- Para n inteiro, sinnm =0, cosnm = (—1)"

+ Substituimos os limites

by =~ .

2 [.7;2 cos (nz)  mzcos (nx) N (m — 2z) sin (na’
m

T n n

+ Substituimos os coeficientes na série:

s(x) = Z % sin (n)

+ Os termos com n par sdo nulos — ficam sé os n impares,

n=2k-1
o0 8 .
s(x) = g T sin ((2k — 1))

k=1

+ A extensdo periédica da fungdo é continua, por isso pelo

teorema de Dirichlet a soma da série é f(x) para
z € [0, 7]

T
* Substituindo © = 3 obtemos a soma de uma série

numeérica



z ig k+1 77? ii kﬂ ﬂj
2 m(2k —1)° 4 = 2k—1) 32

k=1 1

: 2 (", =
— < d :§ b?
Da identidade de Parseval ﬂ.[o fi(z)dz n

n=1
obtemos
™ 64 = 1 6
B2 2or_1) 2(21%1)6 960
k=1 k=1
Grafico

Termos atén=5 —‘

Limitagoes conhecidas

» Uma fungdo néo limitada (como In x em [0, 2mt]) ndo pode ser desenvolvida - a série divergiria no

ponto onde a fungao cresce sem limite.

» Quando os coeficientes conduzem a um integral sem primitiva elementar (In x em [1, 3]), sdo
eXpressos com o seno e 0 cosseno integrais.

-6 -4 2 0 2 4

— f(z)
— s5(x)

A fungéo é estendida periodicamente. Com o cursor acrescentas
termos da série — as somas parciais aproximam-se da fungéo;
num salto ultrapassam-na (fenémeno de Gibbs) e passam pela
média dos dois lados, marcada com um ponto.



Equacoes diferenciais

A aplicagédo resolve equacdes diferenciais ordinarias de primeira ordem: de varidveis separaveis,
lineares, exatas, homogéneas (y' = f(y/x)), de Bernoulli e equagdes y' = f(ax + by + ¢). Reconhece o tipo
sozinha e mostra o procedimento como na escola — separagao de variaveis, variagao da constante ou
fator integrante, substituicao, fungao potencial de uma equacgao exata. Os integrais do procedimento
tém os seus proprios passos.

Ordens superiores: equacgoes lineares com coeficientes constantes de qualquer ordem pela equacgao
caracteristica (também raizes multiplas e complexas), uma solugdo particular pelo lado direito especial
(também ressonéancia e soma de lados direitos) ou por variagdo das constantes, um problema de valor
inicial em zero também pela transformada de Laplace (chip «Método»). Além disso a equagao de Euler
com x = e,y = f(x) por integracdes sucessivas e a reducdo da ordem — quando faltay (p =y') ou x (y' =

p(y)).

A equacdo y' = y-(a(x):In y + b(x)) torna-se linear com a substituicdo z = In y. Uma equacao linear de
segunda ordem com coeficientes varidveis é resolvida quando se consegue adivinhar uma solugao (x,
e, ...): a segunda, reduzindo a ordem (d'Alembert), e o lado direito por variagdo das constantes. A ordem
também é reduzida em mais de um (p = y'™ com uma equacgéo de segunda ordem em p). Com
parametros, os casos sao distinguidos: um oscilador amortecido pelo sinal de 62 - w?
(sobreamortecido, critico, subamortecido), uma ressonancia (y" + w2y = cos 2t para w = 2) e o sinal de
uma constante de que depende o integral (y" = 2yy'). A transformada de Laplace resolve também um
problema de valor inicial num ponto diferente de 0 (deslocamento T =t - t;) € com pardmetros.

O resultado é a solugdo geral com uma constante C, nas ordens superiores com constantes C4, Cy, ...
(explicita, ou implicita onde ndo pode ser explicita); com condicdes, a solugdo que as satisfaz - iniciais
e de fronteira, incluindo os casos «sem solugao» e «infinitas solu¢gdes». Também encontra as solugdes
constantes perdidas ao dividir. Cada solugao é verificada substituindo-a na equagao. Na primeira ordem
o grafico mostra o campo de diregdes e solugdes para diferentes C, nas ordens superiores solugdes
para diferentes constantes; numa equacgao auténoma de segunda ordem (sem x) um seletor mostra
também o plano de fase (y, y').

Como introduzir

y' = x*y A derivada com linha.

dy/dx = x y”2 Notagao de Leibniz — indica também a variavel
(dm/dt, dT/dt).



\frac{dy}{dx} = \frac{y}{x} + x

(2xy + 6x)dx + (x*2 + 4y~3)dy = @

y' =y"2 +1, y(@) =1

dm/dt =m + 2, m(9) = 0

y'' - 3y' + 2y = 3e”(2x)

yM(4)} +2y'" +y =20

y''"'+y =0, y(0) =1, y'(0) =2

\ddot{x} + \omega”2 x = 0@

Notagao de uma foto.
A forma M dx + N dy = 0 (equacdo exata).

Uma condicao inicial apds uma virgula ou na linha
seguinte.

A funcao e a variavel podem ser quaisquer letras.

Uma equacgao de ordem superior — as derivadas com
mais plicas.

Derivadas superiores como y*{(4)} (também de uma
foto).

Condigoes iniciais y(0), y'(0) — ou de fronteira em
pontos diferentes.

Os pontos de Newton (derivadas em ordem ao tempo
t) e parametros gregos.



Exemplos

Variaveis separaveis — a solugao geral e o campo de diregoes.

Enunciado: y' = x*y

Resultado
22
y=Ce?r, CcR

Passos

+ Uma equacgao de variaveis separaveis — o lado direito é o
produto de uma func¢édo da varidvel e uma fungéo da
incégnita: ¥ = xy

+ Separamos as variaveis (dividindo, supondo ¥ # 0):

d
—y:wdw

5 d
Integramos ambos oslados:f?y :fa:dw

. 1
Pela tabela de integrais imediatos: f 7 dy = In |y
22

" Pela tabela de integrais imediatos: /:vda: =5

2
A solugéo geral na forma implicita: In |y| = % +C

+ Aplicamos a exponencial — a constante +e*C chama-se
:2
denovo C: y — (e

+ A solugéo constante ¥ = 0, excluida ao dividir, esta
contida na solugao geral paraC =0

* Verificagdo - a derivada da solugéo ¢/ — C.reé
substituida na equag¢do da uma igualdade.
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—— solugdes para diferentes C

Os segmentos curtos mostram em cada ponto a diregdo imposta
pela equagdo (campo de diregdes). As curvas cinzentas séo
solugdes para diferentes C — tocam os segmentos em todo o lado.



A condigao inicial determina a constante C.

Enunciado: y' = y*2 + 1, y(@) = 1

Resultado " Verificagdo - a derivada da solugdo ¥’ =

tan (5 + )
=tan (T + —
y=rta 1

Grafico
Passos TR
+ Uma equacdao de varidveis separaveis — o lado direito é o { j } : : ; }
produto de uma fungao da variavel e uma fungao da 4 I NI
incognita: /' =y + 1 1|1 | I
- Separamos as varidveis (dividindo, supondo %* + 1 £ 0): 2 I // i i f j j 5 J
W _ g Yy ay
y=+1 I/ /Ay
0 d 0
Integramos ambos os lados: f 2731 = /dm V7 /4 ,-/ w7 /
vt Ny
+ Pela tabela de integrais imediatos: 2 11 I
b dy = arctan I i
P 1 Y 1/
o LUl e 1]
" Pela tabela de integrais imediatos: / ldz ==z { { j } : { : ; :
+ A solucéo geral na forma implicita: arctany = = + C (11| TR 1|
-4 2

- Isolamos a solugéo: ¥y = tan (z + C)
—— solugdes para diferentes C

t (Jrﬂ.)
—_—y —tan |z + —
Yy n 1

£ (+”
=tanl> —
L 1

Os segmentos curtos mostram em cada ponto a diregao imposta
pela equagdo (campeo de diregdes). As curvas cinzentas sdo
solugdes para diferentes C - tocam os segmentos em todo o lado.
Em destaque estd a solugao da condigdo inicial; o ponto é a

0

N\ S =
N

1

cos® (w + %)

substituida na equagdo da uma igualdade.

—em el s

N =

el e em el e e e

N
4 \ N\ P [ Iy
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Py



Uma equacao linear por variagao da constante.

Enunciado: y' + 2y = e”x

Resultado
x

_ (&
y=Ce >4+ —_—, CeR
3
Passos
+ Uma equacéo linear de primeira ordem y' + p(x)'y = q(x):
Y +2y=e
+ Primeiro resolvemos a equacdao homogénea (lado direito
nulo): ¥’ +2y =0

" Pela tabela de integrais imediatos: f2dw =2z

- Solugdo da equagao homogénea: y;, = C'e™*

+ Variagao da constante — procuramos a solugé@o na forma
y = C(z) e %; substituida na equagao: C'(x) e % = ¢*

« Dai C'(z) = €™

+ Pela tabela - a fung&o interior é linear (ax + b), por isso
3z
e

dividimos o resultado por a: /eh de = 3

3z

* €
Integramos: C(z) = feh de = 5+ le}

. - et
A solugdo geral: y = Ce 2" + =

. er _
Verificagao — a derivada da solugdo ¥’ = == 202

substituida na equagédo da uma igualdade.

Variagdo da constante
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—— solugbes para diferentes C

Os segmentos curtos mostram em cada ponto a diregdo imposta
pela equagdo (campo de diregdes). As curvas cinzentas sdo
solugdes para diferentes C — tocam os segmentos em todo o lado.



A mesma equacgao com fator integrante.

Enunciado: y' + 2y = e”x  Fatorintegrante

Resultado Grafico
e’ (A0 T U T T T O
o —2x
y=Ce + 3 CeR EEEEEEEN
BERIEEEEN
| T T T T T T
Passos L T L T O L O
L T L Y O AL TR
+ Uma equacio linear de primeira ordem y' + p(x)-y = q(x): L N T T o S
y+2y=e VAV VNN
NN NN N NN NN
" Pela tabela de integrais imediatos: [ 2dz = 2z 0
ela tabela e|negra|5|me|aos/ yyyyy
. i . _ f2de _ 2% AR A
O fator integrante: p(z) = e =Jc PR A B R A Y
« Multiplicamos pelo fator integrante — o lado esquerdo é [
a derivada de um produto: (yer"I)I:eh FE
) 7 A Y |
- Pela tabela — a fungdo interior é linear (ax + b), por isso ; ; } ’} ; j ; ; ;
ede
dividimos o resultado pora:/egxdm =3 LT
o3 -4 -2 0 2 4
* ot ., Z
Integramos ambos os lados: ye*" = 3 +C — ol pr SRS
" Asolucgéo geral: y = Ce 2 4+ e 0Os segmentos curtos mostram em cada ponto a diregdo imposta
3 pela equagdo (campo de diregdes). As curvas cinzentas sdo
. 0 er o solugdes para diferentes C — tocam os segmentos em todo o lado.
Verificagdo — a derivada da solucdo ¥y = 3 2Ce

substituida na equac¢do da uma igualdade.



Uma equagao homogénea — a substituicao u = y/x.

Enunciado: y' = (x - y)/(x + V)

Resultado

2 —2zy—y*=C, Ce€R

Passos

+ Uma equagao homogénea - o lado direito depende
Ty
T+y

apenas do quociente y/x: Y =

ERES

s y=ur, y =u-+zu
2
u+1

° A substituicdo u =

= ’
transforma a equagdoem zu’ = —u — 1+

+ Separamos as variaveis (dividindo, supondo

2 _ <u—+1d 7_1(1
U+ 2u 1;£0).u2+2u71 w==—dk

+ Integramos ambos os lados:
1 1

/QL du = fffdm
u” + 2u — 1 T

+ Tiramos a constante para fora do integral:
u-+1 u+1
Y du=— [ ——————du
—u” —2u—+1 —u” —2u+1

+ O numerador é a derivada do denominador (ou um
multiplo), f(x) = —u? — 2u + 1, pela férmula

pl
[ s =m0

/ u+1 1/ —2u — 2 In
[ — /TR — [, | Y R —
—u? —2u+1 2 —u2 —2u—+1
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—— solugdes para diferentes C

Os segmentos curtos mostram em cada ponto a diregdo imposta
pela equacdo (campo de diregdes). As curvas cinzentas sdo
solugdes para diferentes C — tocam os segmentos em todo o lado.

+ Tiramos a constante para fora do integral:

ffldx:f/ldm
z x

o 1
Pela tabela de integrais imediatos: f - dz = In|z|

+ A solucgdo geral na forma implicita:

In|—u? —2u+1]

C —In|z|
2

+ Aplicamos a exponencial — a constante +e*C chama-se

C
denovoC:—u272u+1:—2
T

+ A solugdo constante ¢y = —1 — \/5 excluida ao dividir,

estd contida na solugdo geral paraC =0

+ A solugdo constante ¢y = —1 + \/5 excluida ao dividir,

esta contida na solugdo geral paraC =0

z? — 2xy —y?
22

Voltamos a incégnita original: ———— = —
z
2 _

+ A solugéo geral na forma implicita: 2% — 2zy — 3> = C'



Uma equacgao de Bernoulli — a substituicao z = y*(1-n) e a solugao constante y = 0.

Enunciado: xy' - y = -xy”2

Resultado " Asolugdo geral: z =

2z

+

N8
gQ

o 1 a3
C € R, Yy = 0 Voltamos & incégnita original: ; =3 ot >

0 2
Isolamos a solugdo: y = —————
2
Passos z° 4 2C

+ Ao dividir excluimos a solugdo constante y = 0 - é
- Uma equagdo de Bernoulli y' + p(x)-y = q(x)-y™ _ ~ ¢ g
Y . outra solugdo da equacgao.
Yy ——=-Y
o + Renomeamos a constante (um multiplo de uma

* A substituicdo z = L =1 iyr ST 6 constante arbitraria é de novo uma constante arbitraria):
) 2 2
Y Y i
z Y=+
equacgao em z’+; =1l 22+ C

+ Verificagdo — a derivada da soluga
+ Primeiro resolvemos a equagaoc homogénea (lado direito en |ca<;a2% f2;2rlva a da solugao

nulo): 2 + % =0 y = P Yo RCR substituida na equagdo da uma
0 igualdade.
" Pela tabela de integrais imediatos: f s dz = In|z|

o C
Solugé@o da equagao homogénea: z;, = —
a5

+ Variagao da constante — procuramos a solugé@o na forma
1 1
z = C(z) - —; substituida na equagdo: C’'(z) - — =1
x x
» DaiC'(z) =z

5 22
Pela tabela de integrais imediatos: /wdm =5

. 2
Integramos: C(z) = fa:d,’:c =3 +C
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—— solugdes para diferentes C
—_y =0
Os segmentos curtos mostram em cada ponto a dire¢do imposta

pela equacao (campo de diregdes). As curvas cinzentas sédo
solugdes para diferentes C = tocam os segmentos em todo o lado.



Uma equacgao exata — a fungao potencial F(x, y) = C.

Enunciado: (2xy + 6x)dx + (x*2 + 4y”~3)dy

Resultado

v+ 2y+322=C, CeR

Passos

+ Uma equagao M dx + N dy = 0 - verificamos se € exata
(o lado esquerdo é uma diferencial total):
(2zy + 6x)dx + (4y3 + mz) dy=20

+ M =2zy + 6z, N = 4y* + 2% a equacio é exata, pois
ON

oM

T 9=
Ay Ox

+ O integral de uma soma ¢ a soma dos integrais:
/ (62 + 2yx) de =

fﬁwdm+[2ymdw

+ Tiramos a constante para fora do integral:
/dew = G/mdw

0 T
Pela tabela de integrais imediatos: /a:dm =5

+ Tiramos a constante para fora do integral:
/2ywdx: 2y/wda:

0 T
Pela tabela de integrais imediatos: /a:dm =5

+ A fungdo potencial F integrando M em ordem a x:

)= /(2” +6z) dz = 2’y + 32” + p(y)

Os segmentos curtos mostram em cada ponto a diregao imposta
pela equacao (campo de diregdes). As curvas cinzentas sédo
solugdes para diferentes C - tocam os segmentos em todo o lado.

=0

+ Tiramos a constante para fora do integral:
f4y3dy :4fy3dy

4
Pela tabela de integrais imediatos: fy3 dy = yz

« De dF/3y = N: ¢'(y) = 4y* = »(y) = ¢*

- A solugao geral na forma implicita: y* + 2%y + 32> = C

—— solugbes para diferentes C



A substituicao z = x - y; o Symja perderia aqui um fator 2, a app verifica o resultado.

Enunciado: y' = cos(x - y), y(®) = pi/2

Resultado

y =z + 2arccot (z + 1)

Passos

+ O lado direito é fungdo de ax + by + ¢ — tomamo-lo como
nova incégnita: ¢’ = cos (z — y)

A substituicdo z = = — y, 2/ = 1 — ¢/ transforma a
equagdoemz’ =1 — cosz

Separamos as variaveis (dividindo, supondo

1 —cosz # 0): L — dzx
1—cosz
. dz
Integramos ambos os lados: | ———— = [ dx
1—cosz

Nenhuma substituigdo mais simples serve -

z
substituicdo universal t = tan (5)

. 2t 1-—1¢2 2dt
smz = ——5, COSZ = = =]
142’ 142’ (1+1%)
1 1
/ - dZ = f !

1—cosz 12
. . . . 1 1
Pela tabela de integrais imediatos: 7 dt = ==

Voltamos a varidvel original:

Sn(y): ()

" Pela tabela de integrais imediatos: f ldz ==z

z
' A solugdo geral na forma implicita: — cot (5) =z+C

* Substituimos a condigéo inicial y(0) =

Isolamos a solugdo: z = 2arccot (C' — z)

Ao dividir excluimos a solugao constante z = ( — € outra
solugdo da equacgao.

Voltamos & incognita original: ¥y =  — 2arccot (C' — z)

Renomeamos a constante (um multiplo de uma
constante arbitraria é de novo uma constante arbitréria):
y = @ + 2arccot (z + C)

no| S

gZZarccotCéC: 1

+ A solucéo da condic&o inicial (solugéo particular):

y = @ + 2arccot (z + 1)

x? + 2z

x4 22+ 2
substituida na equagdo da uma igualdade.

Verificagdo — a derivada da solugdo y’ =



A equacgao caracteristica com raizes complexas -2 t 3i.

Enunciado: y'' + 4y' + 13y = 0

Resultado Grafico

Y= 872:6(01 COs (3:13) + 02 SiIl (3217)), C Solugoes Plano de fase )

Passos
+ Uma equacdao linear com coeficientes constantes: e
y' + 4y +13y =0 4
+ Procuramos solugdes y = e*(Ax); substituindo e dividindo 2
por e*(Ax), obtemos a equagédo caracteristica:
A 4ar+13=0 0
+ O discriminante D — 42 — 4. 13 — —36; as raizes: 2
Ap=—-2+3¢
-4
+ Cada raiz A dé a solu¢éo e*(Ax), uma raiz de
multiplicidade k também x-e*(Ax), ..., x*(k-1)-e*(Ax), e um 6
par a t Bi as solugdes e”(ax)-cos Bx e e*(ax)-sin Bx. O
sistema fundamental: 8
¥ = e ¥ cos (3), Yy = e 2 sin (3x)
- A soluggo geral: y = e72%(Cy cos (3z) + Cy sin (3z)) ¥4 $ £ 2 0 2 4 0 €

~—— solugdes para diferentes C

As curvas cinzentas sdo solugdes para varios valores das
constantes.



Lado direito especial com ressonancia — 2 é raiz da equacgao caracteristica.

Enunciado: y'' - 3y' + 2y = 3e”(2x) Lado direito especial
Resultado + Uma solug&o particular: y, = 3ze®
y = Cre” + Cye™™ 4 3ze™, C,,Cy¢ * Asolugdo geral: y = yj, +y, = Cre” + Cre* + 3ze™
Passos Grafico
+ Uma equacio linear com coeficientes constantes: 20
yu _ Syl + 2y = 3621
+ Primeiro resolvemos a equacdao homogénea (lado direito 15
nulo): y” — 3y’ +2y =0
+ Procuramos solugdes y = e*(Ax); substituindo e dividindo
por e*(Ax), obtemos a equagéao caracteristica: e
AN _3X+2=0
- O discriminante D = (—3)* — 4 -2 = 1; as raizes: g
A=1 A=2
+ Cada raiz A dé a solu¢éo e*(Ax), uma raiz de
multiplicidade k também x-e*(Ax), ..., x*(k-1)-e*(Ax), e um 0 — m—
par a t Bi as solugdes e*(ax)-cos Bx e e*(ax)-sin x. O
sistema fundamental: y, = €%, y, = *®

- Solug&o da equagdo homogénea: y;, = Cje” + Cye®®

+ O lado direito 3¢2* tem forma especial; o nimero 2 € raiz solugbes para diferentes C

da equagdo caracteristica (mUHIDIIC'ande 1), porisso a As curvas cinzentas sao solugoes para varios valores das
forma é multiplicada por x: y, = Aze™ constantes.

+ As derivadas:
Yy, = 24z’ + Ae¥, y) = 4Axe™ + 4Ae™

- Substituido na equagao (dividido pela exponencial),
termos semelhantes agrupados: A = 3



O lado direito tan x nao é especial — variagao das constantes e o wronskiano.

Enunciado: y'' + y = tan x

Resultado

y=Cicosz+ Cysinx —cosz-In|—
CC

Passos

- Uma equacdo linear com coeficientes constantes:
y'+y=tanz

+ Primeiro resolvemos a equagaoc homogénea (lado direito
nulo):y" +y=0

+ Procuramos solucdes y = e*(Ax); substituindo e dividindo
por e*(Ax), obtemos a equacgdo caracteristica:
A2r1=0

- As raizes da equago caracteristica: A;» = £

- Cada raiz A da a solugdo e*(Ax), uma raiz de
multiplicidade k também x-e*(Ax), ..., x*(k-1)-e*(Ax), e um
par a t Bi as solugdes e*(ax)-cos Bx e e*(ax)-sin x. O
sistema fundamental: ¥; = cosx, ys = sinx

- Solugdo da equagdo homogénea:
yp, = Cicosz + Chsinz

+ Variagdo das constantes — procuramos a solugdo na
forma y = C(z) cosz + Cy(x) sinz, as derivadas das
fungdes C_k satisfazem o sistema

Ci(z) cosz + C)(z)sinz =0
—C}(z)sinz 4+ Cy(z) cosz = tanw

+ O determinante do sistema (o wronskiano)

cost sinz
W = . =1l
—sinz  cosx
W
. - 1 .
Dai C{(z) = — = —sinaz - tanx
w

. W,
Dai Cj(z) = WZ =sinz

+ Tiramos a constante para fora do integral:

/—sinw~tanxdx:—/sinz-tanzdac

+ A fungéo é impar em relagdo ao cosseno - substituigdo

t=sinz

dt = cosxdz

12
/sinm-tanmdm:fidt
(1-t)(t+1)

+ Decompomos a fungéo racional num polinémio e

fragcbes parciais

fﬁdt:/(*ﬁ*w—iu)

+ Ointegral de uma soma é a soma dos integrais

f(—l—ﬁ+2(;ﬁ)dt:/—ldt+f7

" Pelatabela de integrais imediatos: / —1dt = —t



Tiramos a constante para fora do integral:

1 1 1
/f— dt = —— [ ——dt
2(t — 1) 2) t—1
Pela tabela de integrais imediatos:

/idt:ln‘tfl‘
t—1

Tiramos a constante para fora do integral:

1 1 1
[smt=3 [y
2(t+1) 2/ t+1
Pela tabela de integrais imediatos:
1
——dt=Int+1
/ t+1 nft +1]
Voltamos a variavel original

t =sina :

In[sinz+ 1| In|sinz — 1]

2 2

Integramos (as constantes de integracéo ja estao na

solugao homogénea):

Ci(z) = | —sinz-tanzdz =sinz —In

Pela tabela de integrais imediatos: fsinmdx = —cosx

Integramos (as constantes de integragdo ja estdo na

solucdo homogénea): Cy(z) = [ sinzde = —cos

Uma solucao particular:

Yp = —cosz-In

+tanx
T

+ A solucéo geral

y=1y, +y,=Cicosz + Cysinz — coszx-In

1

CcCoS T




Um problema de valor inicial — um sistema para as constantes C,, C,.

Enunciado: y'' - 4y' + 3y = e~(2x), y(@) =1, y'(0) = 0
. A=_1
Resultado Donde
+ Uma solugéo particular: y, = —e®
y = 2¢% — 6235 b
+ Asolugdo geral: y =y, + y, = C1e” + Coc™ — ¥
Passos + As derivadas da solugdo geral:

Yy = Cre® — 2e* + 305 . As condigdes ddo o
sistema donde C; = 2, ', =0

{71+01+CQ:1

+ Uma equagao linear com coeficientes constantes:
yu o 4y/ + 3y _ 621

- Primeiro resolvemos a equacdo homogénea (lado direito
nulo); " — 4y’ + 3y =0

—24+C;+30C,=0

+ A solucdo que satisfaz as condi¢oes dadas:

+ Procuramos solugdes y = e*(Ax); substituindo e dividindo 967 o
y=2e"—¢€

por e*(Ax), obtemos a equagéo caracteristica:

A _4X+3=0 »
Grafico
» O discriminante D = (74)2 — 4 -3 = 4; asraizes:
A=1, =3
4

+ Cada raiz A dd a solugdo e*(Ax), uma raiz de
multiplicidade k também x-e*(Ax), ..., x"(k-1)-e*(Ax), e um
par a t Bi as solugdes e*(ax)-cos Bx e e*(ax)-sin Bx. O 2
sistema fundamental: y;, = €%, yy = e**

- Solugdo da equagdo homogénea: y, = C e” + Che®®

+ 0 lado direito ¢2* tem forma especial; 0 nimero 2 ndo é -2
raiz da equacdo caracteristica, por isso procuramos uma
~ . o 21
solugdo particular y, = Ae -4

+ As derivadas: ¥, = 24e%, Yy = 4Ae*

+ Substituido na equagéo (dividido pela exponencial), -6 4 2 0 2 4 6
termos semelhantes agrupados: —4 =1

A destacada satisfaz as condigdes; os pontos séo os valores
dados.

0 mesmo problema pela transformada de Laplace.

Enunciado: y'' - 4y' + 3y = e”(2x), y(@) = 1, y'(®) = @ Transformada de Laplace
Resultado Grafico
y = 2¢T — 62.19
4
Passos

+ Uma equacdo linear com coeficientes constantes: ®
y' Ay + 3y =e* — N\

* Transformada de Laplace dos dois lados: £(y) =Y, £(y") =

sY - y(0), £(y") = s?Y - s'y(0) - y'(0); com as condigdes 2
iniciais: (SQY — s) —4(sY — 1) +3Y = —
-4
. ) v — s —3
Isolamos a imagem Y: ¥ = (6_2)(s 1)
. 1 ) -6 -4 £ 0 2 4 6
Fragdes parciais: ¥ = ——— ,
s — 2 s—1 _y:2€x_€2z
* Atransformada inversa (pela tabela de imagens) dd a A destacada satisfaz as condigdes; os pontos sdo os valores

solugdo:y = LY} = 2¢" — ¥ dados.



Um problema de fronteira com infinitas solugoes.

Enunciado: y'' +y = 0, y(0) = 0, y(pi) = 0

Resultado

y=Csysinz, Cy R

Passos

+ Uma equacdo linear com coeficientes constantes:
y'+y=0

- Procuramos solugdes y = e*(Ax); substituindo e dividindo
por e*(Ax), obtemos a equacgdo caracteristica:
A2r1=0

+ As raizes da equagéo caracteristica: A2 = &1

+ Cada raiz A dé a solu¢éo e*(Ax), uma raiz de
multiplicidade k também x-e*(Ax), ..., x*(k-1)-e*(Ax), e um
par a t Bi as solugdes e*(ax)-cos Bx e e*(ax)-sin Bx. O
sistema fundamental: ¥ = cosx, ys = sinz

- Asolucdo geral: y = 'y cosz + Cysinx

+ Substituimos as condi¢des na solugdo geral donde

+ A constante Cj fica arbitraria — o problema tem infinitas
solugdes.

+ A solucdo que satisfaz as condigdes dadas:
y=Cysinz



Equacao de Euler — a substituicao x = et.

Enunciado: x”2y'' - 2xy' + 2y = x"2 + 2

Resultado

y=Cix+Cox’ +’lnzc+1, Cp,(

Passos

Equacéao de Euler — cada derivada y*(k) vem com x*k; a
substituigdo x = e transforma-a numa de coeficientes
constantes: zy" — 2y’ + 2y = a® + 2

A substituigdo z = €, xy’ = ¢, @*y" =i — ¥
transforma a equagdo em §j — 3j + 2y = e* + 2

Primeiro resolvemos a equagdo homogénea (lado direito
nulo): ¥ — 3y +2y =0

Procuramos solugdes y = e*(At); substituindo e dividindo
por e*(At), obtemos a equacgao caracteristica:
A2 30 4+2=0

0 discriminante D = (—3)* — 4 -2 = 1; as raizes:
AM=1 =2

Cada raiz A dé a solu¢do e*(Ax), uma raiz de
multiplicidade k também x-e*(Ax), ..., x*(k-1)-e*(Ax), e um
par a t Bi as solugdes e*(ax)-cos Bx e e*(ax)-sin Bx. O
sistema fundamental: y; = €f, yo = %

Solugao da equagdo homogénea: y;, = Cye! + Che?!

Dividimos o lado direito em partes de forma especial -
uma solugdo particular para cada uma, depois somamo-
las: f; = 2, fo = e*

+ O lado direito 2 tem forma especial; o numero 0 nao é
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raiz da equagao caracteristica, por isso procuramos uma
solugdo particular ¥p, = 4

As derivadas: ¥, =0, y, =0

+ Substituido na equagéo (dividido pela exponencial),

termos semelhantes agrupados: 24 = 2
Donde 4 =1
Uma solugdo particular: ¥, = 1

0 lado direito g2t tem forma especial; o nimero 2 é raiz
da equagao caracteristica (multiplicidade 1), porisso a
forma & multiplicada por x: y,, = Ate?

As derivadas:
Y, = 2Ate™ + Ae¥, Yy, = 4Ate® 4 44

+ Substituido na equacgao (dividido pela exponencial),

termos semelhantes agrupados: 4 =1
Uma solugédo particular: y,, = te?

Uma solugéo particular: ¥, = yp, + Yp, = te? +1

- Asolugdo geral: y = yj, + y, = Cre' + Coe® +te? + 1

Voltamos a variavel original (t = In x, para z > 0):
y=Cix+ Chx® +2’Ina+1



A reducao y' = p(y), as constantes das condigoes iniciais passo a passo.

Enunciado: y'' = e~(2y), y(@) =0, y'(0) =1

Resultado

y=—In(1-x)

Passos

+ Falta a varidvel independente — tomamos y' como
funcdo dey: y" = e

o d
A substituicao ¥’ = p(y), ¥ = pd—z transforma a
= dp . S
equagdo em pd_y = e*/; das condigdes iniciais resulta
p(0) =1

Uma equacgédo de varidveis separdveis — o lado direito é o

produto de uma fungéo da varidvel e uma fungao da
o dp e
incognita: — = —

dy p

Separamos as variaveis: pdp = e?¥ dy
Integramos ambos os lados: fpdp = /e2y dy

2
Pela tabela de integrais imediatos: /pdp = %

Pela tabela — a fungdo interior € linear (ax + b), por isso

e

dividimos o resultado por a: ery dy = -

. i P2 ey
A solugédo geral na forma implicita: T=3 +

Isolamos a solugdo: p* = ¥ + ()
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dados.

Substituimos a condicéo inicial p(0) = 1:
1=C,+1=C, =0

A solug@o da condigéo inicial (solucéo particular):
p=¢

Voltamos a incognita original: ' = e

Uma equagéo de variaveis separaveis — o lado direito é o
produto de uma funcéo da varidvel e uma fungéo da
incégnita: y = e¥

Separamos as variaveis (dividindo, supondo €¥ # 0):

d
Y _
ev

d
Integramos ambos os lados: / 8—3 = /dm

Pela tabela — a fungdo interior é linear (ax + b), por isso

dividimos o resultado pora: | e Vdy = —e™¥

Pela tabela de integrais imediatos: f ldz ==

A solugdo geral na forma implicita: —e™¥ = z + ()

- Isolamos a solugéo: y = —In (Cy — z)

Substituimos a condicéo inicial ¥(0) = 0:
0:711'102:\#(72:1

A solugdo da condigdo inicial (solugéo particular):
y=-—In(l—z)



Um oscilador amortecido: trés casos segundo d e w.

Enunciado: y'' + 26y’ + w2y = 0

Resultado

§>w: y = 016(767\/524‘;2)1 + 026(«
d=w: y=(C,+Coz)e ™
d<w: y:e‘sm(Clcos( w? — 8%

Passos
+ Uma equacéo linear com coeficientes constantes:
y" + 28y + Wiy =0

- Procuramos solugdes y = e*(Ax); substituindo e dividindo
por e*(Ax), obtemos a equacéo caracteristica:
A2 4 26A +w?i=0

+ As raizes da equagao caracteristica:

Aip=—8+/62 —w?

+ Parad > wlogo
M=-0-V82 w? A=V _w?
= Ole(faﬂ/ﬁ)z 4 026(\/‘@*5)*'

< Parad = w: A2 = =4, logoy = (C) + Chz)e®

s Parad <w: ), = —6+ Vw? — %, logo
y=e" (01 cos (\/ w? — 521‘) + (5 sin ( w? — 52.%)



Ressonancia: para w = 2 a solugao tem outra forma.

Enunciado: y'' + w2y = cos(2t)

Resultado

w#2: y=Cjcos(wt)+ Cysin (wt)
w=2: y=Cjcos(2t) + Cysin(2t)

Passos

+ Uma equacgdo linear com coeficientes constantes:
y" + wly = cos (2t)

- Primeiro resolvemos a equagdo homogénea (lado direito
nulo): ¢ + w?y =0

+ Procuramos solugdes y = e*(At); substituindo e dividindo
por e*(At), obtemos a equacéo caracteristica:
AN4w=0

+ As rafzes da equagao caracteristica: A2 = Fwi

+ Cada raiz A da a solugéo e*(Ax), uma raiz de
multiplicidade k também x-e*(Ax), ..., x"(k-1)-e*(Ax), e um

par a t Bi as solugdes e*(ax)-cos Bx e e*(ax)-sin Bx. O
sistema fundamental: ¥; = cos (wt), yo = sin (wt)

+ Solugdo da equagdo homogénea:
yp = O} cos (wt) + Cy sin (wt)

+ 0 lado direito cos (2t) tem forma especial; o niimero 23
ndo € raiz da equagao caracteristica, por isso

Uma solugé&o particular: ¢, = —5——
W

procuramos uma solugdo particular
yp = Acos (2t) + Bsin (2t)

+ As derivadas

y; = 2B cos (2t) — 2Asin (2t), yg = —4Acos (2t) — 41

+ Substituido na equacéo (dividido pela exponencial),

termos semelhantes agrupados
(Aw® — 4A4) cos (2t) + (Bw® — 4B) sin (2t) = cos (2t)

+ Comparamos os coeficientes dos termos semelhantes

1
dos dois lados donde A = ———, B =0
w*—4
Aw? —44=1
Bw? —4B =0

cos (2t)
-4

+ A solugdo geral

cos (2t)

Y = Yi + Yp = Ccos (wit) + Cysin (wt) + —;
w2 —

+ Para w = 2 o numero do lado direito é raiz da equagéo

caracteristica (ressonéancia): a solugao tem outra forma:

tsin (2t
y = O cos (2t) + Cysin (2t) + %()



Uma solugao adivinhada y, = x e a reducao da ordem (d'’Alembert).

Enunciado: (1-x72)y'' - 2xy' + 2y = @
+ Tiramos a constante para fora do integral:
Resultado f 1 1 1
———dx = —= dx
y=Ciz+Cy(zln|z—1| —zln|z + 2Eh gt Ao wedl
+ Pela tabela de integrais imediatos:
Passos / ! dz =In |z + 1|
z+1
+ Uma equacéo Ilne%;de segunds ordem com coeficientes o THrEIries @ e e form d e
iaveis: y” '+ ——y=0 1 1
varidveis: ¥ +x271y+17732y fﬁﬁdm:,fﬁdw
z iz

+ Adivinhamos uma solugao e verificamo-la por 1
substituigdo: ¥1 = . A segunda, reduzindo a ordem Pela tabela de integrais imediatos: f o de = —
(d'Alembert, y = y;-u)

e—[pdx 1 + A solucéo geral:
y2:ylf y2 dz:z/‘li‘l_de:E:wln\xfl\ y:C]_eroz(fEln‘%*l‘7€E1n‘w+1|+2)
1

+ Decompomos a fungdo racional num polinomio e
fragbes parciais

/a:‘iia:? d‘r:f(%cl—l) - 2(zl+1) 7%) dr

+ O integral de uma soma € a soma dos integrais

1 1 1 1
- — = |de= [ ———d=z
2z —1) 2(z+1) 2° 2(x—1)
+ Tiramos a constante para fora do integral:

1
i
2(x — 1) 2) z—1

- Pela tabela de integrais imediatos:

1
/ de =In|z — 1|
z—1
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Limitagoes conhecidas

* Uma equacgdo que precisa de uma indicagédo do enunciado (diferente de z = In y) ainda nédo é
resolvida.

* Numa equagdo com parametro (k, A, w) a aplicagdo ndo desenha gréfico e considera os parametros
positivos.

e Quando a solugao nao se pode exprimir explicitamente, fica na forma implicita.

* Atransformada de Laplace ainda ndo conhece a fungao de Heaviside, os deslocamentos nem os
lados direitos periddicos.



Recorréncias e funcoes geradoras

A aplicacao resolve recorréncias lineares com coeficientes constantes de qualquer ordem pela equagao
caracteristica — também raizes multiplas e complexas (a forma complexa da solugdo e a sua passagem
a forma real pelo teorema de De Moivre) — e com lado direito da forma P(n)-q" (também cos ng, sin neo,
ressonancia e soma de lados direitos). As condic¢des iniciais determinam as constantes; como
verificacao, a aplicacao calcula mais termos pela recorréncia e compara-os com a féormula.

O chip «Método» oferece também a fungéo geradora (A(x) = X a,x", fragdes parciais, séries geométricas),
as poténcias de uma matriz (diagonalizagao) ou, na primeira ordem, o somatério. Uma recorréncia de
primeira ordem com coeficiente varidvel (a,.«1 = (n + 1)a,) resolve-se por um produto (fatoriais), as
recorréncias nao lineares convertiveis pela substituicao b, = 1/a, ou b, = In a,. Um sistema de duas
recorréncias resolve-se eliminando uma sucessao ou pela matriz, e uma recorréncia de dividir para
conquistar T(n) = aT(n/b) + f(n) por n = b* — com a estimativa do teorema mestre.

Com a operagao «Fungao geradora», a aplicagao encontra a fungao geradora de uma sucessao dada por
uma férmula (n2 + 2") ou pelos primeiros termos (1,0, 1, 0, ...) e, ao contrario, a formula de a, a partir de
uma fungdo A(x). O nimero de solugdes inteiras ndo negativas de x4 + x, + ... = N (também com limites
ou coeficientes — pagar com moedas) é um coeficiente de uma fungao geradora.

O grafico mostra os termos da sucessdo como pontos (num sistema, as duas sucessdes).

Como introduzir

a(n+2) = 5a(n+1l) - 6a(n), a(@) = 1, Com parénteses, as condi¢cdes apds uma virgula.
a(l) = 4
a_{n+2} = 5a_{n+1} - 6a_n Com indices (também de uma foto). Sem condigdes: a

solugao geral com as constantes Cy, C,.

Fn=F{n-1} + F.{n-2}, F1 =F2 = O indice pode descer (a,-1, a,-2); 0 mesmo valor pode
1 ser dado a varios termos.

a {n+l} = an + 2b n Um sistema — as equagdes em linhas, as condi¢des
b {n+1} = 3a_n + b_n na ultima.

a®=1,bo=020

T(n) = 2T(n/2) + n, T(1) =1 Dividir para conquistar — um termo em n/b.



n"2 + 2°n A férmula de uma sucessa@o com a operacgao «Fungao
geradora» (também a, = ...).

1, 0, 1, 0, ... Os primeiros termos separados por virgulas.

1/(1 - x - x*2) Uma fungdo geradora em x (também A(x) = ...) — a
férmula de a.,.

numero de soluc¢des x 1 + X 2 + X_3 = O numero de solugdes inteiras ndo negativas com
10, x 1 <=3 limites.
Exemplos

Duas raizes reais distintas, a verificagao com mais termos.

Enunciado: a_{n+2} = 5a {n+1} - 6an, a ® =1, a1l =4

Resultado Grafico
n n
a, = 2.3 _9 1500
[ ]

Passos
+ Recorréncia linear de ordem 2 com coeficientes 1000

constantes: @9 = 5a,.; — 6a,
+ Procuramos solugdes @n = \"; substituindo e dividindo

por A" obtemos a equagao caracteristica:

A2 —B5A+6=0

500 .

- 0 discriminante D = (—5)* —4- 6 = 1; as raizes:

A =2, =3
+ Asolugdogeral:a, = Cy - 2" + C, - 3" °

[ ]
ry ® ®.

+ Substituimos as condigdes na solugao geral donde C T

Ci=-1,C,=2

CiaCy =1 0 1 2 3 4 5 6
1 o=
2C; +3C, =4 ®a,
Os pontos sao os termos calculados pela formula — a propria

+ A solucdo que satisfaz as condi¢des dadas: recorréncia da os mesmos valores.

a,=2-3"-2"

+ Verificagdo: a recorréncia da
ay = 14, a3 = 46, as = 146 — 0 mesmo que a férmula.



A sucessao de Fibonacci — a formula de Binet.

Enunciado: F.n = F_{n-1} + F. {n-2}, FO@ =0, F 1 =1

Resultado F, = ? ( ! 2‘6) = g (1 _2\/5)
n
V5 (1+ /5 V5 (1 -5
Fn = — | —— - — — - Verificagdo: a recorrénciadéd Fo =1, 5 =2, F, =3 -
5 2 5 2 o mesmo que a formula.
Passos Grafico

- Recorréncia linear de ordem 2 com coeficientes

constantes: F, = F,, 1 + F, » 000
+ Procuramos solugdes F), = \"; substituindo e dividindo
por \"~2 obtemos a equagdo caracteristica:
2y 1
A A—1=0 A -
- O discriminante D = (—1)” — 4. (—1) = 5; as raizes:
1—+/5 1 5
P AP W
2 2
°
+ A solugdo geral 200
1—+5\" 1++v5\" o
F,=0C V5 + Oy V5
2 2 °
[ ]
o ®
- Substituimos as condi¢des na solugdo geral donde 0-e—e—0—o—o_o_o @
NG NG
Ci=-2, Gy =
5 5 0 2 4 6 8 10 12 14
Ci+0,=0
®F,
1—+/5 1++5
B} Cy + B Cy=1 Os pontos sdo os termos calculados pela formula — a propria

recorréncia dd os mesmos valores.

+ A solucdo que satisfaz as condi¢des dadas



Raizes complexas 1 t i — a forma complexa e o teorema de De Moivre.
Enunciado: a_{n+2} = 2a_{n+1} - 2an, a®=1, a1 =2

@ =1
Oy 4Ty — &

gL ™™ . ™
o= (v3) (s () o0 ()
4 4 + A solucdo que satisfaz as condigdes dadas
n ™ . /T
Passos On = (\/5) (COS (T) s (T))

Resultado

+ Recorréncia linear de ordem 2 com coeficientes - Verificagao: a recorrénciada ay = 2, a3 =0, ay = —4

constantes: @42 = 2a,.1 — 2a, — 0 mesmo que a férmula.
+ Procuramos solugdes @n = \"; substituindo e dividindo e

" - o Grafico
por A" obtemos a equac&o caracteristica:
A2 20 4+2=0
e o

- O discriminante D = (—2)* — 4 -2 — —4; as raizes:

Mo=1=i ®

0 —0—.—.—0.—0—0—0—
+ Escrevemos as raizes complexas 1 £ i na forma °o o
™
trigonomeétrica: |A| = \/§ ¢ = T ou sejal=
T, m
\/Q(COS 1 + usin Z)' Pelo teorema de De Moivre A" =
-50

() (e () 2 50() :

+ A solugéo geral na forma complexa (constantes
complexas): a, = C1(1 +4)" + Cy(1 — 1)". Somando -100
os termos conjugados, com novas constantes reais
obtemos a forma real A A

a, = (v2)" (Cureon (Z2) + Cysin ()

4

+ Substituimos as condigdes na solugdo geral donde ®a,
Ci=1,0Cy,=1

Os pontos sdo os termos calculados pela formula - a propria
recorréncia da os mesmos valores.



O lado direito n, uma raiz dupla 2.

Enunciado: a_{n+2} = 4a_{n+1}

Resultado
n—4
=52+ n+t2

Passos

Recorréncia linear de ordem 2 com coeficientes
constantes: @2 = 4a,.1 — 4a, +n

direito 0): @,,.9 — 4a, . +4a, =0

por A" obtemos a equagéo caracteristica:
AN —4A+4=0

O discriminante D = (—4)* — 4 - 4 = 0; as raizes:
AI,Z = 2

A solug@o geral da recorréncia homogénea:
alt) = (Cy + Cyn) - 2

4a n +n, a @ =0, al

0

+ Uma solug&o particular: a?) = n + 2

Primeiro resolvemos a recorréncia homogénea (lado

Procuramos solugdes &n = \"; substituindo e dividindo

0 lado direito ™ tem forma especial; o nimero 1 ndo é

raiz da equacédo caracteristica, por isso procuramos uma

solugéo particular o) = An + B

An+B - 2A=n

dos dois lados donde A =1, B =2

Substituimos na recorréncia e agrupamos os termos:

Comparamos os coeficientes dos termos semelhantes

A=1
B-24=0
Grafico
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® a,

Os pontos sao os termos calculados pela formula - a propria

recorréncia da os mesmos valores.

A solugéo geral:
ay = a(nh) + ag’) =(C;+Cqn)-2" +n+2

Substituimos as condigdes na solugao geral donde
1

Cl = —2, 02 = 5

Ci+2=0

20, +2C; +3=0

A solug@o que satisfaz as condi¢des dadas:
n—4

- 2" 2
5 +n+

an, —

Verificag&o: a recorrénciadéa ay =0, a3 =1, ay =6 -
0 mesmo que a formula.



A mesma recorréncia pela fungao geradora.

Enunciado: a_{n+2}

Resultado

a,=2-3"-2"

Passos

» Recorréncia linear de ordem 2 com coeficientes
constantes: @, 42 = 5a,.; — 6a,

o0

Introduzimos a funcéo geradora A(x) = Z a,x
n=0

n

Multiplicamos a recorréncia por "2 e somamos para

todon=0

o0 o0 o0
Z an+2mn+2 =5 Z a’n+lmn+2 _6 Z anwn-%—Q
n=0 n=>0 n=0

Exprimimos as somas pela fungéo geradora e pelos
valores iniciais:
A(z) — 1 — 4z = 5z(A(x) — 1) — 622 A(x)

Isolamos a fungdo geradora e fatorizamos o
l1-z

denominador: A(z) = 1 22)(1 32)

Decomposicdo em fragdes parciais:
2
Az) = —

1-2z 1-32z

Desenvolvemos as fragdes em séries geométricas

1 o0 1 o0
— 271 n — 371 n
1— 2z ZO 0 T ZO *
— =

5a_{n+l1} - éa.n, a @ =1, al=4 Funcéo geradora

+ O coeficiente de x" é o termo procurado;
a,=2-3"-2"

Gréfico
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Os pontos sdo os termos calculados pela formula — a propria
recorréncia da os mesmos valores.



A mesma recorréncia pelas poténcias de uma matriz.

Enunciado: a_{n+2} = 5a_{n+1} - 6a_n, a ® =1, a 1 =4  Poténcias de uma matriz

Resultado D= (2 0)
a,=2-3"-2"

Passos

+ Recorréncia linear de ordem 2 com coeficientes A poténcia da matriz os coeficientes portanto v, =

constantes: @,.9 = ba,.; — 6a, P-D™(P™vg).
. 2n 0
* Arecorréncia na forma matricial ou seja v,.1 = M-v, com M" =PD"P7', D" = (O 3n)
() -G )
o 4 -1
Ay, 1 0 ay, -1 _
’ ~()-(5)
5 —6
M = ) } o
10 + A solucéo que satisfaz as condigoes dadas:
a, =2-3"-2"

* Substituindo repetidamente, v, = M™v, o o
+ Verificagao: a recorréncia da

(‘ln+1) M (‘D ay = 14, a3 = 46, ay = 146 — 0 mesmo que a férmula.
an

+ Os valores préprios da matriz:
det (M —AE) =X —5X+6=0,logo A, =2, A, =3

+ Os vetores proprios — solugdes de (M - AE)u =0

=) ()

+ Diagonalizamos a matriz, M = P-D-P™"
2 3
()
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Os pontos sd@o os termos calculados pela formula — a propria
recorréncia da os mesmos valores.



Uma recorréncia de primeira ordem por somatério.

Enunciado: a {n+1} = 2a n + 1, a @ = @

Resultado

a

n=2"—1

Passos

Recorréncia linear de ordem 1 com coeficientes
constantes: @, 1 = 2a, + 1

Substituimos a recorréncia em si mesma repetidamente:
a, =2a,_1+1=4a,_y+...;emgeral

n—1
a, = ag - on 4 § 271—1—]
j=0

n—1

n—1—j n
Calculamos a soma: E 2 T=9"_1
j=0

A solucdo que satisfaz as condigdes dadas: a, = 2" — 1

Verificagdo: arecorrénciadaa; =1, ay =3, a3 =7 -
o mesmo que a formula.

Um coeficiente variavel — o produto da um fatorial.

Enunciado: a_{n+1} = (n+l)a_n, a © = 1

Resultado

a, = n!

Passos

Recorréncia linear de primeira ordem com coeficiente
variavel: @, 1 = a,(n + 1)

Substituindo a recorréncia em si mesma, o termo é um
produto

n—1
a,=(n+1)a, =n(n+Da, o=--=a) [[ G+
j=0

Simplificamos o produto (os fatoriais cancelam-se):
n—1

[[G+1)=n

i=0

A solugdo que satisfaz as condigées dadas: a,, = n!

Verificag#do: a recorrénciadd a; = 1, as = 2, a3 = 6 -
o mesmo que a férmula.

Somatério
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Os pontos sdo os termos calculados pela formula — a propria
recorréncia da os mesmos valores.
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Os pontos sdo os termos calculados pela férmula = a propria
recorréncia dd os mesmos valores.



Uma recorréncia nao linear — a substitui¢ao b,

Enunciado: a_{n+1} = a_ n/(1 + a_n), a_®@

Resultado

1
n+1

a, =

Passos

+ Uma recorréncia nao linear - os inversos dos termos
aﬂ

a, +1
1

tornam-na linear: @n+1 =

1
_+1;a
ap,

Invertemos ambos os lados:
n+1
substituigdo b, = — torna assim a recorréncia linear:

n

bn+1 =b, +1

As condigdes iniciais da nova sucessdo: by = 1

Primeiro resolvemos a recorréncia homogénea (lado
direito 0): b,.1 — b, =0

Procuramos solugdes b, = \"; substituindo e dividindo
por A" obtemos a equacdo caracteristica: A — 1 =0

As raizes da equagdo caracteristica: Ay = 1

A solugdo geral da recorréncia homogénea: (") = ¢

O lado direito 1 tem forma especial; o numero 1 é raiz da
equacdo caracteristica (multiplicidade 1), por isso a
forma € multiplicada por n: b(ni") = An

Substituimos na recorréncia e agrupamos os termos:
A=1

® a3,

Os pontos sao os termos calculados pela formula - a propria
recorréncia da os mesmos valores.

=1/a,.
1

+ Uma solucéo particular: b(np) =n

+ A solugdo geral: b, b(nh) + b(np) =Ci+n

- Substituimos as condi¢des na solugdo geral donde
Ci=1
C;=1

+ A solugdo que satisfaz as condicdes dadas: b, = 1 +n
+ Verificagéo: a recorréncia dé by = 2, by =3, b3 =4 -0
mesmo que a férmula.

1
n-+1

bn

" Voltamos a sucessao original: a, =

Grafico
1 e
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Um sistema de duas recorréncias eliminando a sucessao b,,.

Enunciado: a_{n+1} = a_ n + 2b_n
b {n+l1} = 3a_n + b_n



Resultado
1-46)"

(1+f)

(1++6)"

a, =

by,

Mé
%’%m

Passos

Um sistema de duas recorréncias lineares
Api = Ap + 2671

brrrl = 3a, + bn

L o An+1 —
Da primeira equacao bn = =t D)
b o Apyo — Qpy

= 1; substituindo na segunda obtemos

n I
, logo

uma recorréncia para uma s6 sucesséo:
Apr2 — 20’n+1 —5a, =0

A segunda condi¢do inicial obtém-se da primeira
equagdo;a; =1+0=1

Procuramos solugdes @n = \*; substituindo e dividindo
por A" obtemos a equacgéo caracteristica:
A2 20 -5=0

- O discriminante D = (—2)* — 4 - (—5) = 24; as raizes:

NM=1-v6 d=1+6
" Asolugdo geral: a,, = C (1 - \/E) + C, (1 + \/E)

(-8
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Os pontos sao os termos calculados pela formula - a propria
recorréncia da os mesmos valores.

+ Substituimos as condi¢des na solugdo geral donde

1 1
Ci==,0C ==
1 2= 2 2

Ci+Cy=1

(17\/6)cl+ (1+x/6)02 —1

- A solucdo que satisfaz as condi¢bes dadas:
(1-v6)"  (1+v6)"
_ + 5

e 2

+ Verificagdo: a recorrénciadéd ay = 7, a3 = 19, ay = 73
- 0 mesmo que a férmula.

+ A outra sucessao a partir da expressédo

b, = et fn \/_(1+\/5) f%(lfx/é)"



Dividir para conquistar (merge sort) — n = 2% e o teorema mestre.
Enunciado: T(n) = 2T(n/2) + n, T(1) = 1

+ Donde A =
Resultado onde !

T(n) =n+n 10g2 n * Uma solugéo particular: Sé_m — k. 2k
- Asoluggo geral: S, — S 1 6P — ¢, .ok L} . 9k
Condigdes: n = 2%, k € N, GEof k & P 1

+ Substituimos as condi¢des na solu¢do geral donde
Passos Ci=1

=1
+ Uma recorréncia do tipo dividir para conquistar: !

n
T(n) = QT(—) +n
2 + A solugdo que satisfaz as condi¢des dadas:
+ Para n poténcia da base; a substituicao Sp = 2k k- 2k
n=2% 8, = T(Qk) da uma recorréncia linear de

- e S oG, 4 gkt - Verificagdo: a recorréncia dé Sy = 4, Sy = 12, S5 = 32
primeira ordem: S, = 25, +

— o mesmo que a formula.

+ As condigdes iniciais da nova sucessdo: Sy = 1 - Voltamos a n (k = logy n): T(n) = n + nlog, n

+ Primeiro resolvemos a recorréncia homogénea (lado

+ O teorema mestre (a=2,b=2,1(n) =0(n):2 = 21, logo
direito 0): Ske1 — 25, =0

T(n) = O(nlogn)
+ Procuramos solugbes S = \¥; substituindo e dividindo
por \* obtemos a equag&o caracteristica: A — 2 =0

- As raizes da equacgao caracteristica: A = 2

+ A solucgado geral da recorréncia homogeénea:
h "
s¥ — ¢, .2k

+ 0 lado direito 2~+! tem forma especial; o nimero 2 é raiz
da equagdo caracteristica (multiplicidade 1), por isso a
forma é multiplicada por k: S,Ep) = Ak -2

+ Substituimos na recorréncia, dividimos por 2% e
agrupamos os termos: 24 = 2



A fungao geradora da sucessao n2 + 2",

Enunciado: n”2 + 2°n  Funcéo geradora

Resultado inzxnx_d( z 2) _ m+m23

(2) 1— 2z + 222 — 323 n=0 2\1-2) ==
T) = 2 33
(1 - 513)3(1 - 2513) " A funcéo geradora; A(z) = Lo 2ot 2el S

(1—2)*(1 —2z)

Passos + Verificagdo — o desenvolvimento comeca pelos termos
da sucessdo: A(z) = 1+ 3z + 8z* + 172 + ...
+ Introduzimos a fungéo geradora
o0
A(Q’,‘) _ (TLZ + 271)1:71
n=0

- Separamos a série por linearidade:

o0 o0
A(z) = Z 2"z + Zn2$”
n=0 n=0

o
1
U 5. h d 2nmn —_
ma serie connecida ; 1- 2z
= 1
u ari hecida: ¥ z" =
ma serie conhecida Z T—a

n=>0

- Multiplicar os termos por n equivale a derivar e
multiplicar por x

= d 1 x
Swrea ()
— de\1—=z 1-x

+ Multiplicar os termos por n equivale a derivar e
multiplicar por x



A férmula de a, a partir de uma fungao geradora — fragoes parciais com raizes irracionais.

Enunciado: 1/(1 - x - x*2) Funcgao geradora

Resultado Grafico

— 5— \/@5 1- ‘//5- ! + 5+ \/Qg ( 1000 °

“ = 0 2 10
800
Passos
+ Isolamos a fungdo geradora e fatorizamos o 600 i
denominador
1
Az) = 400
[ ]
~144/5 14/5
(1+72 m) (17 =5 1')
[ ]
200
- Decomposi¢do em fragdes parciais °
[ ]
5-+/5 5+4/5 e ® °®
A(z) = 10 + 10 0 -e—e—e—o—0_0_0
1425, sy
2 2
0 2 4 6 8 10 12 14
+ Desenvolvemos as fragdes em séries geométricas P
n
o n o]
1 _ Z (1 — \/5) z", L — E 0s pontos sdo os termos calculados pela férmula — a prépria
—14+4/5 2 1+4/5 éncia da
1+ g\/m n—0 1— +;/71' - recorréncia da os mesmos valores.

-+ O coeficiente de x" é o termo procurado
_ 5o VB1-VBNT BB T4 VBN
10 2 10 2

G

+ Verificagdao — o desenvolvimento comega pelos termos
da sucessdo: A(z) = 1+ + 22 + 32% + ...

O numero de solugoes de x; + X, + X3 = 10 com x4 < 3.

Enunciado: nimero de solu¢des x 1 + x 2 + x 3 = 10, x 1 <= 3

Resultado

38

Passos

+ Alincognita 1 (0 < z; < 3) contribui com a série

2 g L=af
l+ztx+a’ =
l1—=
+ Aincégnita 2 (x5 > 0) contribui com a série
1
l4zt+ara®+-.- =
l-=

+ Aincégnita 3 (z3 > 0) contribui com a série

1
l4zt+ara®+-- =
1—=z

+ A funcdo geradora é o seu produto - o coeficiente de
1-—at

x*N conta as solugdes: G(z) = T 3
(1-=)

+ 0 nimero de solugdes € o coeficiente de z10: 38



Limitagoes conhecidas

e Ainda nao: recorréncias lineares de ordem superior com coeficientes variaveis, sistemas de trés ou
mais recorréncias, dividir para conquistar com varios termos (T(n/2) e T(n/3)) e recorréncias nao
lineares que estas substituicdes ndo tornam lineares.



Aplicacoes de equacoes diferenciais

0 botado «Aplicagdes de equacgdes diferenciais» na tela inicial abre um formulario com 23 modelos:
radiocarbono, decaimento e meia-vida, crescimento exponencial, cadeia de decaimento, resfriamento de
Newton (também a hora da morte a partir de duas medicdes), cinética quimica de ordem 0-2,
medicamento no sangue, alcool no sangue, poupanga e empréstimo, circuitos RC, RL e RLC, mola, queda
com resisténcia do ar, esvaziamento de um tanque, mistura, crescimento logistico e de Gompertz,
populacao com captura, epidemia SIR, predador e presa, competicao de duas espécies e quimiostato.

Escolhe o0 modelo, a variante e o0 que procura; as constantes vém preenchidas e podem ser alteradas.
Cada grandeza e o resultado tém a unidade a escolha: a aplicagdo converte os valores (a conversao é
um passo). 0 «?» junto ao modelo explica de onde vem a sua equagao.

Os passos montam o modelo, resolvem a equacao (separagao de varidveis, fator integrante, equagéo
caracteristica), aplicam as condicdes, isolam a grandeza procurada e substituem os nimeros. Os
sistemas resolvem-se numericamente por Runge—Kutta; os equilibrios e a estabilidade, exatamente. O
grafico mostra as grandezas no tempo g, nos sistemas, o plano de fase.



Exemplos

Idade de um achado com 35 % de '4C restante.

Enunciado: model(radiocarbon; find=t[yr]; T12=573@[yr]; p=35[pct]; input=ratio)

Resultado

t ~ 8700 anos

Passos

N
— =35%
NO ©

* Procuramos t; dados: T}, = 5730 anos,

Convertemos as unidades: = 35% = 0,35
0

Os seres vivos absorvem carbono do ar e por isso
contém a mesma propor¢éo do isétopo radioativo '4C
que a atmosfera. Apés a morte a absorgédo cessa e o '“C
decai. O numero de decaimentos por unidade de tempo
€ proporcional ao numero de nucleos restantes: dN/dt =
-AN, sendo A a constante de decaimento. A solugdo é N
= Ng-e*(—At); apds a meia-vida T% = 5730 anos resta
metade, logo A =In 2/ T%. Da proporcao de '4C restante
(ou da atividade medida comparada a de uma amostra
viva) obtém-se a idade. Equagao do modelo:

— =—-AN
dt

dN
Separamos as variaveis: N = —Adt

Integramos ambos os lados: In |[N| = =Xt 4+ C

Aplicamos a exponencial — a constante te*C chama-se
denovo C: N — (e M

Substituimos a condigo inicial V(0) = No: Ny = C
Grafico
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As grandezas do modelo no tempo, calculadas a partir da solugéo;
a resposta esta marcada.

+ A solugéo da condicdo inicial (solucéo particular):

N = Npe ™

Numa meia-vida a quantidade cai para metade -
constante de decaimento

Ny In2 In 2
N(Tys) = 22 o p= 22 _ B2
(o) =5 = T, 5730

~ 1,21 - 10~* ano’

+ Isolamos a grandeza procurada:

1 N Tl_‘/Q ND

R N S TS |
AN, w2 N
5730 1
Substituimos: t = 5 ) In 035 8679 anos

Os laboratérios indicam a «idade radiocarbono» com a
meia-vida de Libby de 5568 anos e convertem-na com
uma curva de calibrag&o (o '*C da atmosfera nem
sempre foi 0 mesmo); a idade real pode diferir um
pouco.



Hora da morte: 30 °C ao ser encontrado, 28 °C uma hora depois, sala a 20 °C.

Enunciado: model(cooling; find=t[h]; T@=30[degC]; Ta=20[degC]; t1=1[h]; T1=28[degC];
Tt=37[degC]; k=measured)

1. T T, 12820

T(ty) =1, k=——1 =—-ln_—©7——
Resultado () =T, = o 13020
t~ —2,38h
+ Isolamos a grandeza procurada
o 1. T-1T,
Passos T, + (T, — T,)e Lt:Tit:*EIHTofTa

- Procuramos t; dados

1 37—-20
Ty =30°C, T,=20°C, t;=1h, 1T, =28°C ' itui t=— 1 ~ —2,378 h
0 , a s 1 s 1 s Substituimos: 0,2231 n 30— 20
* Um corpo perde calor tanto mais depressa quanto maior + Um tempo negativo significa antes da primeira medi¢édo
a diferenga de temperaturas: dT/dt = -k(T - T,), sendo T, (na hora da morte, tantas horas antes do achado).

a temperatura ambiente e k dependente do corpo. A

solucao é T=T, + (T, - T,)-e*(-kt). k obtém-se de duas Grafico
medigdes. E assim que a medicina legal estima a hora .
da morte: mede a temperatura do corpo ao encontra-lo e tel .
um pouco depois e calcula quando estava a 37 °C.
dT
Equagédo do modelo: i k(T -T,) \
s iaveis: — - — ®
eparamos as variaveis: 75— T,
+ Integramos ambos os lados: In [T — T,,| = —kt + C 22
+ Aplicamos a exponencial — a constante +e*C chama-se
denovo C: T' =T, + Ce "
+ Substituimos a condigao inicial T'(0) = Tg:
TO:TG,JFC@C:T[)*TE 30
+ A solucdo da condic&o inicial (solug&o particular):
T=T,+(Ty—T,)e™

+ k a partir da segunda medigao

t[h]
- T @t~ -2378

As grandezas do modelo no tempo, calculadas a partir da solugéao;
a resposta esta marcada.

500 mg a cada 8 horas: o nivel estacionario.

Enunciado: model(drug; find=steady[mg_1]; D=500[mg]; V=40[1]; T12=6[h]; tau=8[h];



mode=repeated)

Resultado
Cmaz ~ 20,7mg/]
Cmin =~ 8a22 I].'lg/]

Passos

« Procuramos Cmaz; dados
D =500mg, V =401, Tlﬂ =6h, 7=8h

+ Um medicamento distribui-se no volume de distribuigéo
V; rins e figado eliminam-no a uma velocidade
proporcional & concentragao: dc/dt = -kc,comk=1In2/
TY%. Apos uma dose D, ¢ = (D/V)-e*(-kt). Com doses
repetidas a cada T, os restos somam-se (série
geométrica) e o nivel estabiliza entre c_min e c_max.
Com uma infusdo de taxa R, dc/dt=R/V - kce a
concentragao tende a R/(kV). Equagdo do modelo:

de
— = —kc
dt
- Concentrac¢do inicial apos a dose:
D 500
cy = v 10 ~ 12,5 mg/1
- Constante de eliminag&o a partir da meia-vida biolégica:
In2 In2 .
k=—=—~0,1155h
Ty
* Separamos as variaveis: @ = —kdt
(6}
+ Integramos ambos os lados: In |¢| = —kt + C'
Grafico
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As grandezas do modelo no tempo, calculadas a partir da solugéo;
a resposta esta marcada.

+ Aplicamos a exponencial — a constante +e*C chama-se

denovo C: ¢ — ekt

- Substituimos a condicao inicial ¢(0) = ¢g: ¢ = C

+ A solugdo da condigdo inicial (solugao particular):

¢ = cpeFt

- Parte do medicamento que resta até a dose seguinte:

q= c(7) — ehT — 0158 . ) 3969
o

+ Isolamos a grandeza procurada

C
Cﬂzar:CU(1+q+q2+"') = 0 s Cmin = 9 Cnax
I—gq
. ) 12,5
Substituimos: Cpar = m ~ 20,72 mg/1

+ Substituimos: ¢,,;, = 0,3969 - 20,72 ~ 8,225 mg/1

+ Fator de acumulagéao (quantas vezes o nivel estacionéario

supera o de uma dose): & = 14 ~ 1,658

Prestagao mensal de um empréstimo de 1 000 000 CZK por 20 anos a 5 %.

Enunciado: model(interest; find=a[CZK_mo]; B@=1000000[CZK]; r=5[pct_yr]; t=20[yr];



B=0[CZK]; kind=loan)

Resultado

a ~ 6592 CZK /més

Passos

Procuramos @; dados
Dy = 1000000 CZK,

7 =5% aoano, t = 20anos,

Convertemos as unidades:

r = 5% ao ano = 0,05 ano !

Com juros continuos, os juros acumulam-se a cada
instante em propor¢ao ao saldo: dB/dt =rB, sendor a
taxa anual. Depositos regulares a aumentam o saldo
(dB/dt = rB + a), as prestagdes de um empréstimo
reduzem a divida (dD/dt = rD - a). Resolve-se separando
varidveis; a solucdo dé o saldo, o prazo ou a prestagédo

(anuidade continua). Equagdo do modelo:
dD D

— =rD—a

dt

o dD

Separamos as variaveis: D =rdl

SR

Integramos ambos os lados: In

D*g‘:’l‘tJhC
T

Aplicamos a exponencial — a constante +e*C chama-se
a ;

denovo C: D = — + Ce™
7

Substituimos a condigdo inicial D(0) = Dy:
c=D,- 2
”

Grafico
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As grandezas do modelo no tempo, calculadas a partir da solugéo;
a resposta esta marcada.

A solugdo da condigdo inicial (solugéo particular):
p=24 (DO . f)eﬁ
7 T

Os juros continuos sdo um modelo: os bancos
capitalizam mensal ou anualmente e a diferenga é
pequena.

r(Dyert — D)

Isolamos a grandeza procurada: a = =
ert —

Substituimos

0,05(1 000 0000520 — ()
= 00520 _ |

~ 79100 CZK/ano

Total pago: at = 1582000 CZK

+ Convertemos as unidades:

a ~ 79100 CZK /ano = 6592 CZK /mes



Quanto tempo um capacitor leva a carregar até metade da tensao.

Enunciado: model(rc; find=t[ms]; R=10[kohm]; C=100[uF]; U=12[V]; u=6[V]; mode=charge)

u
Resultado * Isolamos a grandeza procurada: t = —7 In (1 = ﬁ)
t ~ 693 ms . 6
Substituimos: ¢ = —1000In { 1 — i ~ 693,1 ms
Passos
* Procuramos t; dados Grafico
R=10kQ, C=100uF, U =12V, u=6V v

- Ao carregar um capacitor através de um resistor, a lei de
Kirchhoff d& U = Ri + u e a corrente carrega o capacitor: i
= C-du/dt. Juntas, RC-du/dt + u = U. A tens&o aproxima- 10
se da da fonte: u = U(1 - e*(-t/1)), sendo T =RC a
constante de tempo; a corrente i = (U/R)-e*(-t/T)
diminui. Na descarga, u = Ug-e*(-t/1). Equagédo do

du
modelo: RC' — =U
at

[ ]
+ Constante de tempo: 7 = RC' = 10 - 100 ~ 1000 ms o
5 . du dt
Separamos as variaveis: ===
u—U T
. t
Integramos ambos os lados:In [u — U| = —— + C
T

- Aplicamos a exponencial — a constante te*C chama-se

denovo C:y — I 4+ Ce—+ 1000 2000 3000 4000

t [ms]
+ Substituimos a condig&o inicial u(0) = 0: U @tx6931

0=U+C=C=-U
+ A solucdo da condig&o inicial (solug&o particular):

U = U(l — e’ﬁ)

[mA]

0,5

1000 2000 3000 4000
t [ms]

As grandezas do modelo no tempo, calculadas a partir da solugéo;
a resposta esta marcada.

Mola amortecida: deslocamento em 1 s.

Enunciado: model(spring; find=x[cm]; m=0.5[kg]; k=20[N_m]; b=1[kg s]; x0=5[cm]; v@=0[m_s];



t=1[s])

Resultado

T~ 1,827cm

Passos

Procuramos z; dados

m=0,5kg, k=20N/m, b=1kg/s,

zy = Hem,

Convertemos as unidades: g = 5cm = 0,05 m

Sobre um corpo preso a uma mola atuam a forga
elastica —kx (Hooke), o amortecimento -b-v e
eventualmente uma forga externa Fy'cos wt. Pela 2.2 lei
de Newton m-x" + b-x' + kx = Fo-cos wt, uma equacao
linear de 2.2 ordem com coeficientes constantes. As
raizes da equagao caracteristica indicam se o corpo
oscila ou apenas volta ao equilibrio. Uma excitagéo
perto da frequéncia natural w, = v(k/m) provoca

ressonancia. Equagédo do modelo:
d’x dx
— +b—+kx=0

M T

Frequéncia angular natural (sem amortecimento):

k 20 3
wyp =14/ — =4/ — ~6,325s
m 0,5
Coeficiente de amortecimento &:

B 1
29m 2.0,5

~ 1571

+ Procuramos solugdes x = e*(At); substituindo e dividindo

Grafico
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As grandezas do modelo no tempo, calculadas a partir da solugéo;
a resposta esta marcada.

por e*(At), obtemos a equacao caracteristica:
0,502 +A+20=0

As raizes da equacg&o caracteristica: A\j2 = —1 £ 6,245%

Amortecimento subcritico (6 < wg; 0 =1,  wy = 6,325):

raizes complexas, oscilagdes amortecidas.

Solugao da equagdo homogénea:
x5, = e H(C) cos 6,245t + O, sin 6,245t)

Substituimos as condi¢des na solugéo geral:
z(0) = 0,05, '(0) =0, donde
C) ~ 0,05, C,~ 0,008006

+ A solucdo da condicdo inicial (solucéo particular):

z = e~'(0,05 cos 6,245t + 0,008006 sin 6,245t)

Substituimos: (1) ~ 0,018271m

- Convertemos as unidades: ¢ ~ 0,01827m = 1,827 cm



Epidemia com R, = 2,5: pico e total de infectados.

Enunciado: model(sir; find=overview[d]; N=10000[pcs]; I@=10[pcs]; R@=2.5; D=7[d]; rates=roQ)

Resultado

10 ~ 2340 1nd.
tmaz =~ 34,1d
R, ~ 8930ind.

Passos

+ Procuramos q:; dados
N =10000ind., [y =10ind., Ry =25, D ="Tc

- A populagdo N divide-se em suscetiveis S, infectados | e
recuperados R. As infecgGes sao proporcionais aos
encontros: B-S'I/N; os infectados recuperam com taxa y
=1/D (D, a duragdo da doenga). O sistema S'= -BSI/N, I
=BSI/N - yl, R" = yl ndo tem solug&o elementar e é
resolvido numericamente. Exatamente obtém-se o
ndmero basico de reprodugdo R, = B/y, o pico, o total de
infectados e o limiar de imunidade de grupo 1 - 1/Rq.
Equag¢ao do modelo

8SI
g - P2
N
S
r— % o
R =~I

o 1 1
Taxa de recuperagao: vy = D = 7 ~ 0,14294d°!

+ Taxa de transmissao: 8 = Ryy ~ 0,3571d !
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As grandezas do modelo no tempo, calculadas a partir da solugéao;
a resposta esta marcada.

+ Asoma S + | +R =N é constante (as equagdes somam

Zero).

+ Limiar de imunidade de grupo (proporgdo de imunes

com a qual a doenga deixa de se propagar):

1
— — ~ 60

+ A epidemia arranca porque nho inicio vale

N
I'>0« 8> — a 4000
Ry

* O pico ocorre com S = N/Ro; da equagao para dl/dS

dl N N
— =-14+—=1+85——WmS=C=1,,=1
as +RQS§ < Ron = Lz

+ Resolvemos a equagao numericamente (bisse¢ao)

S. Ry(S.-N
o _ Ro(5 = V) = S, ~ 1072ind.

17
s, N

- No total adoecem: R, = N — S ~ 8928 ind. (89,3 %)

+ O sistema ndo tem solugdo em fungdes elementares:

resolvemos numericamente pelo método de Runge—
Kutta de ordem 4, passo 0,05, em [0, 100]

+ Da solucdo numérica: t,q, ~ 34,1d



Predador e presa: equilibrio, estabilidade e periodo.

Enunciado: model(predator; find=overview[mo]; a=0.5[per_mo]; b=0.01[per_pcs _mo];

c=0.4[per_mo]; d=0.005[per_pcs mo]; x0=100[pcs]; y0=20[pcs])

Resultado
[z*, y*] ~ [80, 50]
T ~ 14,9 meses

Passos

Procuramos T'; dados

a=05mé", b=001(ind.- més)fl, ¢ = 0,4 més
As presas x multiplicam-se sem predadores (ax) e os
predadores y morrem sem presas (-cy). Os encontros,
proporcionais a xy, reduzem as presas (-bxy) e
alimentam os predadores (+dxy). O sistema x' = ax - bxy,
y' = —cy + dxy (Lotka, Volterra) tem o equilibrio [c/d; a/b],
com autovalores imaginarios puros: as popula¢des
oscilam periodicamente, os predadores com atraso.
Resolve-se numericamente; equilibrios e integral
primeira, exatamente. Equagao do modelo

' =ax — bxy

/!

Yy = —cy+dxy

Equilibrios — todas as derivadas sao nulas

z(a —by) =0, y(de —¢c) =0= [0, 0], [E a4

d B] ~ 80,

Estabilidade por linearizagdo — matriz jacobiana do
sistema

_fa—by bz
J7< dy dxfc)
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As grandezas do modelo no tempo, calculadas a partir da solugéo;
a resposta esta marcada.

Em [0, 0] autovalores Ay = —0,4, Ay = 0,5 - sela

(instavel).
0,5 0
0 -04

Em [80, 50] autovalores A\1,» = 10,4472 — centro
(oscilages em torno do equilibrio).

0 -08
025 0

- Dividindo as equagdes e separando obtém-se uma

integral primeira, constante ao longo da trajetdria:
V=dz—clnz+by—amhy=0C

Como V hdo muda ao longo de uma trajetéria, as
trajetorias sdo curvas fechadas: as populagdes oscilam
periodicamente.

Periodo das pequenas oscilagdes em torno do equilibrio

2
(dos autovalores): T' = \/ﬁ ~ 14,05 meses

O sistema ndo tem solugédo em fungdes elementares:
resolvemos numericamente pelo método de Runge—
Kutta de ordem 4, passo 0,0125, em [0, 50]

Da solugdo numérica: T’ ~ 14,95 meses



Em breve

Estamos a trabalhar nestes tipos de exercicios ou temo-los planeados. A ordem pode mudar conforme
aquilo de que mais precisar.

Equacoes e inequagoes

» Equacgdes do 2.° grau incompletas pondo em evidéncia ou extraindo a raiz (x2 = 9) em vez do
discriminante.

Funcoes, derivadas e integrais

» Aplicagdes do integral com pardmetros — formulas gerais (esfera de raio r, elipse, cone).

e Area colorida e sélido em 3D para curvas paramétricas e polares.

» Aplicagdes fisicas de derivadas e integrais (velocidade, aceleragao, trabalho, centro de massa).
e A forma complexa da série de Fourier e o0 espetro.

» Os integrais de Riemann e de Lebesgue de fungdes especiais (fungdes de Dirichlet e de Riemann).

Equagoes diferenciais

» Sistemas de equacdes diferenciais escritos como equagdes (as aplicagdes ja os tém) e o seu
retrato de fase.

* Transformada de Laplace com a fung¢ao de Heaviside, deslocamentos e lados direitos periédicos.

Outras areas

e Vetores — norma, produto escalar, vetorial e misto, angulos, areas e volumes.
e Matrizes — operagoes, determinante, caracteristica, matriz inversa, valores e vetores préprios.

e Problemas de construgao — tridangulos, quadrilateros e circunferéncias a partir de elementos
dados, os passos da construgdo e o numero de solugdes.

e Numeros complexos na forma trigonométrica e exponencial, o teorema de De Moivre, raizes de
indice n.

e Aregra de Cramer para sistemas de equacgoes lineares.

e Funcgoes de varias variaveis, integrais multiplos, de linha e de superficie.



* Modo exato e modo numérico (decimais em vez de fragdes e raizes).

e Problemas de palavras — equacionar o enunciado e resolver.



