MathSolver — manual

Qué puede resolver MathSolver, como introducir un problema y cémo es el resultado.

MathSolver resuelve problemas a partir de una foto o escritos a mano y, para cada resultado, muestra el
procedimiento tal como se hace en clase — paso a paso, con explicaciones y, cuando tiene sentido, con

una grafica.

Cada capitulo trata un tipo de problemas: qué esperar de la solucién, cémo introducir el problema'y
ejemplos de resultados reales de la aplicacién. Las limitaciones conocidas, si las hay, aparecen al final

del capitulo.
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Como introducir un problema

Puedes fotografiar el problema — antes de enviarlo, recorta la foto para que solo quede el enunciado. La
aplicacion lo reconoce y muestra una vista previa; si la transcripcion no es correcta, corrigela en el
campo bajo la vista previa. En ese mismo campo también puedes escribir el problema directamente.

Si el enunciado es una expresion sin signo igual, eliges con un chip qué hacer con ella: simplificar,
desarrollar, factorizar, descomponer en fracciones parciales, derivar, hacer el estudio de la funcion,
calcular un polinomio de Taylor, integrar, sumar una serie o calcular una serie de Fourier. Ajusta la opcion
«Enfoque» de la pantalla de inicio a lo que estés practicando — preselecciona el chip adecuado.

Las ecuaciones y las inecuaciones se resuelven directamente. Cuando hay mas de un método (el
método para un sistema, para valores absolutos, la derivada por definicién), lo eliges con un chip; el
resultado se recalcula al instante. Las ecuaciones e inecuaciones se resuelven en los numeros reales;
con el chip «Resolver en» se elige en su lugar N, Z, Q o R*. En un limite, un chip elige si la
indeterminacion se resuelve transformando o directamente con la regla de LHopital.

Como introducirlo

X"2 + 3x - 4 Las potencias se escriben con *; la multiplicacion por
un nimero o una variable puede omitirse (3x, 2xy).

(x+1)/(x-2) Fracciones con barra; pon entre paréntesis un
numerador o denominador que no sea un solo numero
o letra.

sqrt(x+1), x~(1/3) Raiz cuadrada sqrt(...), las demds raices como

potencia con exponente fraccionario.

|[2x - 1] Valor absoluto entre barras verticales. Si la entrada se
puede leer de varias maneras (|xly|zl|), la aplicacion
ofrece las lecturas para elegir; para que sea
inequivoca, pon el valor absoluto entre paréntesis:

2x(]x - 11).

1n x, log x, log 2 x In es el logaritmo natural, log (o Ig) el decimal, log_2 el
de base 2.

sin x, cos 2x, tan x, cot x Funciones trigonométricas; un argumento sin

paréntesis es el término justo después de la funcién



sinh x, cosh x, tanh x, arsinh x

sin alpha = 1/2, sin(x + 30°)

sin x = 1/2, x € <0; 2pi)

pi, e, oo

X sin x, 2x(x+1)
2X + 3y =7
x-y=1

(3+41)/(1-21)

x"2 < 10, x € Z

Limitaciones conocidas

(cos 2x = cos(2x)).

Funciones hiperbdlicas sinh, cosh, tanh, coth y sus
inversas arsinh, arcosh, artanh, arcoth (también asinh,
arcsinh, ...).

Un angulo en grados: una letra griega como incognita
(alpha, beta, ... o directamente o), o grados en un
numero; las letras latinas estan en radianes.

Raices en un intervalo — después de unacomao enla
linea siguiente (x € <0; 2pi) 0 0 <= x < 2pi).

El niumero pi, el nimero g, infinito oo.

Deja un espacio entre una variable y una funcién (x sin
X) — xsinx se lee como un producto de letras.

Escribe un sistema de ecuaciones o inecuaciones por
lineas, una en cada linea.

Numeros complejos: i es la unidad imaginaria (en
expresiones y ecuaciones).

El conjunto tras unacoma: x €N, Z,Q,R+ (0 N, Z, Q, R,
«en N»); N sin el cero.

» Elresultado se da en forma exacta (fracciones, raices, 1) con un valor aproximado; aun no hay un

modo puramente numérico.



Ecuaciones e inecuaciones lineales

La aplicacién transforma una ecuacion lineal como se hace en clase — quita los paréntesis, pasa la
incégnita a un lado y divide. En una inecuacion vigila el cambio de sentido al multiplicar por un nimero
negativo y escribe el resultado como intervalo; la grafica muestra ambos miembros como rectas y
marca la solucion en el eje x.

Ejemplos

Una ecuacién con paréntesis.
Enunciado: 3(x - 2) = 2x + 5

Intersecciones de las graficas:

Resultado
e (11;27)

B = 1 , y y .
Cada interseccién corresponde a una soluciéon de la ecuacion: su
primera coordenada es el valor de x.

Pasos

+ Pasamostodoaunlado:z — 11 =0

+ Dejamos los términos con la incégnita a la izquierda y
pasamos el resto a la derecha: = 11

Gréfica
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Una inecuacion — dividir por un nimero negativo cambia el sentido.

Enunciado: 2x - 3 < 5x + 6

— y=2z—3
Resultado . Z — 5z 16
T < (_33 OO) Solucion de la inecuacién: donde se cumple la
relacion entre ambas curvas
Pasos . .
Intersecciones de las graficas:
+ Dejamos los términos con la incégnita a la izquierda y o (—3;-9)

pasamos el resto a la derecha: —3x < 9

+ Dividimos entre el nimero negativo —3; el signo de la
desigualdad se invierte: z > —3

Grafica
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Ecuaciones de segundo grado

La aplicacion lleva una ecuacion de segundo grado a la forma ax? + bx + ¢ = 0 y la resuelve con el
discriminante y la férmula general; también reconoce una raiz doble. Si la ecuacion no tiene solucion
real, lo dice, y el botén «Mostrar solucién compleja» muestra las raices complejas.

Ejemplos

Dos raices reales.

Enunciado: x*2 - 5x + 6 = ©

-1 0 1 2 3 4
Resultado 5
. —y=z —5¢+6
L1 — 3 —y=0
Ly = 2 Intersecciones de las graficas:
e (2;,0) e (3;0)
Pasos

Cada interseccion corresponde a una solucion de la ecuacion: su

primera coordenada es el valor de x.
+ Calculamos el discriminante:

D=0 —dac=(-5)7—-4-1-6=1

+ Sustituimos en la formula general:

—b++/D 5+1
Lio=—F— = —5
2a 2
Grafica
20
15
10

._____.._________________________________




Discriminante negativo — raices complejas.

Enunciado: x*2 + 2x + 5 = @  Mostrar solucién compleja

Resultado Grafica
T, = —1+2¢

Lo — _1 — 22 10
Pasos 8

- Calculamos el discriminante:

D=0 —dac=2>-4-1-5=-16 ¢
+ El discriminante es negativo; en los nimeros complejos: a

VD = /=16 = 4i
-+ Sustituimos en la férmula general: 2
~b+vD  2+4i
;1;1,2 = =
2a 2

2 1,5 -1 0,5 0 0,5 1
—y=a’+2z+5
—y=0
Las graficas no se cortan: la ecuacion no tiene solucion
real.



Ecuaciones de grado superior

Una ecuacién bicuadrada la aplicacion la convierte en una de segundo grado mediante un cambio de
variable. Una ecuacién general de grado superior la factoriza con la regla de Ruffini: busca las raices

entre los divisores del término independiente y divide por cada raiz encontrada hasta que queda una

ecuacion de segundo grado.

Ejemplos

Una ecuacioén bicuadrada con el cambio y = x2.

Enunciado: x*4 - 5x"2 + 4 = 0

Resultado Gréfica
1 = -2
Lo = -1
T3 = 1 150
T4 = 2

100
Pasos

- El cambio de variable , — 22 la convierte en una

50
ecuacion cuadratica: u?2 — bu -4 =0
+ Calculamos el discriminante:

+ Sustituimos en la formula general:
—-bt+vD 543
2a 2

D=t dac=(-5)7—-4-1-4=9 | e =00

U9 =

-3 2 1 0 1 2 3

- Deshacemos el cambio de variable: 22 =1 = z = 41

—y=z' -5z +4
+ Deshacemos el cambio de variable: 22 =4 = 2 = 42 —Y = 0

Intersecciones de las graficas:
e (—2,0) e (-1;0) e (1;0) e (2;0)

Cada interseccion corresponde a una solucion de la ecuacion: su
primera coordenada es el valor de x.



Regla de Ruffini — raices entre los divisores del término independiente.

Enunciado: x”3 - 6x”2 + 11x - 6 = ©

Resultado Grafica
7 =1 o
To = 2 : : :
2 20 S
L3 = 3 E E 3
0 o—o0—o
Pasos L~ | |
- Las raices racionales solo pueden ser divisores del 20 E E 3
término independiente —6: £1, £2, £3, £6 ! ! }
+ Con la regla de Ruffini comprobamos laraizz =1y e i { 1
dividimos el polinomio: 3 3 3
|1 -6 11 -6 ! 5 }
11 -5 6 [0] -60 ; 5 |
P(z) = (& = 1)(2* - 52 + 6) o
+ Calculamos el discriminante: B 0 1 z : N
D=0 —dac=(-57—-4-1-6=1 —y=x>—62"+112 -6
— 1y = 0
+ Sustituimos en la férmula general: J
b= vD _5x1 Intersecciones de las gréficas:
2T T T T2 e (1,0) o (2:0) e (3;0)

Cada interseccion corresponde a una solucion de la ecuacion: su
primera coordenada es el valor de x.



Ecuaciones racionales

En una ecuacion con la incognita en un denominador la aplicacion establece primero las condiciones,
luego multiplica por el denominador comun y resuelve. Compara las raices con las condiciones y
descarta las que no las cumplen.

Ejemplos

Condiciones, denominador comun, ecuacién de segundo grado.

Enunciado: (x+3)/(x-1) = 2/(x-1) + x

Resultado Grafica
|
L1 = 1-— \/5 I
s I
|
Lo = 1 + \/5 |
6 | i
Condiciones: « # 1 |
4 : o—
Pasos | :
2 i I
+ Condiciones: el denominador no puede ser cero: @ # 1 :
0
+ Multiplicamos ambos lados por el denominador z — 1: \; :
z4+3=za’—-xz+2 2/‘: :
+ Pasamostodoaunlado:z?2 — 22 — 1 =0 4 ] :
+ Calculamos el discriminante: G :
D=0 dac= (-2 —4-1-(-1)=8 :
-+ Sustituimos en la férmula general: 4 0 1 9 3
—b++vD 2422
Tip = = x+3
2a 2 —_—y =
-1
+ Laraiz z = 1 — +/2 cumple las condiciones. v 9
-_— = +x
- lLaraizg =1+ \/icumple las condiciones. y z—1

Intersecciones de las graficas:
o (1-vZ1-2v2) o (1+v21+2v2)

Cada interseccion corresponde a una solucion de la ecuacion: su
primera coordenada es el valor de x.



Ecuaciones irracionales

Una ecuacién con la incégnita bajo una raiz la aplicacion la resuelve aislando la raiz y elevando al
cuadrado. Elevar al cuadrado puede anadir raices que no cumplen la ecuacion — por eso siempre sigue
una comprobacion y se descartan las raices que no la superan.

Ejemplos

Elevar al cuadrado y comprobar — una de las raices no cumple la ecuacion.

Enunciado: sqrt(x+5) = x - 1

Resultado Grafica
r=4 !
Pasos /
4 T
- Elevamos ambos lados al cuadrado (no es una ‘/
transformacion equivalente, asi que comprobamos las / :
raices): & + 5 = (& — 1) 2 E
+ Pasamos todo a unlado: 22 — 3z — 4 =0 E
+ Calculamos el discriminante: 0 :
D= dac—(-3)2 4-1-(-4) =25 / !
- Sustituimos en la férmula general: E
~b+vD 345 Z :
Tig=—FH = o |
2a 2 i
+ Comprobacion paraz = —1:1zq. = 2, Der. = —2, 1zq. # |
Der.: la raiz no es vélida. A 0 1 2 3 4 5
+ Comprobacion para « = 4: lzqg. = 3, Der. = 3, Izq. = Der.: —_— = vz+5
la raiz es valida. —_—y=z-1

Intersecciones de las graficas:
e (43)

Cada interseccion corresponde a una solucion de la ecuacion: su
primera coordenada es el valor de x.

Limitaciones conocidas

e Las inecuaciones irracionales todavia no se resuelven.



Ecuaciones e inecuaciones exponenciales y
logaritmicas

Una ecuacion exponencial la aplicacion la resuelve pasando a la misma base, tomando logaritmos o con
un cambio de variable; una logaritmica, juntando los logaritmos segun sus propiedades y eliminando el
logaritmo, siempre con las condiciones. Las inecuaciones las resuelve mediante la monotonia — con una
base menor que 1 el sentido cambia.

Ecuaciones con bases distintas: a* + b* = ¢c* con bases de dos primos (25 + 10* = 4*) se dividen por una
potencia y cont = (5/2)* pasan a cuadraticas; los logaritmos de bases distintas se pasan a una sola (logs
x =logz x / log; 5).

Los logaritmos cuyas bases son potencias de un mismo nimero (log; x + logs(x + 2) = 2) se pasan a una
sola base (log, a = log, a / 2), se multiplica la ecuacién y se agrupan los logaritmos. Un logaritmo con la
incognita en la base (log, 8 = 3) se elimina por la definicién (x® = 8) con las condiciones x > 0, x # 1. Una
ecuacioén con la incégnita en la base y en el exponente (x*(log x) = 100) se resuelve tomando logaritmos
y con la sustitucion t = log x. Las inecuaciones con la sustitucion t = log(x + 1) y los sistemas de
inecuaciones logaritmicas y exponenciales se resuelven como inecuaciones sueltas, mediante la
monotonia.

Las ecuaciones e inecuaciones con funciones hiperbdlicas se reescriben segun la definicion (sinh x = (e
- e7)/2, ..) como exponenciales y se resuelven con la sustitucién t = e¥; arsinh x = ¢, con la funcién
inversa (x = sinh c).



Ejemplos

El cambio de variable t = 2x.

Enunciado: 42x - 3*2Ax - 4 = @

Resultado Gréfica
=2 i
Pasos 200
- Hacemos el cambio de variable t = 2%:¢2 — 3t —4 =0 |
150 '
+ Calculamos el discriminante: E
D=1 —dac=(-3)>—4-1-(—4) =25 :
100 !
+ Sustituimos en la férmula general: !
t _ —btvD 3+5 !
12 = 2a 2 50 !
+ La ecuacion 2 = —1 no tiene solucion real. !
+ Deshacemos el cambio de variable: 2* =4 = = =2 g 4’?
-1 0 1 2 3
—_—y=4"—-3.2" -4
—_—y =0

Intersecciones de las graficas:
e (2;0)

Cada interseccion corresponde a una solucion de la ecuacion: su
primera coordenada es el valor de x.



Juntar logaritmos, condiciones.

Enunciado: log 2(x+1) + log 2(x-1) = 3

Resultado Grafica
z =3 |
Condiciones: = > 1 " 3/
o
Pasos i
2 1
+ Dominio — condiciones: z > —1, z > 1 = = > 1 3
o i
+ Juntamos los logaritmos segun sus propiedades: ;
log, ((z — 1)(z +1)) = 3 |
% T
- Eliminamos el logaritmo: (z — 1)(z + 1) = 23 |
+ Pasamos todo a un lado: z2 — 9 = -4 i
+ Calculamos el discriminante: |
D=V —dac=0>—4-1-(—9) =36 ° ;
- Sustituimos en la férmula general: :
~b++vD 46 g 0 1 2 3 4
AT, T a
— y = log, (z + 1) +log, (z — 1)
+ Laraizx = —3 no cumple la condiciéon x > 1, asi que no — y=3
es solucion.
Intersecciones de las graficas:
- Laraiz x = 3 cumple las condiciones. ® (3;3)

Cada interseccion corresponde a una solucion de la ecuacion: su
primera coordenada es el valor de x.

Bases distintas: dividimos entre 49y sustituimos t = (5/2)".

Enunciado: 252d + 10~d = 4~d

Resultado Grafica
~1++5
d=log: [ ————
2 2 20
Pasos 2
+ Dividimos la ecuacion entre la expresion positiva 49: 10

(3) () - 5

d
0 5
Hacemos el cambio de variable t = (5) :
0
2?4+t—1=0
+ Calculamos el discriminante: i
D=t —4ac=1*-4.1-(-1)=5
+ Sustituimos en la formula general: 2 a5 - 05 0 0.5 ]
_ =bxvD -1x+5
b= —F— = — — y=25%4107
— _a4d
5\ 145 . y=4
La ecuaciéon [ — | = ————— no tiene solucién real. . )
2 2 Intersecciones de las graficas:
- Deshacemos el cambio de variable PY (logg (71%‘/5) ; 0,4829)
2
5\ —1++6 ~1+4++/6
= = = d= logg —_— Cada interseccion corresponde a una solucion de la ecuacion: su
2 2 2 2 i denada es el valor de d
primera coordenada es el valor de d.



Base menor que 1 — el sentido de la desigualdad cambia.

Enunciado: (1/2)"x > 8

Resultado Gréfica

z € (—oo, —3)

i
|
30 l
i
Pasos !
25 |
+ Escribimos ambos lados como potencias de la misma |
|
base: 277 = 23 20 ;
i
i
- La funcion exponencial de base 2 es creciente: los !
. ) - 15
exponentes cumplen la desigualdad con el mismo signo: l
|
—z >3 1
10 f
+ Dejamos los términos con la incégnita a la izquierda y [

pasamos el resto a la derecha; —z > 3 5 ,\
|
i
+ Dividimos entre el niimero negativo —1; el signo de la ‘ —

0 ﬁ}
desigualdad se invierte: z < —3

+ La solucién de esta inecuacién es ¢ € (—o0, —3)

—y=0G)
— y=28

Solucion de la inecuacién: donde se cumple la
relacién entre ambas curvas

Intersecciones de las graficas:
e (—3;8)

Tangente hiperbolica por la definicién — sustitucion t = e?x,
Enunciado: tanh x = 1/2
Resultado

_ I3
2

Z

Pasos

- Sustituimos las definiciones

ex e~ e2a _ 1

tanha = =

er + e @ 620+1
e . R E P
- = — — = e —3 =
e 41 2 22 4+ 2

+ Hacemos el cambio de variable t — ¢2%:t — 3 =0
+ Resolvemos:t =3

+ Deshacemos el cambio de variable:
9z In3
e*=3 = = T



La incdgnita en la base — por la definicién; la raiz -1 no cumple las condiciones.

Enunciado: log x (2x+3) = 2

Resultado Grafica
r=23 | |
| |
Condiciones: ¢ >0, z # 1 , | :
' |
Pasos :
2 ' °
+ Dominio - condiciones: ¢ > 0, « # 1 | ; \
| |
- Eliminamos el logaritmo: z% = 2z + 3 : 3
1 i
- Pasamos todo a un lado: z2 — 2z — 3 =0 : 3
| |
+ Calculamos el discriminante: 0 ; !
D=0 —dac= (-2 —4-1-(-3) =16 : 3
+ Sustituimos en la férmula general: 4 : |
-btvD 2+4 I ;
Tig = — T =~ I i
2a 2 I i
+ Laraiz x = —1 no cumple la condicién z > 0, = # 1, " q . 2 . a

asi que no es solucién.
— y = log, (22 + 3)
+ Laraiz x = 3 cumple las condiciones. —_y =2

Intersecciones de las graficas:
e (3;2)

Cada interseccion corresponde a una solucion de la ecuacion: su
primera coordenada es el valor de x.



La incognita en la base y el exponente — tomamos logaritmos, sustitucion t = log x.

Enunciado: x~(log x) = 100
Resultado Grafica
L1 = ]_07\/5
Iy = 10\/5 300

Condiciones: = > 0

200
Pasos

+ Tomamos logaritmos en ambos lados:

log (ml"gz) =2 = logz - -logz =2 100 ° ,
+ Dominio - condiciones: = > 0 /

« Hacemos el cambio de variablet = logz: 2 — 2 = () 0

+ Calculamos el discriminante:
D=b —4dac=0%-4.-1-(-2)=38

- . 0 10 20 30
+ Sustituimos en la formula general:

—b:ﬁ:\/ﬁi i?\/é I y:mlogw
2 2 — y = 100

- Deshacemos el cambio de variable:

t1p =

N Intersecciones de las graficas:
R _10-V2 -
logz =—v2 = =10 o (10*\/5;100) o (10\5;100)

- Deshacemos el cambio de variable: . . . y
Cada interseccion corresponde a una solucion de la ecuacion: su

logz = V2 = oz = 10\/5 primera coordenada es el valor de x.

+ Laraiz 5 107\/5 cumple las condiciones.

+ Laraiz , _ 10\/5 cumple las condiciones.

Limitaciones conocidas

* Los logaritmos de bases distintas que no son potencias de un mismo nimero (log, x + logs(x + 1) = 2)
se resuelven solo nhuméricamente.

» Las ecuaciones hiperbdlicas que llevan a una ecuacion de 4.° grado en e* (cosh?x - 3 sinh x = 3) solo
se resuelven numéricamente; las inecuaciones con funciones hiperbdlicas inversas todavia no se
admiten.



Valor absoluto

Las ecuaciones e inecuaciones con valor absoluto la aplicacién las resuelve de dos maneras, que eliges
con un chip: «Por definicién» — un atajo que desarrolla |a] = b o |a] < b — y «Puntos criticos» — dividiendo
la recta numérica en intervalos en los que cada valor absoluto tiene signo fijo. Si no eliges, escoge ella
misma la mas adecuada.

Los valores absolutos anidados (J|x| - 2| = 1) los resuelve igual: por definicién paso a paso de fuera hacia
dentro, por puntos criticos de dentro hacia fuera — primero los puntos criticos de los valores absolutos
interiores y luego, en cada intervalo, el valor absoluto que queda.

Una inecuacion [f| < |g| (solo un valor absoluto en cada lado) también se puede resolver con el chip
«Elevando al cuadrado»: ambos lados son no negativos, asi que se eleva al cuadrado y se resuelve como
cuadrdtica. Una expresién con valores absolutos sola (|x - 1| + |[x + 2|) se simplifica por tramos: puntos
criticos, tabla de signos y, en cada intervalo, la expresion sin valores absolutos.

Ejemplos

Un valor absoluto — desarrollado por definicion.

Enunciado: |2x - 1] = 5

Resultado Grafica
L1 = —2

Lo = 3 10
Pasos 8

+ Hay un solo valor absoluto y al otro lado un numero:

basta con aplicar la definicién. 6
+ Por la definicién, |2z — 1| = 5 se cumple siy solo si .
2r—1=502x—1=-5
* Resolvemos: 2z —1=5 = =3 2
- Resolvemos: 2z —1= -5 = == -2
0
2 0 2 4
—y =2z — 1]
—_—y = 5

Intersecciones de las graficas:
e (—2;5) e (3;5)

Cada interseccion corresponde a una solucion de la ecuacion: su
primera coordenada es el valor de x.



Dos valores absolutos — el método de los puntos criticos.

Enunciado: |x - 1| + |[x + 2| < 5

Resultado

x e (-3, 2)

Pasos

Quitamos los valores absolutos con el método de los
puntos criticos: dividen la recta numérica en intervalos y
en cada uno las expresiones de dentro mantienen el
signo.

Puntos criticos de las expresiones dentro de los valores
absolutos:
z—1=0=z=1, z4+2=0= z=-2

Signos en cada intervalo:
| (7007 72) [727 1) [17 OO)
z—1 = = +
z+2 = + +

En el intervalo (—o0, —2) quitamos los valores
absolutos segun los signos: (1 — ) + (—z —2) <5

Resolvemos: —2z — 1 < 5

Dejamos los términos con la incognita a la izquierda y
pasamos el resto a la derecha: —2z < 6

Dividimos entre el nimero negativo —2; el signo de la
desigualdad se invierte: z > —3

La solucién de esta inecuacion es € (—3, o)

Interseccién con el intervalo (—oo, —2): z € (—3, —2)

Grafica

10

—y=lz—1]+|z+2]
— y=5

Solucion de la inecuacion: donde se cumple la
relacion entre ambas curvas

Intersecciones de las gréficas:
e (—3;5) @ (2;h)

En el intervalo [—2, 1) quitamos los valores absolutos
segun los signos: (1 — ) + (z +2) < 5

- Laincégnita se ha cancelado y queda la afirmacion

verdadera 3 < 5: todo el intervalo [—2, 1) es solucién.

En el intervalo [1, o) quitamos los valores absolutos
segun los signos: (z — 1) + (¢ +2) <5

Resolvemos: 2z +1 < 5

Dejamos los términos con la incégnita a la izquierda y
pasamos el resto a la derecha: 2z < 4

Dividimos entre el nimero positivo 2; el signo de la
desigualdad se mantiene: & < 2

- La solucién de esta inecuacién es & € (—co, 2)

- Interseccién con el intervalo [1, c0): € [1, 2)

La solucién es la unién de los resultados: = € (—3, 2)



Valor absoluto anidado — por definicién de fuera hacia dentro.

Enunciado: ||x| - 2| =1
Resultado

$1:—3

.’132:—1

2133:1

$4:3

Pasos

- Hay un solo valor absoluto y al otro lado un numero:
basta con aplicar la definicién.

« Por la definicion, ||| — 2| = 1 se cumple siy solo si
|z —2=1o0|z|—-2=-1

+ Despejamos el valor absoluto: [z| = 3

- Por la definicién, |z| = 3 se cumple siy solosiz =30
r=-3

- Despejamos el valor absoluto: |z| =1

+ Por la definicién, || = 1 se cumple siysolosiz =10
r=-—1

Grafica

-4 2 0 2 4
— y=|lz| - 2|
Intersecciones de las graficas:
e (31 e(—1;1) e (1;1) e (3;1)

Cada interseccion corresponde a una solucion de la ecuacion: su
primera coordenada es el valor de x.

Valores absolutos en ambos lados — elevar al cuadrado.

Enunciado: |x - 1| < [2x + 3| Elevando al cuadrado
Resultado Grafica
2 : ;
€ (—oo, 4)U|—2, : :
3 . | :
Pasos | :
® | '
+ En ambos lados hay solo un valor absoluto: ambos son ‘ E
no negativos, asi que podemos elevar la desigualdad al 4 | :
cuadrado (es una transformacién equivalente). E E
- Elevamos ambos lados al cuadrado: E E/
2 i
(z —1)* < (2¢ + 3)° . ®
: N
+ Pasamos todo a un lado: —3z% — 142 — 8 < 0 | : : ‘
0 —3 (h
- Factorizamos: —(z +4)(3z +2) <0 : :
+ Los puntos criticos dividen la recta numérica en ! ’
intervalos: ; = —4, xy = -3 Z 9 g 2 [ v t
— y=|z—1

+ Signos en cada intervalo:

(o0, ~4) (-4-3) (-h o)
—1 — — —
T +4 - T +
3z +2 = = +
—(z +4)(3z + 2) = + =

—y = |22 + 3]

Solucién de la inecuacién: donde se cumple la
relacién entre ambas curvas

Intersecciones de las graficas:

®(-45) (%g)



Expresion con valores absolutos — por tramos en los intervalos.

Enunciado: |x - 1| + |x + 2|

Resultado
—2x—1, z€ (-0, —2)
3, ze[-2,1)
2e+1, @€l 00)

Pasos

+ Quitamos los valores absolutos con el método de los
puntos criticos: dividen la recta numérica en intervalos y
en cada uno las expresiones de dentro mantienen el
signo.

- Puntos criticos de las expresiones dentro de los valores
absolutos:
z—1=0=2z=1, z4+2=0= z=-2

+ Signos en cada intervalo:
‘ (7007 72) [727 1) [17 OO)
) = 1l = = +
z+2 = s +

+ Enelintervalo (—oo, —2) quitamos los valores
absolutos segun los signos:
l-z)+(-z—-2)=-2z—-1

+ Enelintervalo [—2, 1) quitamos los valores absolutos
segun los signos: (1 — z) + (z +2) = 3

+ En el intervalo [1, 0o) quitamos los valores absolutos
segun los signos: (z — 1)+ (z +2) =2z + 1

Limitaciones conocidas

e Una expresion con valores absolutos se simplifica solo en toda la recta numérica, no en un intervalo
dado; elevar al cuadrado se ofrece solo en una inecuacién con un unico valor absoluto en cada lado.



Ecuaciones e inecuaciones trigonometricas

La aplicacién reduce la ecuacion a ecuaciones basicas como sin x = ay las resuelve en la circunferencia
unitaria: halla los angulos de una vuelta y les suma multiplos del periodo (x = 11/6 + 2k, k € Z). La
circunferencia aparece dibujada en el procedimiento.

Prefiere las férmulas conocidas — angulo doble y mitad, sin?x + cos?x = 1, suma a producto —, después la
factorizacién, el cambio t = sin x, la division de una ecuacion homogénea entre cos"x y el angulo auxiliar
en a-sin x + b-cos x = ¢c. Ademas comprueba el resultado numéricamente en un periodo completo.

Una incdgnita con letra latina (x, t) esta en radianes, con letra griega (alpha, B, ...) en grados — igual que
una entrada con el signo ° (sin(x + 30°)). Para obtener las raices en un intervalo, escribalo después de
una coma o en la linea siguiente.

Una inecuacion se resuelve con un arco de la circunferencia unitaria, una mas compleja con los ceros en
un periodo; el resultado son intervalos con el periodo.



Ejemplos

Dos ramas de soluciones, los angulos en la circunferencia unitaria.

Enunciado: sin x = 1/2

Resultado

$1:z+2kﬂ'

$2:—+2kﬂ'

Pasos

5 1
Ecuacion basica sinx = 5: en la circunferencia unitaria

T bw
la cumplen, en una vuelta, los angulos 5 F; sumando
multiplos del periodo obtenemos todas las soluciones:

5
m:g+2kw,1‘:%+2kr

Grafica

N\

05 =
0/

o ° o °
:
:
:
:
:
:
:
:
|
05 :
:
:
:
:
:
1
:
:
:
:
:
:

-3m/2 - -/2 0 w2 s 3n/2

— y =sinz
1

_y:§

Intersecciones de las graficas:
. 1171" 1 ° 771'_ 1 ° i 1
6’2 672 6’2
5m 1
® | —;—
6 2

Cada interseccion corresponde a una solucion de la ecuacion: su
primera coordenada es el valor de x.



El cambio t = sin x y una ecuacion de segundo grado.

Enunciado: 2sin?2 x - sin x - 1 =0

Resultado
™
T = 5 + 2km
7
Lo = —ﬂ- + 2k7’(’
6
11 IC e N R S
T3 = Tﬂ- + 2km 0 o

keZ

+ Ecuacidn bésica sin z = 1: en la circunferencia unitaria

Pasos . T
la cumplen, en una vuelta, los angulos 5; sumando
+ Hacemos el cambio de variable ¢ = sin x: multiplos del periodo obtenemos todas las soluciones:
22—t —1=0 e= " 4 okr
2

+ Calculamos el discriminante:
D=0 dac=(-1)%—-4-2-(-1)=9

-+ Sustituimos en la férmula general:

~bLt VD 1+3
tp=—5——=——
2a 4
Ecuacién basica sinx = ——: en la circunferencia
2
o ; Tn 11w
unitaria la cumplen, en una vuelta, los dngulos ' 6 ;

sumando multiplos del periodo obtenemos todas las

) ™ 117
soluciones: ¢ = 3 + 2km, x = & + 2kw

Gréfica

o
.______________..________________________

-3n/2 -m -T/2 0 w2 s 3n/2

— y=2sin’z —sinz — 1
—_y=0

Intersecciones de las gréaficas:
3 5 T T
o (7“; ) . (*%% ) ° (*E;O) ° (5;0)
. 71r_0
6 b

Cada interseccion corresponde a una solucion de la ecuacion: su
primera coordenada es el valor de x.



La férmula de sin 2x y la factorizacion.

Enunciado: sin 2x = cos x

Resultado
™

T = g + 2km
v

Lo — 5 + kﬂ'
5

T3 = o + 2km

6
keZ

Pasos

+ Pasamos todo a un lado: sin (2x) — cosz =0

Aplicamos la férmula sin 2z = 2 sin @ cos @:

2cosx-sinx —cosxz =0

Factorizamos: un producto es cero si y solo silo es
alguno de sus factores: (2sinz — 1) cosz =0

Resolvemos la ecuacion cosz = 0

Ecuacién basica cos z = 0: en la circunferencia unitaria

T 37
la cumplen, en una vuelta, los angulos 3 ?; sumando

multiplos del periodo obtenemos todas las soluciones:
™

r=—+kn
2

5 m
6 g o 6. _
Grafica
N

-T/2 4] w2 s 3n/2

ol

3m

2

+ Resolvemos la ecuacion 2sinz — 1 =0
Despejamos la funcién trigonométrica: sinx = 2

. 1
Ecuacién basica sinx = —: en la circunferencia unitaria

T 5T

la cumplen, en una vuelta, los dngulos —, —; sumando
6’ 6

multiplos del periodo obtenemos todas las soluciones:

5
m:%+2kw,w:§+2kﬂ

— y = sin 2z
—— Y = COST

Intersecciones de las graficas:
3

o ([Mz, 93 .(7_7;0) o

6 " 2 2 6 2

] (*%;0) ° (f@) ] (g;ﬂ) ° (5_”,‘/_5)

6 2 6’ 2
3T
'(?0)

Cada interseccion corresponde a una solucion de la ecuacion: su
primera coordenada es el valor de x.



El angulo auxiliar: sin x + cos x = v2-sin(x + 1/4).

Enunciado: sin x + cos x = 1

Resultado
3 ™
T = 2km 1 4
™
L9 — — + 2k7T
2
kel
Pasos
+ Pasamos todo a un lado: cosz +sinz — 1 =10
o Introducir.'nos un a’ngLro auxiliirr P! . Despejamos la incégnita
cosx +sinx = \/gsm (w + —), donde T T T 3T
4 T+ —=—+2kmr = z=2kr V z+— = — +2k7
V2 oo V2 T 4 4 4 4
costp:T, squo:T = tp:z

- Despejamos la funcién trigonométrica:

. ™ V2
sin (24 7) =5
" Ecuacién basica sin (a: 5 g) = ?: enla

circunferencia unitaria la cumplen, en una vuelta, los
3 T 37 . .
angulos 1 I; sumando multiplos del periodo
obtenemos todas las soluciones:

T T T 37
:E+Z:Z+2k7r,:t+2:7+2k7r

Grafica

-
s
I e

-

-31/2 - -T/2 0

a
=]
N

m 3n/2
— y =sinz + cosx
Intersecciones de las gréficas:
— 9 . T
e (—2m;1) . (73_7r;1> e (0;1) A (5;1)
2
® (2m; 1)

Cada interseccion corresponde a una solucidon de la ecuacion: su
primera coordenada es el valor de x.



Una letra griega — el resultado en grados.
Enunciado: sin alpha + cos alpha = sqrt(2)
Resultado 90°

a = 45° + k- 360°
keZ

Pasos

+ Pasamos todo a un lado: cos a + sin o — \/5 =0

+ Introducimos un angulo auxiliar ¢:
cos a + sina = /2 sin (ex + 45°), donde
_ V2 V2 s
cosp = sme =5 = @= - Despejamos la incégnita

o+ 45" =90° + k- 360° = a=45"+ k- 360°

- Despejamos la funcién trigonométrica:
sin (a +45°) =1

+ Ecuacién bésica sin (a + 45°) = 1. en la circunferencia
unitaria la cumplen, en una vuelta, los angulos 90°;
sumando multiplos del periodo obtenemos todas las
soluciones: o + 45° = 90° + k - 360°

Grafica

[ /

-270°  -180°  -90° 0 90°  180°  270°
— y =sina + cos
—_—y = \/5
Intersecciones de las gréaficas:
o (73150;\/5) o (450;\/5)

Cada interseccion corresponde a una solucién de la ecuacion: su
primera coordenada es el valor de x.



Solo las raices en el intervalo dado.

Enunciado: sin x = 1/2, x € <0; 4pi)

Resultado
T 5
T = < 5m i
1 3 R P G R S 6

Lo = —
6
137
LT3 — —/—
6
177
L4 = —/—
6 + Las soluciones en el intervalo = € [0, 47)
T 5T 137 177
L1 = <, Ly = —, L3 = —, Ly = ——
Pasos TP T 6T 60Tt 6

Ecuacién basica sinz = 5: en la circunferencia unitaria

; T bmw
la cumplen, en una vuelta, los angulos —, —; sumando
6’ 6

multiplos del periodo obtenemos todas las soluciones:

T 5m
m:g+2kw,;ﬁ:g+2kr

Grafica

-0,5

0 w2 14 31/2 2n Sm/2 3n 2 4n

Intersecciones de las gréaficas:

7 1 hm 1 137 1 177 1
o (—;— o (—:;- o (—;— o (—;—
62 62 6 "2 6 "2

Cada interseccion corresponde a una solucion de la ecuacion: su
primera coordenada es el valor de x.



Un arco de la circunferencia unitaria, un intervalo alrededor de cero.

Enunciado: cos x > 1/2

Resultado
T € (—%—1—2]471', %—&—21@77)
kel

Pasos

. 1
Inecuacién basica cosx > 5: en la circunferencia

unitaria se cumple en el arco marcado; con el periodo:

T E (fg + 2k, g +2kﬂ')

Los ceros en un periodo y el signo entre ellos.

Enunciado: 2sin?2 x - sin x - 1 > 0@

Resultado

T E %T—s—2k7r,1l%—|—2kﬂ'

keZ

Pasos

+ Primero resolvemos la ecuacion

—sinz + 2sin’z—1=0

+ Hacemos el cambio de variable ¢ = sin z:
22 —t—1=0

- Calculamos el discriminante:
D=0 dac=(-1)%—-4-2-(-1)=9

+ Sustituimos en la féormula general:

-btvD 1£3
thy=—Fp—=—
2a 4
Ecuacion basica sinx = 75: en la circunferencia

T 11w

unitaria la cumplen, en una vuelta, los angulos ' —_

6
sumando multiplos del periodo obtenemos todas las

7 11
soluciones: z = % + 2k, x = TF + 2km

Grafica

AN/

0,5

-3m/2 - -T/2 0 w2 s 3n/2
— Y = COST

1
—_— = =

2

Solucion de la inecuacion: donde se cumple la
relacién entre ambas curvas

+ Ecuacion basica sin z = 1: en la circunferencia unitaria
s
la cumplen, en una vuelta, los angulos 5; sumando

multiplos del periodo obtenemos todas las soluciones:




+ La funcion tiene periodo 27. Sus ceros (y los puntos

T 11w )
—, —— dividen un periodo
6 6

en intervalos; segln el signo en ellos, la inecuacion se

™ 117
cumple para: & € o + 2k, — 4 okm

donde no esta definida) g,

Grafica

0,5

-0,5

-3n/2 -m -T/2 4] w2 s 3n/2

—y:25in2x—sinx—1
_y:U

Solucioén de la inecuacidn: donde se cumple la
relacion entre ambas curvas

Limitaciones conocidas

 Las ecuaciones con la incégnita también fuera de una funcién trigonométrica (x = cos x) se resuelven
solo numéricamente, sin el periodo.

e Todavia no se admiten las inecuaciones trigonométricas dobles (-1/2 < sin x < 1/2) ni las funciones
trigonomeétricas dentro de un valor absoluto.



Inecuaciones y sistemas de inecuaciones

Las inecuaciones de segundo grado y racionales la aplicacion las resuelve con los puntos criticos y una
tabla de signos. Una inecuacion doble y un sistema de inecuaciones los resuelve como la interseccion
de las soluciones de cada inecuacion, que muestra en la recta numérica. Un sistema de inecuaciones
con dos incognitas lo resuelve como una region del plano y la colorea en la grafica.

En un sistema de inecuaciones con dos incognitas la aplicacion también indica los vértices de la region:
las intersecciones de los bordes con coordenadas exactas. Un sistema de una ecuacion e inecuaciones
con una incognita se resuelve resolviendo la ecuacidén y sustituyendo sus raices en las inecuaciones;
con dos incognitas la solucidn es la parte de la curva de la ecuacién que esta en la region de las
inecuaciones, resaltada en el grafico y con sus extremos calculados exactamente. Un sistema también
se puede escribir en una linea, separado por punto y coma (2* > 4; 3x< 81).

Ejemplos

Una inecuacion de segundo grado — puntos criticos y signos.

Enunciado: x*2 - x - 6 > ©

Resultado Grafica

z € (—oo, —2) U (3, 00)

Pasos

+ Factorizamos: (z — 3)(z +2) > 0

- Los puntos criticos dividen la recta humérica en
intervalos: ©1 = —2, Ty =3

+ Signos en cada intervalo:

(_OC= _2) (_21 3) (37 OO)
z—3 = = I
z 42 = + I
E-E+d)| + -+

—_—y =0

Solucioén de la inecuacién: donde se cumple la
relacién entre ambas curvas

Intersecciones de las graficas:
e (—2;0) e (3;0)



Una inecuacion racional — el denominador no puede ser cero.

Enunciado: (x+1)/(x-3) <= 0

Resultado
z € [—1, 3)

Condiciones: = # 3

Pasos

+ Condiciones: el denominador no puede ser cero: ¢ # 3

- Los puntos criticos dividen la recta humérica en

intervalos: 1 = —1, 2, =3

+ Signos en cada intervalo:

(_307 _1) (_15 3) (37 OC)
z—3 = = +
z+1 = il +
=8 + = +

Grafica

-2 -1 0 1 2 3 4

ozt
yiw—3

— y =0

Solucién de la inecuacién: donde se cumple la
relacion entre ambas curvas

Intersecciones de las graficas:
e (—1;0)



Una inecuacion doble.
Enunciado: -1 <= 2x + 1 < 5

Solucion del sistema (interseccion)

Resultado
C O
T e [—1, 2) —1 9
Cada inecuacion tiene su propia fila en la recta numérica; su
Pasos

interseccion esta en verde. Un punto relleno pertenece a la
solucién, uno vacio no.

Inecuacién1: —1 <2z + 1

Dejamos los términos con la incégnita a la izquierda y
pasamos el resto a la derecha: —2x < 2

Dividimos entre el nimero negativo —2; el signo de la
desigualdad se invierte: @ > —1

La solucién de esta inecuacién es € [—1, o0)

Inecuacion 2: 2z +1 < 5

Dejamos los términos con la incégnita a la izquierda y
pasamos el resto a la derecha: 2z < 4

Dividimos entre el nimero positivo 2; el signo de la
desigualdad se mantiene: x < 2

La solucién de esta inecuacién es € (—o0, 2)

La solucion del sistema es la interseccion de las
soluciones de las inecuaciones: © € [—1, 2)

Gréfica

L
w

O

Sistema de inecuaciones con dos incégnitas — una region del plano y sus vértices.

Enunciado: x + y <= 4
X -y >0



y >= 0

Resultado
y<4-=x
y<z
y € [0, o)
Pasos

Inecuacion 1: ¢ +y < 4

La frontera es la curva  + ¥ = 4: se dibuja continua,
sus puntos pertenecen a la solucién.

Sustituimos el punto [0; 0]: 0 < 4 se cumple; la solucién
es la parte del plano que contiene el punto.

Inecuacion 2: ¢ —y = 0

La frontera es lacurvax —y = 0: se dibuja continua,
sus puntos pertenecen a la solucion.

Sustituimos el punto [1; 0]: 1 > 0 se cumple; la solucion
es la parte del plano que contiene el punto.

Inecuacién 3:y > 0

La frontera es la curva ¥ = 0: se dibuja continua, sus
puntos pertenecen a la solucion.

Sustituimos el punto [0; 1]: 1 > 0 se cumple; la solucién
es la parte del plano que contiene el punto.

La solucién del sistema es la parte comun de estas
regiones, sombreada en la grafica.

+ Vértices de la region (intersecciones de los bordes):
[0; 0], [2; 2], [4; 0]

Grafica

5] 0 1 2 3 4 5
—rt+ty<4d & y<4-—z
—z—y>20& y<z
_yzo <~ yE[O, OO)
La solucion es la region sombreada. Una frontera continua
pertenece a ella, una discontinua no.

Vértices de la region:
e (0;0) e (2;2) o (4;0)



Una inecuacion en los enteros — se enumeran los enteros del intervalo.

Enunciado: x*2 < 10

Resultado Grafica

ze{-3, -2 -1,0,1,2, 3}

Pasos 30

+ Pasamos todo a un lado: 22 — 10 < 0

+ Los puntos criticos dividen la recta numérica en 20

intervalos: 2y = —v/10, z, = V10

+ Signos en cada intervalo:

‘ (7007 7@) (7\/E7 \/E) (\/ﬁ OO)
2% —10 | + = +

" Enlosreales z € (7\/ 10, v 10); enZ:

ze{-3,-2 -1,0,1,2 3}

—y:mQ

— y=10

Solucion de la inecuacién: donde se cumple la
relacién entre ambas curvas

Intersecciones de las graficas:

° (fx/ﬁ; 10) ° (x/ﬁ; 10)

Ecuacion e inecuacion — las raices de la ecuacion sustituidas en la inecuacion.

Enunciado: x*2 - x - 6 = ©

X > 0

Resultado

=3
Pasos

+ Primero resolvemos la ecuacion z2 — z — 6 = 0y luego
sustituimos sus raices en las desigualdades.

+ Calculamos el discriminante:
D=0 dac= (-1 —-4-1-(-6)=25

- Sustituimos en la férmula general:

-b+vD 145
Tipg=—"—"(H = 5
2a 2
+ Laraizz = —2 no cumple la condicion > 0, asi que no
es solucioén.

- Laraiz z = 3 cumple las condiciones.

Circunferencia y semiplano — la solucidén es un arco; sus extremos no pertenecen a ella.

Enunciado: x22 + y*2 = 4



y > X

Resultado Grafica

2 2 /
"ty =4 ’

/7
y > i 2 -\ 7/
/
7 N\
Pasos ! / \
d \

+ La solucién son los puntos de la curva 2% + 3° = 4 que 0 Y

estan en la region dada por las desigualdades. Primero , 4 |

hallamos esa region: 1 V3 //

s

+ La frontera es la curva ¥ = 7: se dibuja discontinua, sus P L -

puntos no pertenecen a la solucion. 2 / e

7

+ Sustituimos el punto [1; 0]: 0 > 1 no se cumple; la >

solucion es la parte del plano que no contiene el punto. 3 2 ] 0 1 2 3
+ Extremos del tramo de la curva: — iyl =4 o y= 4 — 2

[7\/5; 7\@}, {\/ﬁ, \/ﬂ estan en un borde ===y >T

discontinuo, no pertenecen a la solucion. La solucién es la parte de la curva resaltada en verde: la

que esta en la region sombreada. Un extremo relleno
pertenece a la solucién; uno hueco, no.

Extremos:

o (f\f;f\/i) o (\/‘Z,x@)

Limitaciones conocidas

e Un sistema con dos o0 mas ecuaciones junto con inecuaciones todavia no se resuelve; escribe los
decimales con punto (x > 2.5).



Sistemas de ecuaciones

Un sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas la aplicacion lo resuelve por reduccion o por
sustitucion, y los sistemas mayores por eliminacion de Gauss — también en forma matricial. El método
lo eliges con un chip. Un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas tiene ademas una grafica en la
que las soluciones son los puntos de corte de las rectas o curvas.

Un sistema no lineal (por ejemplo una circunferencia y una recta) se resuelve y se dibuja, por ahora sin
procedimiento.

Ejemplos

El método de reduccion.

Enunciado: 2x + 3y = 7

x -y=1 Reduccion

Resultado Gréfica

T =2

y=1 3 \

Pasos 2 \
+ Multiplicamos la primera ecuacion por 1y la segunda q— . L>S ®

por —2 para que & se anule al sumarlas
{Qw +3y="T 0

—2x+2y=-2 /
S
+ Sumamos las ecuaciones, T se anula: 5y = 5 /

- Resolvemos: by =5 = y=1
A 0 1 2 3 4

+ Sustituimos en laecuacién2:z —1=1 = =z =2
7 2z

—_zz—y=1& y=x—-1

o

Intersecciones de las graficas:
e (21)

Cada interseccién corresponde a una solucion del sistema: sus
coordenadas son los valores de x y vy.

Tres ecuaciones — eliminacion de Gauss.

Enunciado: x +y + z = 6

2Xx -y +2z =3



X +2y -z =2 Eliminacion de Gauss

Resultado
z=1
Yy =2
z=3

Pasos

+ Eliminamos  de las ecuaciones siguientes

T+y+z==6
—Jy—z=-9
y—2z=—-4

+ Eliminamos ¥ de las ecuaciones siguientes

T+y+z2==6
—Jy—z=-9
=5 = =3}
+ Resolvemos: —z= -3 = z=3
+ Sustituimos en la ecuacién 2: =3y —3=—-9 = y=2

+ Sustituimos en laecuacionl:z +5=6 = z =1

Una circunferencia y una recta.

Enunciado: x*2 + y”*2 = 25

X+y =7
Resultado

ry =3, =4
xy =4, Yo =3
Grafica

MEERN

8 6 4 2 0 2 4 6 8 10
— 221y’ =25 & y=+v25—2?
—_—rty=7< y=7—=x
Intersecciones de las gréficas:
e (3;4) e (4;3)

Cada interseccion corresponde a una solucion del sistema: sus
coordenadas son los valores de x y y.



Limitaciones conocidas

* Los sistemas no lineales aparecen por ahora sin procedimiento.



Ecuaciones e inecuaciones con parametro

Una letra de la ecuacién ademas de la incégnita es un parametro: cualquier nimero real del que depende
la solucién. La aplicacion pasa la ecuacién a la forma A-x = B (una cuadraticaa A'x2+B-x+C=0)y
discute la solucién segun los valores del parametro: dénde el coeficiente de la incognita es cero, donde
el discriminante es positivo, cero o negativo, dénde las condiciones excluyen una raiz y para qué valores
el problema no tiene sentido. El resultado resume los casos.

La aplicacién toma la incognita en el orden x, y, z, u, v, w, t; las demas letras son parametros. Puedes
elegir otra incégnita con la etiqueta «Incognita» o escribirla tras una coma. La grafica muestra todas las
soluciones como una curva (una regién en una inecuacioén) en el plano parametro—incdégnita; elige el
valor del parametro con el deslizador y lee las soluciones en la recta vertical.

En una integral indefinida las demas letras son constantes; la aplicacion indica cuales no pueden ser
cero ([ dx/(a - bx)® para b # 0).

Como introducirlo

2ax + a = 4x Cada letra adicional es un parametro; la incégnita es x
(oy,z ..).
(g+3)x = 2x + g, incégnita q Puedes indicar la incognita o el parametro tras una

coma («a es parametro», «<incégnita g»).



Ejemplos

Ecuacion lineal: para a = 2 no tiene solucion.

Enunciado: 2ax + a = 4x

Resultado Grafica
a
L= —F—, a 7é 2
2(2—a)
z €0, a=2 4
Pasos 2
+ La incégnita es T, el pardmetro @ es cualquier nimero ®
real. La solucién depende de su valor, por eso 0
analizamos los distintos casos (discusion de la
solucién).
2
- Pasamos a la forma basica: 2(a — 2)z = —a
+ Paraa # 2, 2(a — 2) es distinto de cero y podemos .
a -
dividir: 22— a)
« Para a = 2, el coeficiente de la incognita es cero:
0.z = -2 portantoxz € 0 -4 2 0 2 4

— 2xa + a = 4x

Cada punto [a; x] de la curva es una solucién. Para un valor
elegido de a, las soluciones estan en la recta vertical; muévela con
el deslizador.




Ecuacidn cuadratica: discusion segun el discriminante.

Enunciado: x*2 + 6x + p = @

Resultado

13172:—3:&\/9—;0, p<9

xr = —3, p=29
x € 0, p>9

Pasos

+ La incognita es Z, el parametro P es cualquier nimero

real. La solucidon depende de su valor, por eso
analizamos los distintos casos (discusion de la
solucion).

- Pasamos a la forma basica: 22 +6x+p=20

+ El discriminante en funcién del parametro:
D=6-4-1-p=36—4p =4(9 — p)

+ Parap < 9,D >0y la ecuacion tiene dos raices distintas:

219 =-3++/9-p
- Parap>9D<0 y la ecuacién no tiene solucién real.

+ Parap=9D=0 y la ecuacion tiene una raiz doble:
z=—-3

Grafica

- @

6 T

4 2 0 2 4 6 8 10
— 22 +6z+p=0

Cada punto [p; x] de la curva es una solucion. Para un valor
elegido de p, las soluciones estan en la recta vertical; muévela con
el deslizador.

0

p=1: =~ -583 —0,17

Inecuacion: el signo del coeficiente decide el sentido.

Enunciado: 2x + 2p - 5 < 2px + 7

Resultado
—6
T < ﬁ;t:—ig p<l1
z € R, p=1
—6
x>p—, p>1
p—1
Pasos

+ La incégnita es T, el pardmetro P es cualquier nimero

real. La solucién depende de su valor, por eso
analizamos los distintos casos (discusion de la
solucion).

+ Pasamos a la forma basica: 2(1 — p)z < 2(6 — p)

+ Parap < 1,2(1 — p) es positivo: al dividir el signo de la

p—
desigualdad se mantiene: T < ]f

+ Parap > 1,2(1 — p) es negativo: al dividir el signo de la
6

P
desigualdad se invierte: T > ]f

+ Para p = 1, el coeficiente de la incognita es cero:
0.z < 10, portanto z € R

Grafica
]
I
I
10 1
l
5 1]
/
’/
0 ——==——
’
I
-5 !
]
I
I
10 5 0 5 10
p—6
=== 2r4+2p—-5<2zp+7 & T="—7
p—

La regién sombreada contiene todas las soluciones [p; x]. Para un
valor elegido de p, la solucion es la parte resaltada de la recta
vertical; muévela con el deslizador.

p=1



Limitaciones conocidas

* Por ahora ecuaciones lineales y cuadraticas e inecuaciones lineales; la discusion completa por
intervalos solo con un parametro, con varios los casos generales.

* Las preguntas del tipo «para qué p tiene la ecuacion una raiz positiva» y los sistemas con parametro

aun no estan disponibles.



Operaciones con expresiones

Una expresion sin signo igual la aplicacién la transforma segun el chip elegido: la simplifica (una
fraccién algebraica con denominador comun y simplificada, con condiciones), la desarrolla, la factoriza
(sacando factor comun, con identidades notables y con la regla de Ruffini) o la descompone en
fracciones parciales — como en papel, con ecuaciones para los coeficientes desconocidos. La
factorizacion es en los enteros; si la expresion se puede factorizar mas en los reales (con raices
irracionales), lo muestra el paso siguiente. La raiz de un monomio se extrae en parte — con raiz par
como valor absoluto donde la base puede ser negativa. También funcionan los nimeros complejos - la
division multiplicando por el conjugado.

Ejemplos

Simplificar una fraccién algebraica.

Enunciado: (x*2 - 1)/(x*2 + 2x + 1)  Simplificar
Resultado
r—1
z+1

Condiciones: © # —1

Pasos

+ Condiciones: el denominador no puede ser cero: & # —1

+ Factorizamos el numerador y el denominador:

(z —1)(z+1)
(2 +1)°
0 z—1
Simplificamos el factor comin = 4+ 1; ——
r+1
Desarrollar.

Enunciado: (x + 2)~3  Desarrollar

Resultado

2+ 622 +122+ 8

Pasos

+ Desarrollamos los paréntesis y agrupamos términos
semejantes: 2% + 622 + 122 + 8



Factorizar con la regla de Ruffini.

Enunciado: x*3 - 6x”2 + 11x - 6 Factorizar

Resultado

(x —3)(x—2)(z—1)

Pasos

+ Las raices racionales solo pueden ser divisores del
término independiente —6; £1, £2, £3, £6

+ Con la regla de Ruffini comprobamos laraizz =1y
dividimos el polinomio:

1 -6 11 -6
111 -5 6

P(z) = (z — 1)(2* — 5z + 6)

- Sustituyendo comprobamos que estos candidatos no
sonraices: P(—1) = —24#£0

+ Con la regla de Ruffini comprobamos laraizx =2y
dividimos el polinomio:

1 -5 6
211 -3

P(z)=(z —1)(z — 2)(xz — 3)

Descomposicion en fracciones parciales.

Enunciado: (3x + 5)/(x*2 + x - 2) Fracciones parciales

Resultado

8 1
3@—1)  3@+2)

Condiciones: ¢ # —2, ¢ # 1

Pasos

+ Condiciones: el denominador no puede ser cero:

z# -2, x#£1
+ Factorizamos el denominador: (z — 1)(z + 2)

+ Buscamos una descomposicién de la forma:

A B

m71+m+2

+ Multiplicamos ambos lados por el denominador
(x—1)(x+2):3z+5=A(x+2)+ Bz — 1)

. 8
Sustituimosz =1:8 =34 = A= 3

. 1
Sustituimos z = —2: —1 = -3B = B = 3



Extraccion parcial de la raiz con valor absoluto.

Enunciado: sqrt(8a”5 b”2)  Simplificar

Resultado

2a*|b|v/2a

Pasos

+ Extraemos de la raiz lo que se puede - las potencias
salen delante (con raiz par como valor absoluto donde la
base puede ser negativa): 2a%|b|v/2a

Division de nimeros complejos.

Enunciado: (3+4i)/(1-2i)  Simplificar

Resultado

—1+2

Pasos

+ Multiplicamos la fraccion por el conjugado del
denominador, 1 + 27

(3+4i)(1+2) 5+ 10i

- — 142
(1 20)(L 1 20) 5 e




Limites

MathSolver calcula el limite de una funcion de una variable en un punto, en el infinito y los limites
laterales, y procede como en clase: primero intenta sustituir en la funcién. El limite de una sucesién (n —
o) se calcula igual — también la forma 1 o0 una suma de potencias, de la que se saca el término que
crece mas rapido.

Si al sustituir sale una indeterminacion (0/0, «/, ...), elige una transformacién segun la forma de la
funcién - factorizar y simplificar, multiplicar por el conjugado, dividir por la mayor potencia, un limite
notable (sin x / x) o la regla de L'Hdpital, también repetidamente.

Un limite infinito o un limite que no existe (los limites laterales son distintos) nunca se presenta como un
nuamero — lo dice con palabras y muestra los limites laterales. El resultado incluye una grafica de la
funcion cerca del punto con el valor del limite marcado.

En el limite de una sucesion la grafica muestra los puntos a4, ay, as, ... en lugar de una curva continua.

Como introducirlo

lim(x->2) (x*2-4)/(x-2) Un limite escrito: tras la palabra lim, entre paréntesis la
variable, la flecha ->y el punto, y luego la funcion.

lim(x->00) (3x72+1)/(x*2-5) Un limite en el infinito: infinito se escribe oo (menos
infinito -00).
lim(x->0+) 1/x Un limite lateral: + (por la derecha) o - (por la

izquierda) tras el punto.

\lim_{x \to @} \frac{\sin x}{x} Desde una foto, o en LaTeX tal como lo reconoce la
camara.

lim(n->00) ((n+2)/(n+1))~(2n+3) El limite de una sucesion en el infinito.



Ejemplos

La indeterminacion 0/0 — factorizamos el numerador y simplificamos.

Enunciado: lim(x->2) (x"2-4)/(x-2)

Resultado Grafica
. ox2 -4
lim =4
=2 ¢ — 2 6
Pasos °
. o ) . 0 4
Al sustituir sale la indeterminacion —: hay que
transformar la expresion. 3
+ Transformamos y simplificamos
2 4 (z — 2)(z +2) 2
B — _
lim = lim = lim (z + 2)
=2 x — 2 2 T —2 2 -
o S i 2)=2+2=4
Sustituimos: I‘Eﬂ”* ) + )
-1 0 1 2 3
at—4
4= z—2
_——y = 4
Limite:
e (2;4)

Circulo vacio: el valor al que se acerca la funcién (en el punto
mismo puede no estar definida); en discontinuo, el limite.



Un limite en el infinito — numerador y denominador divididos por la mayor potencia.

Enunciado: lim(x->00) (3x72+1)/(x"2-5)

Resultado Grafica
\ I
. 3z2+1 | |
lim S — 3 [ I
z—o T4 —H . \ |
[ I
[ I
Pasos ‘ I

NP N P s s —
oo \ I
° Al sustituir sale la indeterminacion ;: hay que [ I
[ I
transformar la expresién. 2 I |
\ I
+ Dividimos numerador y denominador entre 22 los I |
términos del tipo ¢/x" tienden a cero : l :
322 41 34+ ‘ '
im 2t pm o & 3 \ |
z—o0 = — b p—o0 1 — 2 [ I
T 0 1 T
\ I
[ I
\ I
5 0 5 10
3z2+1
o= z> -5
——y=3

Circulo vacio: el valor al que se acerca la funcion (en el punto
mismo puede no estar definida); en discontinuo, el limite.

El limite notable sin x / x.

Enunciado: 1im(x->@) sin(3x)/x

Resultado Grafica

iy S (3z) _ 3
r—0 ap

Pasos

o 0
Al sustituir sale la indeterminacién 6: hay que
transformar la expresién.

inx

* Usamos el limite conocido lim omE 1
r—0 I
. sin(3z) . sin(3xz)
lim = lim -3=1-3=3
z—0 T =0 3z

- 0,5 0 05 1
sin (3x)
—_—y = 7
———y = 3
Limite:
e (0;3)

Circulo vacio: el valor al que se acerca la funcién (en el punto
mismo puede no estar definida); en discontinuo, el limite.



La regla de L'Hopital, aplicada dos veces seguidas.

Enunciado: 1lim(x->0) (e”x-1-x)/x"2

Resultado

. —x+et—-1 1
z—0 78 2
Pasos

o 0
Al sustituir sale la indeterminacion 6: hay que

transformar la expresién.

Regla de L'Hopital: derivamos numerador y denominador

. —xzt+er—1 . (zer—1) et —1
lim 7 = lim 2 = lim
z—0 T -0 (:L‘Q) z—0 2x

0
Al sustituir sale la indeterminacion 6: hay que

transformar la expresién.

Regla de L'Hopital: derivamos numerador y denominador

et —1 . (e —1) . ev

lim = lim — = lim —

z—0 2T z—0 (2;,13) z—0 2
5 - |

Sustituimos: lim — = — = —
z—0 2 2 2

Grafica

0,2
0
1 0,5 0 05 1
e —1—zx
—y =
22
1
¥=3
Limite!

(o3

Circulo vacio: el valor al que se acerca la funcion (en el punto
mismo puede no estar definida); en discontinuo, el limite.



Los limites laterales son distintos — el limite no existe.

Enunciado: lim(x->0) 1/x

Resultado

8| =

El limite no existe: los limites laterales —y=
son distintos.

Pasos

+ Al sustituir sale un nimero no nulo entre cero: el limite
es infinito, el signo por la izquierda y por la derecha:

K 1 1
Z
o o4 At 1
Limites laterales: lim — = —oo, lim — = o0
z—0- T z—0T T
Grafica

-0,5

0,5



Limite de una sucesion — sacamos el término que crece mas rapido, 9".

Enunciado: lim(n->00) (6~n+7~n+9°n)~(1/(2n))

Resultado ® términos a_n limite de la sucesion
. 1 Los puntos son los términos a_n paran =1, 2, 3, ... Si la sucesion
lim (6n + ™ + 9”) n =3 tiene limite, los términos se acercan a él (a trazos).
n—o00
Pasos

+ Sacamos el término que crece mas rapido, 9" — los
demas divididos por él tienden a cero

1 on n m
lim (6" + 7" + 9%)* = lim /9 - (7 o 1) =

n—co ¥t gn
Grafica

5

®e
3 ———-—-9000.000000000000000000000




Derivadas

La aplicacién deriva segun las reglas — de la suma, de la constante, del producto, del cociente y de la
cadena - y dice en cada paso qué regla ha usado. También calcula derivadas sucesivas y el valor de la
derivada en un punto. Las funciones elementales (x?, sin x, €% ...) también las deriva por definicién, como
limite del cociente incremental. El resultado incluye una grafica de la funcioén y de su derivada.

Para una funcién dada implicitamente por una ecuacién en x e y (x® + y® = 3xy) deriva ambos miembros
respecto a x (y como funcion de x) y despeja y’', o usa la formula y' = -F_x / F_y; también calcula y" y, en
un punto dado, la tangente y la normal, y dibuja la curva.

En un punto singular (la curva se corta o tiene un pico) halla las tangentes a partir de los términos de
menor grado — en el folium, en el origen,x=0ey =0.

Como introducirlo

(x*2 sin x)' La derivada con una prima tras el paréntesis.

d/dx (e*x / x) La notacién d/dx, también desde una foto (\frac{d}
{dx}).

(x*3 1n x)"' Derivadas sucesivas con varias primas, o con el orden

en el chip «Derivar».
(x*2 + 1) | _{x=2} La derivada en un punto, o indica el punto en el chip.

X"2 sin x Una expresioén con el chip «Derivar» — alli eliges
también el orden, el punto y el método (por reglas /
por definicion).

X3 + y*3 = 3xy Una ecuacion en x e y — el chip «Derivada implicita»
(orden 1 o0 2, el método, un punto [xo; Yo]) 0 «Gréfica de
la curvay; escrito diff(x"3+y*3=3xy, x).



Ejemplos

La regla del producto.

Enunciado: (x*2 sin x)'

Resultado

] .
y = 2zxsinx + z? cosx

Pasos

+ Regla del producto (u-v)' = u" v + u-v'

(x® sina;), = (mQ)! sinz 4 2% - (sinz)’ = 2zsinz + 2?

Grafica

20

10

-10

-20

-4 0 0 2 4
— g = A F
y =2 sinz
—y’:2$sinm+x2cosm

Donde la derivada es positiva, la funcion crece; donde es negativa,
decrece. En los ceros de la derivada la funcion tiene tangente
horizontal.



La regla del cociente.

Enunciado: d/dx (e*x / x)

Resultado
, dHET =@

Yy=—"5"
Pasos

+ Regla del cociente (u/v)' = (u"v - u-v')/v?

(ﬁ)’: () -z—e-(a) _mem—e

x x? 2

Gréfica

-10

eI
—_—y = —
T
,  xe® —e”
—_—y = >

Donde la derivada es positiva, la funcion crece; donde es negativa,
decrece. En los ceros de la derivada la funcion tiene tangente
horizontal.



La segunda derivada.

Enunciado: (x*3 1n x)"'

Resultado

y' =5z +6zlnz

Pasos

La derivada por definicién, como limite.

Enunciado: x~2

Derivada de orden 1: ¢/ = (z°Inz)’

Regla del producto (u-v)' = u"v + u-v'

(z* lnw)l = (m3), ‘Inz+ 2 (Inz) =32 Inz + 22
Derivada de orden 2: " = (x2 + 322 1n z)]

La derivada de una suma es la suma de las derivadas:
(1"2 +32%2In x)/ = (xQ), + (3$2 In x)'

Sacamos la constante fuera de la derivada:
(31‘2 lnx)l =3 (xQ lnm)’

Regla del producto (u-v)' =u"v + u-v'

(a? lnw)l = (m2),~lnw+x2 ‘(nz) =2zlnz + =

Sustituimos:
(32" lnw)l =3-(z+2zlnz) =3(z+2zlnz)

Sustituimos: (mz + 32%1n x)/ =22 + 3(z + 2z Inx)

Simplificamos: y” = 5z + 6z Inz

Resultado

y =2z

Pasos

Derivada por definicion
!

I CRTOE (COR
v= h =i

(x+ h)? — 22

0
Al sustituir sale la indeterminacién 6: hay que
transformar la expresién.
Transformamos y simplificamos

h)* — 22 h(2z + h
T Gl el St (G o D T P

h—0 h—0 h—0

Sustituimos: }llim (2z+ h) =2z
—0

Derivar — Por definicion

Grafica

B 05 0 05 1 15
— y:mglnm
— 3" =bzx +6zxlnx

Donde la segunda derivada es positiva, la funcién es convexa
(curvada hacia arriba); donde es negativa, es céncava (curvada
hacia abajo).

Grafica

SR

/
—_—y =22
Donde la derivada es positiva, la funcion crece; donde es negativa,

decrece. En los ceros de la derivada la funcion tiene tangente
horizontal.



Derivada implicita — el folium de Descartes, la tangente y la normal en [3/2; 3/2], la segunda derivada.

Enunciado: x*3 + y”3 = 3xy

Resultado

Condiciones: y* — x # 0
Pasos

+ La funcion y = y(x) viene dada por la ecuacion
2 4 9® = 3xy - derivamos ambos miembros respecto

a x, tomando y como funcién de x (regla de la cadena: p.

ej. (y*)' = 3y*y)).
+ Derivamos ambos miembros:
(933 + yg), = (3zy) = 3y*y + 32% =3zy +3y

+ Los términos con y' a la izquierda, el resto a la derecha, y

sacamos y' factor comun: y’(3y2 - Sm) = -3z + 3y

Grafica

2,5

0,5

" Despejamos y:y' = —

-0,5

—_ y3 = 3zy

—_—try=3—=z

mm= Y =T

La curva dada por la ecuacion. En el punto dado, la tangente
(continua) y la normal (discontinua).

Derivada implicita, orden 2, punto [3/2; 3/2]

2 —y

v -

+ La segunda derivada — derivamos y' otra vez respecto a

X (y e y' son funciones de x)

W i 2wy 23y — Py +a? —ay
y27w y472wy2+w2

+ Sustituimos y'

J = 2zy(z +y+1)(z® —ay+y? —z—y+1)

(-4 +2)°
- Sobre la curva se cumple 2* +3* — 32y = 0-lo que
e exoresion: U = — 2T
simplifica la expresion: ¥ = 3
(v* =)

. 3 3 .
El punto [5; 5} estd en la curva:

.IB +y3 e 3my\r:%‘y:% =0

o 3 3
La derivada en el punto [5; 5} - la pendiente de la

3
tangente: y'(i) =-1

0 3 3
Latangente:yfng r—=-|=>y=3—=

2

+ La normal es perpendicular a la tangente, su pendiente

3
e — — — —— | = y=
esl:y 3 T 3 y==zx
. ‘ .3 32
La segunda derivada en el punto: ¥ (5) ===



Estudio de una funcion

La aplicacion estudia una funcién en el orden habitual: dominio, simetria (par o impar), cortes con los
ejes, signo de la funcidn, limites en los extremos del dominio y asintotas, primera derivada — monotonia
y extremos (también con derivadas de orden superior), segunda derivada — concavidad y puntos de
inflexién, y por ultimo el recorrido. Lo resume todo y dibuja una grafica con los puntos marcados.

En una funcidn trigonométrica la aplicacion halla el periodo, estudia la funcién en un periodo y escribe
los resultados con el periodo (un maximo en x = 1/2 + 2km); si solo la derivada es periddica (x + 2 sin x),
los extremos y la monotonia se repiten con el periodo. Los valores absolutos se quitan segun los signos
en los intervalos y en los picos se comparan las derivadas laterales; donde la derivada es infinita, se
muestra una tangente vertical. Los valores absolutos anidados y las sumas de valores absolutos se
estudian por tramos; donde la funcién es constante en un intervalo, se indica con su valor (un minimo en
cada punto del intervalo).

Como introducirlo

estudio y = x*3 - 3x Con la palabra «estudio» delante de la funcion.

X"3 - 3x Una funcion con el chip «Estudio de la funcién».



Ejemplos

Un polinomio — extremos y un punto de inflexion.

Enunciado: x~3 - 3x Estudio de la funcidén

Resultado

Dominio: Dom (f) = R
Imagen: Im (f) =R

Paridad: impar

Cortes con el eje x: [—\/g; U}, [0; 0], {\/g, 0}
Creciente: (—oo, —1], [1, c0)
Decreciente: [—1, 1]

Maximo local: [—1; 2]

Minimo local: [1; —2]
Convexa: [0, 00)

Concava: (—o0, 0]

Puntos de inflexién: [0; 0]

Pasos
+ Dominio: Dom (f) = R

* f(—2) = (~2)" — 3(-2) = —a* + 32 = —f(«) - la
funcién es impar (su grafica es simétrica respecto al
origen).

+ Cortes con el eje x:
fl@)=0 = =3, =0, = V3, es decir
{,\/g; 0}, 05 0], [x/ﬁ; 0]

+ Corte conel ejey: f(0) = 0, es decir [0; 0]

+ El signo de la funcidn entre sus ceros y los puntos fuera
del dominio:

" No hay asintota en +c0: k = lim

| (Fo0, —v8) (+v3,0) (0.v3) (V3 )
HON - + - +

La funcion es positiva para € (f\/g, 0)uU (\/3, oo)
y negativa para € (—oo, —\/5) U (O, \/5)

+ Limites en los extremos del dominio

lim f(z) = —o0
]Hn flz) =00

+ La funcién no tiene asintotas verticales.

@ _

r—too T

+ Primera derivada: f'(z) = 322 — 3 =3(z — 1)(z + 1)
- Puntos estacionarios: f'(z) =0 = z=-1, 2 =1

+ Signo de la primera derivada — donde es positiva la

funcion crece, donde es negativa decrece:
| (7007 71) (717 1) (17 OO)
T@ |+ -
f(z) / p s

La funcion es creciente en (—oo, —1], [1, c0)y
decreciente en [—1, 1]

« Enz = —1: f’(—1) = —6 < 0 - maximo local.
* Enz = 1: f’(1) = 6 > 0 - minimo local.

+ Maximo local [—1; 2], minimo local [1; —2]



+ Segunda derivada: f"(z) = 6z

Grafica
+ Candidatos a puntos de inflexion: f’(z) =0 = & =0
+ Signo de la segunda derivada — donde es positiva la
funcion es convexa, donde es negativa céncava: 20
| (~00,0) (0, 00)
f”(x) _ + 10
f(=) n U
La funcién es convexa en [0, 00} y céncava en (—cc, 0] . /0\‘
mn . . \./
+ Enz = 0: f"(0) = 6 > 0 - la primera derivada no nula
(desde la tercera) es de orden impar: punto de inflexion. 0
+ Puntos de inflexién: [0; 0]
- Imagen — a partir de la monotonia, los extremos y los -20
limites: Im (f) =R
2 S 0 1 2

—_— = z* — 3z
Puntos notables:
® maximo (—1;2) @ inflexién (0;0) @ minimo (1; —2)

Extremos locales en rojo, puntos de inflexién en violeta, circulo
vacio — un punto donde la funcion no esta definida; asintotas a
trazos.

Una funcion racional — asintotas.

Enunciado: x*2/(x - 1)  Estudio de la funcién

La funcion es positiva para « € (1, o) y negativa para

Resultado x € (—o0, 0)U (0, 1)

Dominio: Dom (f) = R\ {1}
Imagen: Im (f) = (—o0, 0] U [4, 00)

+ Limites en los extremos del dominio

lim f(z) = —o0

Paridad: ni par ni impar e

. lim f(z) = —o0
Cortes con el eje x: [0; 0] 21
Creciente: (—oo, 0], [2, o) @15{{ f(z) = o0
Decreciente: [0, 1), (1, 2] Lim f(z) = o0
Maximo local: [0; O]
Minimo local: [2; 4} + Asintotas verticales (alli el limite es infinito): z = 1

f(=)

Convexa: (1, c0) " Asintota en +00: k = lim

-1,
Céncava: (—o0, 1 i =T
( ;1) q:IEIfm(f(w)*w)zl—larectay:ﬂr—kl
Asintotas: z =1, y =z +1
+ Primera derivada

Pasos o T2—2z  wm(z—2)
o) = ey = o1y

+ Dominio — condiciones = # 1: Dom (f) =R \ {1}
+ El dominio Dom (f) = R \ {1} no es simétrico respecto - Puntos estacionarios: f'(z) =0 = =10, 2 =2

a cero - la funcién no es par ni impar. . ) ) -
P P + Signo de la primera derivada - donde es positiva la

- Cortesconelejex: f(z) =0 = x =0, es decir [0; 0] funcién crece, donde es negativa decrece:
o B . | (-00,0) (0,1) (1,2) (2, )
+ Corte conel ejey: f(0) = 0, es decir [0; 0] e = = = =
+ El signo de la funcién entre sus ceros y los puntos fuera (@) 2 N pY /
def dominio: La funcion es creciente en (—oo, 0], [2, 00) y
| (=00,0) (0,1) (1, 0) decreciente en [0, 1), (1, 2]
O - +

+ Enz = 0: f”(0) = —2 < 0 - maximo local.



Enz = 2: f"(2) = 2 > 0 - minimo local.

Maximo local [0; 0], minimo local [2; 4]

Segunda derivada: f"(x) =

(1)’
La ecuacién f”(z) = 0 no tiene solucién.

Signo de la segunda derivada - donde es positiva la
funcién es convexa, donde es negativa céncava:
| (-0, 1) (1, o)
N B
f(=) n U

La funcién es convexa en (1, o) y céncava en (—oo, 1)
La funcion no tiene puntos de inflexion.

Imagen - a partir de la monotonia, los extremos y los
limites: Im (f) = (—o0, 0] U [4, 00)

Grafica

-4 -2 0 2 4 6

22

J r—1
===y =z+1
Puntos notables:
® maximo (0;0) e minimo (2;4)

Extremos locales en rojo, puntos de inflexion en violeta, circulo
vacio - un punto donde la funcion no esta definida; asintotas a
trazos.



Funcioén periddica: todo en un periodo, los resultados con el periodo.

Enunciado: sin 2x + 2cos x

Resultado
Dominio: Dom (f) =R

28 54

Imagen: Im (f) = { 5 g

Paridad: ni par ni impar

Periodo: p = 27

T
Cortes con el eje x: [5 + k; 0}

T
Creciente: [—% + 2k, % + 2k7r]

5
Decreciente: |:g + 2k, ?ﬂ- + 2k7r}

2

b

Méximo local: {Z + 2km;

Minimo local: {5% + 2k

Convexa:

1 3
{g + 2km, m + arcsin (4> + 2]{:#} , {; + 2km,

Céncava:
1 3
|:7T + arcsin (Z) + 2km, 771— + Zk'fr] , [— arcsin (

Puntos de inflexion:

1 3+/15
{g + km; O], |:7T + aresin (Z) + 2km; —T\/_] ,

Estudio de la funcion

Pasos
+ Dominio: Dom (f) =R

+ La funcién es periddica de periodo 27: la estudiamos en
un periodo (de 0 a 27) y repetimos los resultados con el
periodo, k € Z.

+ f(—x) = 2cosx — sin (2z) - no es f(x) ni —f(x): la
funcién no es par ni impar.
™
' Cortesconelejex: f(z) =0 = z = 5 + km, es decir

{g + ks 0}

+ Corte con el gje y: f(0) = 2, es decir [0; 2]

+ El signo de la funcién entre sus ceros y los puntos fuera
del dominio:

|1 0.5) (. %) (5.27)
f@] + - +

™ ™
La funcién es positiva para & € (*5 + 2km, 5 + ka)

s 3
y negativa para = € (5 + 2km, - + Qkﬂ')

+ Una funcion periédica (que no es constante) no tiene
limite en +oo.

+ Primera derivada: f'(z) = 2cos (2z) — 2sinz
+ Puntos estacionarios

5 3
f(z)=0 = w:g+2kﬂ,m:%+2k7r,z:§,



+ Signo de la primera derivada — donde es positiva la
funcion crece, donde es negativa decrece:
T w 5w 5r 3w 3r
L2 (5= () (5 %)
+ - + +
e N\ /" /"

(@)
f(x)

Ve
La funcién es creciente en |—— + 2km, + 2km|y

m 5w
decreciente en s + 2k, = + 2k

. T
Méaximo local [E + 2km; —— |, minimo local

ﬁ: + 2%km; 7¥}

+ Segunda derivada: f"(z) = —2cosz — 4sin (2x)
+ Candidatos a puntos de inflexién

1
ffle)=0 = z= ngkﬂ', x = T + arcsin (Z) + 2k

- Signo de la segunda derivada - donde es positiva la
funcion es convexa, donde es negativa céncava:
| (0, %) (’Q—r, o + arcsin (%)) (7r+arcsm(i) 4
(=) — b =
flz) n u N

La funcion es convexa en y céncava en

-3n/2 - -T/2 0 /2 s 3n/2
— y =sin2z + 2cosz

Puntos notables:

117 343 3
® maximo (f—ﬁ; \Tf) ® inflexion (*E;U)

6
o i T 3V3
minimo 5’ 2
1 34/15
® inflexion ( T + arcsin (—);7—)
4 8
fleén (- 5:0)
3 LT
inflexion X

® inflexion

)
3\2/§) o inflexion (5:0)

N

® méaximo 2’

/_\
S

® minimo

3\7>

A~
<b

)

(7 +arcsn<1)'f—3 15)
’ 8
® inflexion ( )

® inflexion (27r — arcsin (4) E 3 )

Extremos locales en rojo, puntos de inflexion en violeta, circulo
vacio — un punto donde la funcidn no esta definida; asintotas a
trazos.

® inflexion

T . 1 3
5 + 2k7, ™ + arcsin 7 + 2k7 |, - + 2km, 2T -

{ﬂ' + arcsin (i) + 2k, 3% + Qkﬂ'} , {7 arcsin (%)

+ Puntos de inflexion

1
{g + km; 0}, {ﬂJrarcsm ( ) + 2k

2] I,

+ Imagen - a partir de la monotonia, los extremos y los

limites: Im (f) = {737\/? %ﬁ}
Grafica
3
0, @,

AN
7

i




Tangente: asintotas verticales, imagen R.

Enunciado: tg x  Estudio de la funcién

Resultado
™
Dominio: Dom (f) = R\ {E +kw o k€ Z}
Imagen: Im (f) =R
Paridad: impar
Periodo: p — 7
Cortes con el eje x: [kTr; 0}

T T
Creciente: (—5 + kwr, 3 -+ kﬂ')

Convexa: [kTr, g + kTr)

Céncava: (g + km, ™+ lmr]
Puntos de inflexion: [km; O]

T
Asintotas: T = 3 + km

Pasos

s
Dominio — condiciones = # 5 + km

Dom(f):R\{g+k7r . kez)

La funcién es periddica de periodo 7: la estudiamos en
un periodo (de 0 a 7) y repetimos los resultados con el
periodo, k € Z.

- f(—2) = —tanz = — f(z) - la funcién es impar (su
grafica es simétrica respecto al origen).

oM
@ » 7

s T
La funcién es creciente en (*5 + km, B + kﬂ')

La funcién no tiene extremos locales.

2tanx

COS2 €T

Segunda derivada: f"(z) =

Candidatos a puntos de inflexion:
ff2)=0 = z=knr

Signo de la segunda derivada — donde es positiva la
funcién es convexa, donde es negativa céncava:
| (0,5) (5.7)
+ —
U N

f/l(m)
f(z)

s
La funcion es convexa en [kﬂ', e kﬂ) y concava en

2
(g+k7r, 7r+k7r}

Puntos de inflexién: [km; 0]

Imagen — a partir de la monotonia, los extremos y los
limites: Im (f) =R

+ Cortesconelejex: f(z) =0 = = = km, es decir
[km; 0]

+ Corte conel ejey: f(0) = 0, es decir [0; 0]

+ El signo de la funcidn entre sus ceros y los puntos fuera
del dominio:

1(0,5) (5,
F@) [ + -

T
La funcién es positiva para © € (kvr, =aF k‘fr) y

T
negativa para € (5 + km, T4 k‘;r)

Una funcidn periédica (que no es constante) no tiene
limite en +oo.

Limites en los extremos del dominio

lim f(z) = o0
=3

+ Asintotas verticales (alli el limite es infinito):
™
r=—+kr
2
o 1

Primera derivada: f'(z) = —;
COos™ T

La ecuacion f'(z) = 0 no tiene solucién - no hay puntos
estacionarios.

Signo de la primera derivada - donde es positiva la
funcién crece, donde es negativa decrece:

Grafica
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
2 | | | |
| | | |
| | | |
. | | | |
| | | |
| | | |
| | | |
oD . [ J . ® . [ . q
| | | |
| | | |
| | | |
-1 | | | |
| | | |
| | | |
| | | |
22 | | | |
| | | |
| | | |
| | | |
-3n/2 - -n/2 0 /2 s 3n/2

Puntos notables:
® inflexién (—2m;0) @ inflexién (—m;0)
® inflexion (0;0) @ inflexion (7;0) @ inflexién (27;0)

Extremos locales en rojo, puntos de inflexion en violeta, circulo
vacio = un punto donde la funcion no esta definida; asintotas a
trazos.



Tangente hiperbodlica — asintotas horizontales y = 1.

Enunciado: tanh x

Resultado
Dominio: Dom (f) = R
Imagen: Im (f) = (-1,

Paridad: impar

1)

Cortes con el eje x: [0; 0]
Creciente: R

Convexa: (—o0, 0]
Céncava: [0, co)

Puntos de inflexién: [0; 0]
Asintotas: ¥y = —1, y =1

Pasos
- Dominio: Dom (f) = R

- f(—2) = tanh(—2) = — tanhz = — f(x) - la funcién
es impar (su gréfica es simétrica respecto al origen).

- Cortes conelejex: f(z) =0 = =0, esdecir [0; 0]
+ Corte con el eje y: f(0) = 0, es decir [0; 0]

+ El signo de la funcidn entre sus ceros y los puntos fuera
del dominio:
| (o0, 0) (0, 00)
O +

La funcién es positiva para « € (0, o) y negativa para
x € (—o0, 0)

+ Limites en los extremos del dominio

funcion es convexa, donde es negativa céncava:
| (~00,0) (0, %)
f'(z) + =
f(=z) U N

La funcién es convexa en (—oo, 0] y concava en [0, oo)

« Ena = 0: f"(0) = —2 < 0 - |a primera derivada no
nula (desde la tercera) es de orden impar: punto de
inflexion.

+ Puntos de inflexion: [0; 0]

+ Imagen — a partir de la monotonia, los extremos y los
limites: Im (f) = (-1, 1)

Estudio de la funcion

" Asintotaen-ooi k = lim 2 —

" Primera derivada: f'(z) =

" Segunda derivada: f”(z) = —

lim f(z) = 1
lim f(z)=1

T—00

+ La funcion no tiene asintotas verticales.

0,
r——0o0 I

9= IEE“OCf(m) = Ll jarectay=—1

f=@)

" Asintota en +00: k = lim 2 = (0,9 = }ET;C flz)=1

r—00 T
—larectay =1

1

cosh® z

+ La ecuacién f'(z) = 0 no tiene solucién - no hay puntos

estacionarios.

+ Signo de la primera derivada - donde es positiva la

funcién crece, donde es negativa decrece:

La funcion es creciente en R

+ La funcién no tiene extremos locales.

2tanh

cosh? z

+ Candidatos a puntos de inflexion: f/(z) =0 = =z =0

+ Signo de la segunda derivada — donde es positiva la



Solo la derivada es periddica: los valores de los extremos crecen con k.

Enunciado: x + 2sin x

Resultado

Dominio: Dom (f) =R
Paridad: impar

Periodo: p = 27

Cortes con el eje x: [0; 0]

2 2
Creciente: [—?ﬂ. + 2k, ?Tr + 2k7‘l’:|

2 4
Decreciente: |:;r + 2km, ?ﬂ- -+ 214:71'}

2 2
Maximo local: {?ﬂ— + 2km; V3 + ?Tr -+ Qkﬂ]

4 4
Minimo local: {; + 2km; ?ﬂ- —V3+ Qk'rr]

Convexa: [m + 2km, 21 + 2km]
Céncava: [2km, m + 2km|

Puntos de inflexion:

2k 2km], [m+ 2km; w4 2kT]

Pasos
- Dominio: Dom (f) = R

+ La funcion no es periddica, pero su derivada si (periodo
27): la monotonia, los extremos y la concavidad se
repiten con este periodo, k € Z.

- f(—%) = —x — 2sinz = — f(z) - la funcién es impar
(su gréfica es simétrica respecto al origen).

Estudio de la funcion

- Cortesconelejex: f(z) =0 = z =0, esdecir [0; 0]
- Corte con el eje y: f(0) = 0, es decir [0; 0]

+ Limites en los extremos del dominio

lim f(z) = —o0

T——00

lim f(z) =0
T—00

+ Primera derivada: f'(z) = 2cosz + 1

+ Puntos estacionarios

2 4
flz)=0 = m:§+2kﬂ,m:§+2kﬂ'

- Signo de la primera derivada — donde es positiva la

funcién crece, donde es negativa decrece:
10.5F) (5 %) (F 2

=) |+ - +

f@) | /7 N A

27 27
La funcién es creciente en {f? + 2k, 3 <F 2]1?7T:| y

27 4
decreciente en [? + 2km, 3 + ka}

0 27 21
Maximo local 5 + 2km; V3 + 3 + ka} ., minimo

4 4
local {?ﬂ- + 2km; ?Tr — V34 ka}

- Segunda derivada: f"(#) = —2sinx

- Candidatos a puntos de inflexién:

Mz)=0 = z=knr



Signo de la segunda derivada - donde es positiva la
funcién es convexa, donde es negativa céncava:

| 0, 7) (m, 2m)
o
flz) N U

La funcion es convexa en [m + 2km, 2w 4 2kmw|y
céncava en [2k7, m + 2km)

Puntos de inflexién: [2km; 2k7], [+ 2km; m + 2kn]

Gréfica

o
Neo

-31/2 =T -T2 0 w2 m 3n/2

—y =2+ 2sinz

Puntos notables:

® inflexién (—2m; —27)

4 4
® maximo (**' \/_f 7)

3’ 3
® inflexién (—m; —) - 2m 2
- 2 /3ot
minimo 3 V3 3
) - . 2w 27
® inflexién (0;0) ® maximo (—3 V3 + ?)

) s . dr 4

® inflexion (mm) o .. AT 3
3 3

® inflexion (2m; 27)

Extremos locales en rojo, puntos de inflexion en violeta, circulo
vacio = un punto donde la funcion no esta definida; asintotas a
trazos.



Valor absoluto: picos, derivadas laterales.

Enunciado: |x*2 - 1] Estudio de la funcién

Resultado

Dominio: Dom (f) = R
Imagen: Im (f) = [0, o)
Paridad: par

Cortes con el eje x: [—1; 0], [1; O]
Creciente: [—1, 0], [1, 00)
Decreciente: (—oo, —1], [0, 1]
Méximo local: [0; 1]

Minimo local: [—1; 0], [1; 0]
Convexa: (—oo, —1], [1, co)
Céncava: [—1, 1]

Pasos
+ Dominio: Dom (f) = R
+ Quitamos los valores absolutos segun el signo de sus
argumentos en cada intervalo
-1, =z€(—o00, —1)

f@y=41-2% =zc[-1,1)
2 —1, z€El, )

+ — la funcién es par (su grafica es simétrica respecto al
ejey).

f-2) = |(-2)" ~ 1| = o - 1] = f(a)

+ Cortesconelejex: f(z) =0 = z=—1, z=1,es
decir [—1; 0], [1; 0]

- Corte conel ejey: f(0) = 1, es decir [0; 1]

+ El signo de la funcidn entre sus ceros y los puntos fuera

del dominio:
| (=00, —1) (-1,1) (1, o)
@)+ + +

La funcion es positiva para
z € (—oo0, —1) U (—1, 1) U (1, o0) y negativa para
z €0

+ Limites en los extremos del dominio

lim f(z) = oo

lim f(z) = oo

T—00

+ La funcioén no tiene asintotas verticales.

" No hay asintotaen -co: k = lim f@) _
z—>—oc0 T

" No hay asintota en +0o: k = lim J@) _
r—oo I

+ Primera derivada

223 -2z 2z(z—1)(z+1)
|e2-1] |z2 — 1|

f'(z)

+ Puntos estacionarios: f'(z) =0 = =10

+ Enx = —1 no existe la derivada: las derivadas laterales

son distintas (f_(—1) = =2, fL.(—1) = 2), la gréafica
tiene alli un pico.



- En x = 1 no existe la derivada: las derivadas laterales
son distintas (f' (1) = 2, f/.(1) = 2), la grafica tiene
alli un pico.

Signo de la primera derivada — donde es positiva la
funcién crece, donde es negativa decrece:
[(=00, 1) (-1,0) (0,1) (1, )
f(z) = + - +
f(z) pN /! N 7

La funcién es creciente en [—1, 0], [1, o0) y decreciente

en (—oo, —1], [0, 1]

Enx = 0: f"(0) = —2 < 0 - méximo local.

Maximo local [0; 1], minimo local [—1; 0], [1; 0]

Segunda derivada
2022 —1)° 2z —1)°(x +1)°

‘9@271‘3 B {:17271{3

f'(@) =

La ecuacion f”'(x) = 0 no tiene solucion.

Signo de la segunda derivada - donde es positiva la
funcién es convexa, donde es negativa céncava:
| (7007 71) (717 1) (17 OO)
[(x) + = +
flz) U N U

La funcién es convexa en (—oo, —1], [1, 00) y céncava
en[-1,1]

+ La funcion no tiene puntos de inflexion.

+ Imagen — a partir de la monotonia, los extremos y los
limites: Im (f) = [0, co)

Gréfica

2
—y=|z" -1
Puntos notables:
® minimo (—1;0) @ maximo (0;1) @ minimo (1;0)

Extremos locales en rojo, puntos de inflexién en violeta, circulo
vacio — un punto donde la funcion no esta definida; asintotas a
trazos.



Raiz cubica: tangente vertical en cero.

Enunciado: x~(1/3)  Estudio de la funcién

Resultado

Dominio: Dom (f) =R
Imagen: Im (f) =R
Paridad: impar

Cortes con el eje x: [0; 0]
Creciente: R

Convexa: (—00, 0]
Céncava: [0, co)

Puntos de inflexién: [0; 0]
Pasos

+ Dominio: Dom (f) = R

- f(—z) = /(—x) = /—x = — f(a) - la funcién es

impar (su grafica es simétrica respecto al origen).

+ Cortesconelejex: f(z) =0 = x =0, es decir [0; 0]

- Corte conel ejey: f(0) = 0, es decir [0; 0]

+ El signo de la funcion entre sus ceros y los puntos fuera

del dominio:
| (-00,0) (0, )
f@) | - +

La funcién es positiva para € (0, o) y negativa para

z € (—o0, 0)

+ Limites en los extremos del dominio

" Primera derivada: f'(z) =

lim f(z) = —o0
lim f(z) = oo

T—00

+ La funcién no tiene asintotas verticales.

' No hay asintotaen -c0: k = lim M = 0, pero
r——00 X
g= lim f(z)=—o0
r——00
" No hay asintota en +c0: k = lim M = 0, pero
r—eo I

g = lim f(z) =
T+
1

3V 2

- La ecuacién f'(z) = 0 no tiene solucién - no hay puntos

estacionarios.

+ Enz = 0 la derivada es infinita (f(0) = oo, f.(0) = oo

): la gréfica tiene alli una tangente vertical.

+ Signo de la primera derivada — donde es positiva la

funcién crece, donde es negativa decrece:
| (~00,0) (0, 0)
@+ +
f(=) /! e

La funcion es creciente en R

+ La funcion no tiene extremos locales.

2
" Segunda derivada: (%) = ————=
egunaa aerivada () gm\S/P



+ La ecuacioén f(x) = 0 no tiene solucion.

- Signo de la segunda derivada — donde es positiva la
funcion es convexa, donde es negativa céncava:
| (—o0,0) (0, 00)
f”(x) + _
f(=) u n

La funcién es convexa en (—o0, 0] y céncava en [0, co)
+ Puntos de inflexién: [0; 0]

« Imagen - a partir de la monotonia, los extremos y los
limites: Im (f) = R

Grafica

0,5

0,5

1
f— y = g9
Puntos notables:
® inflexion (0;0) @ tangente vertical (0;0)

Extremos locales en rojo, puntos de inflexion en violeta, circulo
vacio — un punto donde la funcién no esta definida; asintotas a
trazos.



Valor absoluto anidado — por tramos, funcion par.

Enunciado: |-x*2 + 2|x]| + 3| Estudio de la funcién

Resultado

Dominio: Dom (f) = R

Imagen: Im (f) = [0, oo)

Paridad: par

Cortes con el eje x: [—3; 0], [3; O]
Creciente: [—3, —1], [0, 1], [3, o0)
Decreciente: (—oo, —3], [—1, 0], [1, 3]
Maximo local: [—1; 4], [1; 4]
Minimo local: [—3; 0], [0; 3], [3; 0]
Convexa: (—oo, —3], [3, o0)
Céncava: [—3, 0], [0, 3]

Pasos
+ Dominio: Dom (f) = R

» Quitamos los valores absolutos segun el signo de sus
argumentos en cada intervalo

z? 4 2z — 3, x € (—co, —3)

fa) = —2? —2x+3, xzc[-3,

—2? 42243, z€]0,3)

xz? — 2z — 3, x € [3, 00)

+ — la funcién es par (su grafica es simétrica respecto al
ejey).

f(-2) = |~(-a) +2(~2)| +3| = [-o* + 2lo] + 3| -

+ Cortesconelejex: f(z) =0 = z=-3, x =3, es

decir [—3; 0], [3; 0]

+ Corte conel ejey: f(0) = 3, es decir [0; 3]

+ El signo de la funcién entre sus ceros y los puntos fuera

del dominio:
| (=00, =3) (-3,3) (3, )
f(z) | + + +

La funcioén es positiva para
z € (—o0, —3) U (-3, 3) U (3, o0) y negativa para
zel

+ Limites en los extremos del dominio

lim f(z) = oo

lim f(z) = oo
T—00

+ La funcién no tiene asintotas verticales.

' No hay asintotaen -c0: k = lim f@ _ _
T—>—00 T

" No hay asintota en +0o: k = lim M =
r—oo I

+ Primera derivada

=623 4 223z| + 6z — 2x|x|  2z(z - 1)(z +
N \m|‘7$2+2\$\+3‘ N \szxQJrf

(=)

+ Puntos estacionarios: f'(z) =0 = z= -1,z =1

+ Enx = —3 no existe la derivada: las derivadas laterales



son distintas (f.(—3) = —4, f_(—3) = 4), la grafica
tiene alli un pico.

En z = 0 no existe la derivada: las derivadas laterales
son distintas (f' (0) = —2, f/.(0) = 2), la grafica tiene
alli un pico.

En & = 3 no existe la derivada: las derivadas laterales
son distintas (f_(3) = —4, f1.(3) = 4), la gréfica tiene
alli un pico.

Signo de la primera derivada — donde es positiva la
funcién crece, donde es negativa decrece:
| (—o0, -3) (-3,-1) (-1,0) (0,1) (1,3)
@ - T
f(=) h S N /! N

La funcién es creciente en [—3, —1], [0, 1], [3, c0)y
decreciente en (—oo, —3], [—1, 0], [1, 3]

« Enz = —1: f(—1) = —2 < 0 - méximo local.
« Enz =1: f"(1) = —2 < 0 - méaximo local.
« Maximo local [—1; 4], [1; 4], minimo local

[=3; 0], [05 3], [3; 0]
+ Segunda derivada

1228 + 2420 + 362|x| + 228||® — 84z — 96
f'(w) =

- La ecuacién f”(x) = 0 no tiene solucién.

+ Signo de la segunda derivada — donde es positiva la

—y=|—a®+2|z| + 3

Puntos notables:

® minimo (—3;0) ® maximo (—1;4) @ minimo (0;3)
® maximo (1;4) @ minimo (3;0)

Extremos locales en rojo, puntos de inflexion en violeta, circulo
vacio — un punto donde la funcion no esta definida; asintotas a
trazos.

funcién es convexa, donde es negativa concava:
| (_Oov _3) (_3’ 0) (07 3) (3= OO)
(z) + = = +
f(z) U N N U

La funcién es convexa en (—o0, —3], [3, o©) y céncava
en[—3, 0], [0, 3]

+ La funcién no tiene puntos de inflexién.

+ Imagen — a partir de la monotonia, los extremos y los
limites: Im (f) = [0, co)

Gréfica

20




Suma de valores absolutos — un tramo constante y dos asintotas oblicuas.

Enunciado: |x - 2| + |x + 3|

Resultado

Dominio: Dom (f) = R

Imagen: Im (f) =[5, o)

Paridad: ni par ni impar

Creciente: [2, 00)

Decreciente: (—00, —3]

Constante: [—3, 2]

Minimo local: f(z) =5, = € [—3, 2]
Asintotas: Yy = 2z — 1, y=2x + 1

Pasos
+ Dominio: Dom (f) =R
+ Quitamos los valores absolutos segun el signo de sus
argumentos en cada intervalo
-2z -1, z€(—o0, —3)

f(@) = {5, ve[-3,2)
2z +1, x € [2, co0)

+ —no es f(x) ni -f(x): la funcién no es par ni impar.
flezx)=|(-2) 2|+ |(-2) +3| = |-z -2[+ 3=

+ La ecuacién f(z) = 0 no tiene solucién — la grafica no
corta el eje x.

+ Corte conel ejey: f(0) = b5, es decir [0; 5]

- El signo de la funcion entre sus ceros y los puntos fuera
del dominio:

+ Signo de la primera derivada — donde es positiva la
funcién crece, donde es negativa decrece:
| (7007 73) (737 2) (2’ OO)
f'() - 0 +
f(z) pN — /

La funcién es creciente en [2, o) y decreciente en
(—o0, —3]. En [—3, 2] es constante (f' = 0).

+ Minimo local f(z) = 5, @ € [—3, 2], sin maximo local.
+ Segunda derivada: f”(z) = 0

+ La segunda derivada es cero — la grafica es (parte de)
una recta, ni convexa ni céncava.

- Imagen - a partir de la monotonia, los extremos y los
limites: Im ( f) = [5, o0)

Estudio de la funcion

La funcion es positiva para € R y negativa para z € ()

+ Limites en los extremos del dominio

lim f(z) = oo
lim flz) =00

+ La funcién no tiene asintotas verticales.

" Asintota en -co: k = lim /(@) = -2,
r——00 xTr
g= lim (f(z) +22) = —1_j|arectay = 2z — 1
" Asintota en +00: k = lim @ = 2,

. 0 T
nggg.(f(w)fgz):1—Iarectay:2w+1

+ Primera derivada

f() = 2 & 2 N 3 _ z|T -
[z—2] |z+3 Jz—2] |z+3

- Laecuacién f'(z) = 0 no tiene solucién — no hay puntos
estacionarios.

+ Enx* = —3 no existe la derivada: las derivadas laterales
son distintas (' (—3) = =2, f.(—3) = 0), la grafica
tiene alli un pico.

+ En & = 2 no existe la derivada: las derivadas laterales
son distintas (f(2) = 0, f1.(2) = 2), la gréfica tiene alli
un pico.

Grafica

20

-20

-5 0 5

—y=|z—2|+|z+3

===y = _2.’E — 1l

———y=2z+1

Extremos locales en rojo, puntos de inflexion en violeta, circulo

vacio — un punto donde la funcion no esta definida; asintotas a
trazos.



Limitaciones conocidas

» Una funcién que ni siquiera tiene derivada periddica (x-sin x) se estudia solo numéricamente en (-2;
2m) y sin el periodo; las funciones trigonométricas inversas (arcsin, arctan) ain no se admiten.



Polinomio de Taylor

La aplicacion construye el polinomio de Taylor (en 0, el de Maclaurin) del grado indicado: una tabla de
las derivadas en el punto, la sustitucion en la formula y el resto en forma de Lagrange. También puede
hallar el grado por si misma — el menor para el que el error en un punto o en un intervalo no supera una
cota dada. La grafica muestra la funcion y el polinomio; con un deslizador cambias el grado y ves como
mejora la aproximacion.

Como introducirlo

taylor(sin x, 0, 5) La funcion, el punto y el grado.
maclaurin(e”x, 4) El polinomio de Maclaurin — el punto es 0.
taylor(e”x, @, error=0.001, x=0.5) El grado segun el error en el punto x (en un intervalo,

escribe r=... en lugar de x).

In(1 + x) Una funcion con el chip «Polinomio de Taylor» — alli
indicas el punto, el grado o la precision.



Ejemplos

Un polinomio de grado 4 con el resto.

Enunciado: taylor(ln(l + x), 0, 4)

Resultado
2 3 4
T T L
Ty(zx) =2 — —+ — — —
2 3 4
Pasos

+ El polinomio de Maclaurin (el polinomio de Taylor en 0):

T, (z) = i f(:'(o)wk, n=4
k=0 '

+ Las derivadas y sus valores en a

f@ =@+l f0)=0
1) = — 7o) =1
ey FO=
o= 0=
@)= S0 =6

-+ Sustituimos los valores de las derivadas

1 1 2 6

Ty(z) = T gxz + 51‘3 — Iyﬁ
& o e
=r— — —_— = —
2 3 4

Con el control deslizante sobre la grafica eliges el grado: con un
grado mayor el polinomio aproxima la funcién mejor y mas lejos

del punto.

+ El resto (el error) en la forma de Lagrange, € entre a y x:
(®) = 24
R4(1E) _ f (g) 0 — - $5
5! (€+1)° 5!

Gréfica

Grado: 4 ﬁ

2
1
0 [ )
A
2
-3
-4
-3 -2 -1 0 1 2 3
— y=In(1+=x)
932 $3 $4
— T — P -
o) =e-5+3 -7

El punto en cuyo entorno el polinomio aproxima la funcion:
e (0;0)



El grado segun la precisién pedida — un valor aproximado de e*0,5.

Enunciado: taylor(e”x, 0, error=0.001, x=0.5)

Resultado

2 pd gt
T, =1 — 4+ — 4 —
() +m+2—+6+24
f(0,5) ~ 1,6484

Pasos

+ El polinomio de Maclaurin (el polinomio de Taylor en 0):

T, (z) = Z f(’z'(o)wk, n=4
k=0 '

- Las derivadas y sus valores en a

flz)=¢" f(0)=1

f@=e L=
)= fO=1
)= =1
ORI GRS

+ Sustituimos los valores de las derivadas

1 1 . 1 1,

Ty(z) = 1+ﬁm+am2+§m3+aw4
ZZR -
=1 _ 1 —
+Q3+2+6+24

+ Elresto (el error) en la forma de Lagrange, € entre a y x:

Ry = L0 5 _ s

5! 5!

+ Buscamos el menor grado n cuya estimacion del resto

en X no supere el error

M, = max |fM(t)|, h=|z—a|=05
t[0,0,5]

1,6487

n=1: |R< ’2' - 0,52 ~ 0,2063 > 1073
1,6487

n=2: |Ry< ’3' -0,5° ~ 0,0344 > 1073
1,6487

n=3: |Rs < ’4' 0,54 ~4,3.107% > 1073
1,6487 . .

n=4: |Ry< ’5' -0,5°~4,3-107* < 1073

. ‘ 211
El valor aproximado: f(0,5) =~ T4(0,5) = e ~ 1,6484



Grafica

Grado: 4 %

50
40
30
20

10

-3 -2 il 0 1 2 3

22 3 gt
—_T =1 Z 42
@) =1+z+ o+ + o)

El punto en cuyo entorno el polinomio aproxima la funcién:
e (0;1)
Con el control deslizante sobre la gréfica eliges el grado: con un

grado mayor el polinomio aproxima la funcién mejor y mas lejos
del punto.



Integrales indefinidas

La aplicacién integra con los métodos que se ensefian en clase y dice en cada paso qué hace.
Comprueba el resultado derivando (la comprobacién es el Gltimo paso) y dibuja el integrando y la
primitiva.

Las raices de potencias de la variable (¥/(x#), v(x?)) se escriben como potencias de exponente racional;
un valor absoluto (Jcos x|, V(1 - sin2x)), con la funcién signo sgn.

Si una integral no tiene primitiva elemental (como e*(-x?)), la aplicacién lo dice y la expresa mediante
una funcién especial (erf, Si, ...).

Como introducirlo

int(x e”x, x) Una integral con la variable.

int(x”2 sin x) Sin la variable cuando solo hay una.

J x~2 dx Con el signo de integral, también desde una foto.
X erx Una funcién con el chip «Integrar».

Integrales inmediatas y cambio de variable

La integral de una suma término a término, las constantes fuera de la integral, las integrales de la tabla
(también con una funcién interior lineal) y el cambio de variable cuando el integrando contiene una
funcion junto con la derivada de su interior.



Ejemplos
Término a término segun la tabla.
Enunciado: int(3x72 - 2/x + e”x)
Resultado Grafica

2
/ 3z Lte — Z)dr =z +e* — 2
T

Pasos

+ Laintegral de una suma es la suma de las integrales 5

2 Z
/(3m2+617 —) dz = medewL/‘erdwwL/‘f—
Z a
0
+ Sacamos la constante fuera de la integral: /
/Swzdw = wade

-5
o z &3
Segun la tabla de integrales inmediatas: /I de = 3
" Segtn la tabla de integrales inmediatas: /e’ dr = e” -1 0,5 0 0,5 1
. 2
- Sacamos la constante fuera de la integral: —_ f(z) =32+ — —
2 1 3 L
7;dz:72 ;d:c —F(m):x‘Jrez—an‘ﬁ‘
. o . . . . El integrando fy la primitiva F para C = 0 (otra C la desplaza arriba
Segin 2 i Gl rizereles i eelhise: o0 abajo). Donde f es positiva, F crece; donde es negativa, F
Zdr=1In ‘a;| decrece.
T

+ Comprobacion: la derivada del resultado es el

g 2
integrando: (;n3 + e —2In \m\)' =324+ — 2
z



El cambio de variable t = x2.

Enunciado: int(2x cos(x”"2))

Resultado
/2:0 CosS (w2) dr = sin (xQ) +C

Pasos

+ Sacamos la constante fuera de la integral:
/290 cos (wz) dr =2 fmcos (12) dx

+ Sustitucion ¢ = g2, dt = 2z dx:

/wcos (mz) dw:/CO;tdt

+ Sacamos la constante fuera de la integral:

/COStdt: l/Costdi
2 2

+ Segun la tabla de integrales inmediatas:
/costdt =sint
sint  sin (2?)

* Volvemos a la variable original: = = 5

- Comprobacion: la derivada del resultado es el
. o 2%}/ 2
integrando: (sin (z?)) = 2 cos (?)

Integral con constantes a, b.

Enunciado: int(1/(a - bx)"3)

Resultado

1 1
fﬁdx:—puc
(a — bx) 2b(bz — a)

Condiciones; b# 0

Pasos

+ Segun la tabla: la funcidn interior es lineal (ax + b), por
eso dividimos el resultado entre a:

dr =
(a— bz)® 2b(bz — a)®

+ Comprobacion: la derivada del resultado es el

1 1
integrando: =
g (2b(bx — a)2> (a— bx)®

Integracion por partes

Grafica

A AL
T

P

-4 -2 0 2 1
— f(x) = 2z cos (.’L‘Q)
— F(z) = sin (z”)
El integrando fy la primitiva F para C = 0 (otra C la desplaza arriba

o0 abajo). Donde f es positiva, F crece; donde es negativa, F
decrece.

El producto de un polinomio por una exponencial, una funcion trigonométrica o un logaritmo la
aplicacion lo integra por partes, varias veces si hace falta; integrales como e* sin x por partes
ciclicamente.



Ejemplos

Por partes dos veces seguidas.

Enunciado: int(x”2 e”x)

Resultado Grafica

/:cze’“" dr = z%e® — 2ze” + 2¢" + C

Pasos 8

+ Por partes (Juv' = u-v - [u"v),u = g2, v' = e, luego U' = 2z,

v=e® [ 2?etdr = 2?e” — | 2zetdx

+ Sacamos la constante fuera de la integral:

/2we$dm:2/memdm )
/f
+ Porpartes (Juv' =uv-Ju-v),u=2,v =¢" luegou =1,v —_——
0
:ew:fmeldm: mefffeldm
" Segun la tabla de integrales inmediatas: /e"‘ dr =e” -1 0,5 0 0,5 1
— f(z) =a’e"

+ Comprobacidn: la derivada del resultado es el

— 2 T ]
integrando: (z%¢” — 2ze” + 2¢°)’ = a2e” F(e) = z"e” — 2ze” + 2e

El integrando fy la primitiva F para C = 0 (otra C la desplaza arriba
o0 abajo). Donde f es positiva, F crece; donde es negativa, F
decrece.

Funciones racionales

Una funcion racional la aplicacion la divide si es necesario, factoriza el denominador y la descompone
en fracciones simples, que integra en logaritmos y arcotangentes.

Un denominador que no se puede factorizar en los racionales (x* + 1, x> + 1) lo factoriza en los reales:
cada par de raices complejas conjugadas da un factor cuadratico sin raices reales.



Ejemplos

Descomposicion en fracciones simples.

Enunciado: int((x + 1)/(x*2 - 3x + 2))

, 3 2 T+
Resultado (3In|z — 2| —2In|z — 1|) ===
r+1
——————dz = 3In|z — 2| — 21 ”
- —3r+ 2 Grafica
I
I
Pasos |
+ Descomponemos la funcién racional en un polinomio y 10

1 3 2
/.de:f _ dz
z2 -3z +2 r—2 =z-1 0

+ Laintegral de una suma es la suma de las integrales

3 2 3 2
- dr = d ——d 5
/(;c—2 w—l) N /‘x72 sz/ z—1 1
+ Sacamos la constante fuera de la integral:
3 1 -20
/7031': 3/7111'
Tz —2 z—2

+ Segun la tabla de integrales inmediatas:

[

[

[

[

\

. . ‘
fracciones parciales: \
[

[

|

[

[

[

|

1
/ de =In|z — 2| 2 -1 0 1 2 3
z—2
z+1
+ Sacamos la constante fuera de la integral: — f(z) = S I ———
2 1 z — 3z + 2
/*%1‘“:*2/%1“ — F(z) =3In|z — 2| — 2In|z — 1]

El integrando fy la primitiva F para C = 0 (otra C la desplaza arriba
o0 abajo). Donde f es positiva, F crece; donde es negativa, F

1
/ ——de =In|z — 1] decrece.
z—1

+ Segun la tabla de integrales inmediatas:

- Comprobacién: la derivada del resultado es el integrando



Factorizacion del denominador x4 + 1 en los reales.
Enunciado: int(1/(x*4 + 1))

+ El denominador no tiene raices reales: un multiplo de su
derivada separado del numerador da In, el resto,

1 % completando el cuadrado, da arctan
/dez%arctan(ﬁ(m— / 23z B \f/ 2z — /2
£ +1 (m 7\f:c+1) B wf\warl

Resultado

dx +

Pasos

i ) i + Comprobacioén: la derivada del resultado es el integrando
* Factorizamos el denominador en R: sus raices

j j 7 2 2 2arct 2z +1
complejas forman pares conjugados r, 'y cada par da un (\/_ arctan (\/5(.7: B %)) n /2 arctan (\/_

factor cuadrético (x - r)(x - r) = x2 = 2:Re rx + |r| sin 4

raices reales:

m4+1:(m2+\/§m+1)(m27\/§w+1)

Grafica
+ Descomponemos la funcion racional en un polinomio y
fracciones parciales
/ 1l / V2z +2 N 22z L
= dr =
2t 4+ 1 4(z? + 22 +1)  4(z® —2z-
0,5
+ La integral de una suma es la suma de las integrales
/ V2 42 22 f
: + dz = [ - 0
4(m2+\/§x+1) 4(3:27\@:c+1) .
+ El denominador no tiene raices reales: un multiplo de su 05
derivada separado del numerador da In, el resto,
completando el cuadrado, da arctan ;
/ Vor +2 \/_ f 2 + /2 :
—_ dx + -
4( 20+ 1 z? + \/_a: +1 ‘
4 2 0 2 4
1
—_— f(z) =
f(z) zt+1

— F(o) = Y axctan (va(s- vg)) o

El integrando f y la primitiva F para C = 0 (otra C |la desplaza arriba
o abajo). Donde f es positiva, F crece; donde es negativa, F
decrece.

Funciones trigonométricas

Primero las féormulas (sin2x = (1 - cos 2x)/2, productos en sumas), con una potencia impar el cambio t =
sin x 0t = cos x, con una funcion racional de seno y coseno un cambio segun la paridad, y el cambio
universal t = tan(x/2) solo al final.



Ejemplos

Una potencia impar del seno — el cambio t = cos x.

Enunciado: int(sin(x)”"3 cos(x)"2)

Resultado

3} 3

5 . 3 cos"r cosdx
cos” xz sin®’ x dx = — -

Pasos

+ Una potencia impar: sustitucion t = cos z,

2 2

sin“® =1 — cos”

dt = —sinz dz
/1c052 zsin® zdr = / (t4 — t2) dt
+ Laintegral de una suma es la suma de las integrales:
/(t4—t2)dt:/t4dt+/ft2dt
5
) Segun la tabla de integrales inmediatas: /t4 dt = 5
+ Sacamos la constante fuera de la integral:
/—tht:f/tht
t3
’ Segun la tabla de integrales inmediatas: /‘t2 dt = 3

- Volvemos a la variable original:
cos’x  costx

5 3

t =coszx:

Funciones hiperbdlicas

+ Comprobacion: la derivada del resultado es el

’
cos’ T cos’ 2 . 3
3 = cos“rsm” T

integrando: (

Gréfica

0,4

0,2

-0,2

04

-4 2 0 2 4

— f(x) = cos’zsin® z
Flz) cos’x cosdw
— z) = _
5 3
El integrando fy la primitiva F para C = 0 (otra C la desplaza arriba
o0 abajo). Donde f es positiva, F crece; donde es negativa, F
decrece.

Integrales de la tabla (sinh x dx = cosh x + C, [1/cosh?x dx = tanh x + C, ...), [tanh x dx por el logaritmo

de la derivada, por partes (x sinh x, arsinh x), cuadrados por las férmulas sinh2x = (cosh 2x - 1)/2, tanhx
=1 - 1/cosh?x; el resto por la definicion mediante exponenciales.



Ejemplos

La formula sinh2x = (cosh 2x - 1)/2.

Enunciado: int(sinh(x)"2)

Resultado

inh (2
/sinhgmd;v:—g—&—W—i—C
Pasos

. , , cosh2a — 1
Usamos la formula sinh*> ¢ = ————

2
; h(2z) — 1
/sinhzmdm:f%dm

+ Laintegral de una suma es la suma de las integrales

/ cosh(2z) 1 de — /71d$+/cosh (2z) da
2 2 2 2
- Segun la tabla de integrales inmediatas:

/—Ed:z:—E
2 2

+ Sacamos la constante fuera de la integral:

/Cosh(m) PN / cosh (2¢) da

2 2

+ Segun la tabla: la funcion interior es lineal (ax + b), por
eso dividimos el resultado entre a:

/cosh (2z)dx = w

+ Comprobacién: la derivada del resultado es el integrando
T sinh (2z)\"  cosh (2z) — 1
2 4 N 2

= sinh®’z

Raices

Integrales con la raiz de una funcioén lineal fraccionaria por cambio de variable, con la raiz de un trinomio
de segundo grado por un cambio de Euler, e integrales binomias segun las condiciones de Chebyshov -
si no se cumple ninguna, la aplicacion dice que la integral no es elemental.



Ejemplos

Un cambio de Euler.
Enunciado: int(sqrt(x*2 + 1))

+ Sacamos la constante fuera de la integral:

Resultado 9 1
[Zams [ a
md zv/z2+1 In |LE +
xr r = . 1
+ 2 + Segun la tabla de integrales inmediatas: / 3 dt =1In|t|
+ Segun la tabla de integrales inmediatas:
Pasos

1 1
== =
ft3 2t2

+ Sustitucién de Euler (tipo 1) /22 +1 =t —zla

integral pasa a ser la de una funcion racional de t + Volvemos a la variable original
t?—1 t?+1 Va2
r = , dr = _: dt, 22 +1 t=z++/22+1: ln|.z+ w+1‘+
2t 2t : 2 (a2 —1)(6
o (2 + 1)’
4t + Comprobacioén: la derivada del resultado es el integrando
o o !
+ Sacamos la constante fuera de la integral (z wz +1 + o |:c i 5 e+ 1) S T |

[y ey

4¢3 4 3

- Descomponemos la funcién racional en un polinomio y
fracciones parciales

(2 +1)° _/ 2 1
/ = [ (b ) dt

+ Laintegral de una suma es la suma de las integrales
2 1 2 1

t+ -+ = |dt= [ tdt —dt —dt
/(+t+t3) / +/t +/t3

2

o t
Segun la tabla de integrales inmediatas: /tdt =5

Grafica

18

10

5\

-10

-15

-4 -2 0 2 4

— flzx)=vz?+1
Vel +1 +ln|$+\/$2+1|
2 2

El integrando f y la primitiva F para C = 0 (otra C la desplaza arriba
o abajo). Donde f es positiva, F crece; donde es negativa, F
decrece.

- F(z) =



Limitaciones conocidas

e Para algunas integrales encontramos el resultado sin procedimiento — la aplicacién lo indica en los
pasos.

e Un calculo sin pasos que tarda demasiado se detiene — la aplicacion lo indica.



Integrales definidas y sus aplicaciones

La aplicacién calcula una integral definida con la regla de Barrow y dibuja el area bajo la grafica — la
parte sobre el eje x de otro color que la de debajo. También resuelve integrales impropias y aplicaciones:
area, longitud de curva, volumen y area lateral de un soélido de revolucion, también para curvas en forma
paramétrica y en coordenadas polares.

Integral definida
La aplicacion halla la primitiva como en la integral indefinida y sustituye los limites. Con un cambio de
variable transforma los limites directamente. Si la integral no tiene primitiva elemental, la calcula

numéricamente.

Como introducirlo

int(x*2, x, 0, 3) Una integral con la variable y los limites.
\int_{@}*{\pi} \sin x\,dx Desde una foto o en LaTeX.
X"2 Una funcion con el chip «Integrar» — escribe los limites

en los campos.



Ejemplos
Un cambio de variable con los limites transformados.
Enunciado: int(3x~2 cos(x”3), x, 0, 1)

Resultado Grafica

1
/ 322 cos (:1:3) dr =sinl ~ 0,8415
0

Pasos 0 ~_ /\

+ Sacamos la constante fuera de la integral:

/3902 cos (CL‘S) dr = 3[:1:2 cos (w3) dz 2
+ Sustitucién ¢ = 2%, dt = 322 dz:
cost -4
/wQ cos (ws) dx :/ = dt
- Sacamos la constante fuera de la integral: -6
cost 1
/ dt = = /Costdt
3 3
+ Segun la tabla de integrales inmediatas: 0 0,5 1
costdt =sint —_— f(:t) — 322 cos (xg)
+ Con la sustitucién recalculamos también los limites - no sobre el eje x (+) bajo el eje x (-)
hace falta volver a la variable original: La integral definida es el area entre la grafica y el eje x: la parte
r=0=1= 0, r=1=t=1 sobre el eje cuenta positiva, la parte debajo negativa.

+ Laregla de Barrow (Newton-Leibniz), F(b) - F(a)

1
/ 327 cos (27) dw = [sint](l) =sinl - 0=sinl
0

Integrales impropias

Un limite infinito o una funcion no acotada la aplicacién los trata con un limite de la primitiva y dice si la
integral converge o diverge. Si ese limite no se puede calcular, decide con un criterio de comparacion.



Ejemplos

Un limite superior infinito.
Enunciado: int(1/x*2, x, 1, o0o0)
Resultado

1
1

Pasos

8=

o 1
Segun la tabla de integrales inmediatas: / oo de = —

+ Una integral impropia: en un limite infinito y donde la
funcion no esta acotada tomamos el limite de la
primitiva. Los limites son finitos, la integral converge

[ o=t (-1) ~-n=0- (=1

Una funcion no acotada en el limite inferior.

Enunciado: int(1/sqrt(x), x, @, 1)

Resultado

|
—dr =2
/ox/5

Pasos

- Segun la tabla de integrales inmediatas:

/%dm:Qﬁ

+ Una integral impropia: en un limite infinito y donde la
funcion no esta acotada tomamos el limite de la
primitiva. Los limites son finitos, la integral converge

1
1
—dr=2— lim 2 =2-0=2
fo Jzdr=2- lm2ve

Grafica
08

0,6

0,4

02

-0,2

1

_— () = —

@) =5
sobre el eje x (+) bajo el eje x (-)

La integral definida es el drea entre la grafica y el eje x: la parte
sobre el eje cuenta positiva, la parte debajo negativa.

Gréfica

0,5

—f(l‘):ﬁ

sobre el eje x (+) bajo el eje x (-)

La integral definida es el area entre la grafica y el eje x: la parte
sobre el eje cuenta positiva, la parte debajo negativa.



Area bajo una curvay entre curvas
El area entre una grafica y el eje x, o entre dos curvas, la aplicacién la calcula como la integral del valor
absoluto de la diferencia — las partes de arriba y de abajo cuentan ambas en positivo. No hace falta dar

los limites: los encuentra como los puntos de corte de las curvas.

Coémo introducirlo

area(x”2, Xx) El area entre dos curvas, limites a partir de los puntos
de corte.

area(sin x, 0, pi) El area entre una curvay el eje x en un intervalo.

X"2 Una funcién con el chip «Integrar» — «Area entre

curvasy; escribe la segunda curva y los limites en los
campos.



Ejemplos

El area entre una parabola y una recta.
Enunciado: x*2  Area entre curvas, segunda curva x

+ La regla de Barrow (Newton-Leibniz), F(b) - F(a)

Resultado ) .
3 2 1 1
2 T €T
—r*t+z)dr=|-——+—| ==—-0==
g1 [ atraae=[-Tag] =5-0=;
Grafica
Pasos 14
+ Los limites son las intersecciones de las curvas:
2 _ _ _
F=pg=a=0, a=ll 12
- El 4rea entre las curvas (las partes por encimay por
b
debajo cuentan positivas), § = f [f(z) — g(z)| da: 1
1 a
= f ‘;1:2 - az‘ dz
0 08
+ La expresién en valor absoluto no cambia de signo en el
intervalo: quitamos el valor absoluto segun él:
1 1 06
/ ‘wzfm‘dm:/ (71'2+;1:)da:
0 0
+ Laintegral de una suma es la suma de las integrales: 0,4
/‘(79:2+z)d;c = ffa:gder/-md:v
- 0.2
+ Sacamos la constante fuera de la integral:
/7w2dm = 7/m2dm
0
o > x?
Segun la tabla de integrales inmediatas: /1‘ dr = 3
22 0,2
Segun la tabla de integrales inmediatas: /wdw =5

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
—_ f(z) =2"
— g(z) ==

La region sombreada: su drea es el resultado (las partes por
encima y por debajo del eje cuentan positivas).

Longitud de una curva

La longitud de una grafica en un intervalo la aplicacion la calcula con la féormula | = [V(1 + f'2) dx. Intenta
simplificar la raiz (en una semicircunferencia sale el arcoseno); cuando la integral no tiene primitiva
elemental, el resultado es numérico.

Coémo introducirlo

longitud(x~(3/2), 0, 4) La longitud de la curva en un intervalo.



Ejemplos

La longitud de una semicircunferencia.
Enunciado: sqrt(1 - x*2) Longitud de curva, limites -1y 1
Resultado Grafica

| =7~ 3,1416

Pasos

+ Lalongitud de la curva

l—/\/1+(f -

li/ Vl+ 17m2 ./ m U

+ Segun la tabla de integrales inmediatas: — f(z) = V1-— 22

0,5

-1 -0,5 0 0,5 1

5 dr = arcsinx

1—=x El arco resaltado: su longitud es el resultado.

+ Una integral impropia: en un limite infinito y donde la
funcién no esta acotada tomamos el limite de la
primitiva. Los limites son finitos, la integral converge

| . ) ) . w
dx = lim arcsinz — lim arcsinz = —
_ 2 T—1 -1 2

Volumen de un sélido de revolucion

El volumen de un sélido de revolucién alrededor del eje x la aplicacion lo calcula con la formula V = 1t [ 2
dx (entre dos curvas, por arandelas), alrededor del eje y por el método de las capas cilindricas. También
muestra el sélido en 3D — giralo con el dedo.

Como introducirlo
volumen(sqrt(x), 0, 4) El volumen del sélido al girar alrededor del eje x.

volumen(x*2, @, 2, y) Giro alrededor del gje y.



Ejemplos

Un paraboloide de revolucion.

Enunciado: sqrt(x)  Volumen de un sélido, limites 0y 4

Resultado

V = 87 ~ 25,1327

Pasos

-+ El volumen del sélido de revolucién alrededor del eje x,
b 4 4
14 :77/ fz(x)dmZV:ﬂf (\/E)Qd.’c:ﬂ'f xdr
a 0 0

0 2
Segun la tabla de integrales inmediatas: /:Edm =5

- Laregla de Barrow (Newton-Leibniz), F(b) - F(a):

4 974
T
/ rdr = |:?} =d=0= La regién sombreada gira alrededor del eje x: da el solido de
0 0 arriba; giralo con el dedo.

+ El valor de la integral por la constante delante:

Vw8 — 81 Gréfica
Solido de revolucién 2
-
0
0 1 2 3 4
— f@) =+

Area lateral de un sélido de revolucion

El drea lateral la aplicacion la calcula con la férmula S = 2rt[fV (1 + f'2) dx; el producto bajo la raiz a
menudo se simplifica (en una esfera sale una constante).

Como introducirlo

superficie(sqrt(4 - x*2), -2, 2) El area lateral al girar alrededor del eje x.



Ejemplos

La superficie de una esfera de radio 2.

Enunciado: sqrt(4 - x*2) Superficie de un sélido, limites -2y 2

Resultado

S = 167 ~ 50,2655

Pasos

+ La superficie lateral del sélido de revolucion alrededor
del eje x

xr

b
s=2n [ fe/1+ (@i, fo) ==

— I

[

2 2
g
Sfor[ VvVa—x2 1+ |- dwz?wf
_92 4 — 2132 g
La region sombreada gira alrededor del eje x: da el sélido de
arriba; giralo con el dedo.

) Segun la tabla de integrales inmediatas: /2dm = 2%

+ Laregla de Barrow (Newton-Leibniz), F(b) - F(a): ErEe
2
/ 2dz = [22]°, =4 (—4) =8
_9 2
+ El valor de la integral por la constante delante:
S=27.8=16m
:
Sélido de revolucién
0
2 1 0 1 2
— fla)=v4-2°

Curvas paramétricas y en coordenadas polares

Escribe una curva x = @(t), y = Y(t) en dos lineas, y una curva en coordenadas polares como r = p(¢). El

chip «Integrar» ofrece entonces el area, la longitud, el volumen y la superficie; los limites del parametro

son opcionales (sin ellos, de 0 a 2m). El volumen y la superficie se calculan girando alrededor del eje x la

parte de la curva situada sobre el eje.

Coémo introducirlo

X =t - sin(t) Una curva paramétrica en dos lineas.
y =1 - cos(t)

r =1 + cos(phi) Una curva en coordenadas polares (también r*2 = ...

para una lemniscata).



longitud(x=cos(t)”3, y=sin(t)”"3, t, 0,
2pi)

Ejemplos

El area bajo un arco de cicloide.

Enunciado: x = t - sin(t)
y =1 - cos(t) Area

Resultado

S = 3 ~ 9,4248

Pasos

+ Las derivadas respecto al pardmetro:
2'(t) =1—cost, y'(t)=sint
+ El &rea bajo una curva paramétrica (dentro de una curva
B
cerrada) para t € [0, 27|, § = f y(t) «'(t) dt|:

[}

S =

2
f (72C05t+C052t+ 1) dt'
0

- Laintegral de una suma es la suma de las integrales

/(72cost+0052t+1)dt:fldt+/72costdtf

" Sequn la tabla de integrales inmediatas: / ldt =t

+ Sacamos la constante fuera de la integral:

/fQCostdt:f2/‘costdt

- Segun la tabla de integrales inmediatas:

/costdt = sint

* Usamos la férmula cos® t =

2
/cosztdt: [ (COS (2) + 1) dt
2 2

1+ cos2t

o 1
Segun la tabla de integrales inmediatas: / 3 dt = —

La forma escrita con el parametro y los limites.

+ Laintegral de una suma es la suma de las integrales

/(0052(2t)+%) dt:f%dt+fcos2(2t) dt

t
2

+ Sacamos la constante fuera de la integral:

/cos @294 _1 / cos (2t) dt

+ Segun la tabla: la funcion interior es lineal (ax + b), por

eso dividimos el resultado entre a:
sin (2t)

/ cos (26) df = =

- La regla de Barrow (Newton-Leibniz), F(b) - F(a)

sin (2t

2T
3t
/ (72cost+coszt+l)dt: EfQSintJr
0



Grafica

0 1 2 3 4 5 6
— r =1t —sint, y =1 — cost

La curva dada paramétricamente (o en coordenadas polares),
dibujada para los limites elegidos del parametro.

La longitud de una cardioide.

Enunciado: r = 1 + cos(phi) Longitud de curva

Resultado - Sacamos la constante fuera de |a integral
=28 /72cos (f) dtp:72‘/cos (f) dy

2 2
Pasos

+ Segun la tabla: la funcion interior es lineal (ax + b), por
eso dividimos el resultado entre a:

P o (¥
cos (= ) dp = 2sin ( —
+ La longitud de una curva en coordenadas polares para 2 2

8
welo,2n]1 = / P2(p) + p2() dp + La regla de Barrow (Newton-Leibniz), F(b) - F(a)

2T © ) -
2m 2 —2cos (7) dy = {74 sin (7)] =0-—(-4)=:
l:/ \/(costp+1)2+(fsin(p)2dtp:f 2|cos (( /1.— 2 2/1q =9
0 0

+ Sumamos los valores de las partes:
+ Dividimos el intervalo en los ceros de las expresiones en o )
f 2cos(7)‘d4p:4+4:8
0 2

- Las derivadas respecto al pardmetro: p'(¢) = —sinp

valor absoluto (7) y en cada parte quitamos el valor
absoluto segun el signo

2m m 2T
/ 2|cos (f)‘dtp:f 2 cos (f) dip+/ —2cos
0 2 0 2 g
+ Sacamos la constante fuera de la integral

/2005(2) dtpz?/cos(g) e

+ Segln la tabla: la funcién interior es lineal (ax + b), por
eso dividimos el resultado entre a:

[ oo () as =250 2)

+ Laregla de Barrow (Newton-Leibniz), F(b) - F(a)

/(; 2 cos (g) dp = {4sin (g)];r:4,0:4




Grafica

0,5

-0,5

-0,5 0 0,5 1 1,5

S}

25
— r=cos@+1

La curva dada paramétricamente (o0 en coordenadas polares),
dibujada para los limites elegidos del parametro.

Curvas dadas por una ecuacion

Para una ecuacién en x e y (x3 + y2 = 3xy) el chip «Integrar» ofrece el area, la longitud, el volumeny la
superficie. Sin limites toma toda la curva cerrada: la circunferencia y la elipse en forma paramétrica con
cos y sin, un lazo que pasa por el origen (el folium de Descartes) mediante las rectas y = tx — el drea del
lazo entonces de forma exacta a partir de los sectores, la longitud, el volumen y la superficie
numéricamente. Con limites en x usa la rama superior y = f(x).

Como introducirlo
X3 + y*3 = 3xy Una curva cerrada — el chip «Integrar» sin limites.

yr2 = x"3 Una curva no cerrada — el chip «Integrar» con limites
en x (la rama superior y = x(3/2)).



Ejemplos

El area del lazo del folium — mediante las rectas y = tx y los sectores, S = 3/2.

Enunciado: x*3 + y~3 = 3xy Integrar - Area

0 ) 1 1
Resultado Segun la tabla de integrales inmediatas: | — du = -
u
S = § * 3 - 1 _ 1
9 Volvemos a la variable original: 3u 3(t3 T 1)

+ Unaintegral impropia: en un limite infinito y donde la
funcién no esta acotada tomamos el limite de la
primitiva. Los limites son finitos, la integral converge

Pasos

- El lazo que pasa por el origen en forma paramétrica

mediante las rectas y = tx — sustituimos en la ecuacion y o0 9¢2 P 3 3
despejamos x o 2(t3+1)2 = e _—2(t3+1) =l=5)=
ter = 3 5 t € (0; o0)
= (355 B = = — ; 00
y t3 + 1’ y t3 + 13 )
Grafica
+ El area del lazo sumando los sectores desde el origen: S
=Tf(x'y' - y'x) dt, y sobre larectay = tx, xy' - y'x' = x2
2,5
1 o0 o0 9t2 "
S = -f oﬂ(t)dt:f ——dt
2 Jy 0 2(2&3 + 1) 2
15
+ Sacamos la constante fuera de la integral
9¢2 9 12 L
J S
2(£ +1) 2/ (#+1) 05
+ Sustitucion u = t* + 1, du = 3t* dt: ’
2 1
/ﬁdt:/‘jdu 0.5
(£ +1) 3u
Sl
+ Sacamos la constante fuera de la integral:
1 1 1
/fdu:ff—du 45 1 05 0 05 1 15 2 25 3
3u? 3/ wu?
— 2+ y3 = 3zy
. 3t B 32
S
Toda la curva dada por la ecuacion; resaltada la parte con la que
se calcula.

Limitaciones conocidas

« La longitud de y = ¥/x (y de curvas parecidas) solo se calcula numéricamente — lleva a una integral
eliptica, que no tiene primitiva elemental.

e Enlas curvas paramétricas y polares todavia faltan el area coloreaday el sélido en 3D; giro solo
alrededor del eje x.

 El giro alrededor del eje y solo para una regién a un lado del gje.

e En las curvas implicitas sin limites solo se admiten la circunferencia, la elipse y un lazo que pasa por
el origen; giro solo alrededor del eje x.



Series infinitas

En una serie numérica la aplicacién comprueba primero la condicién necesaria de convergencia y luego
elige un criterio segun la forma de la serie — serie geométrica, X 1/nP, criterio del cociente, de la raiz, de

comparacion por paso al limite, de la integral o de Leibniz; en una serie alternada distingue la

convergencia absoluta de la condicional. Cuando es posible, suma la serie. La grafica muestra los

términos y las sumas parciales.

Series numéricas

La aplicacion halla la suma de series geométricas y telescopicas, de series X P(n)q" y de series
conocidas (X 1/n2 = 1t?/6); en otro caso la calcula numéricamente. Una suma finita se calcula como en el
colegio — telescdpica, aritmética, geométrica, si no término a término. También se resuelve una
ecuacion con la suma de una serie geométrica, comprobando la condicién de convergencia [q| < 1.

Como introducirlo
suma(1/n"2)
suma(1l/n”~2, n, 1, 00)
\sum_{n=1}*{\infty} \frac{1}{n"2}

1/n"2

suma(2k+1, k, 1, 100)

El término general; el indice n desde 1 (también sum).
Con el indice y el valor inicial.
Desde una foto o en LaTeX.

El término general con el chip «Serie» — escribe el
indice inicial en el campo.

Una suma finita — con el indice, el limite inferior y el
superior.



Ejemplos
La serie X 1/n2? — converge, la suma es n?/6.
Enunciado: sum(1/n”2)

Resultado Grafica

La serie converge.

(X)

ad 1 71'2 15 .Oooooo""""'....'..

’ L
Y = ~1,6449 .
n 6 y
n=1
1 e
Pasos
+ Se cumple la condicién necesaria de convergencia (por
o1
si sola no decide): lim — =0
n—00 1 0,5
o

. ‘ 1 . .

Laserlezﬁesdeltlpoiwn pconp=2>1: °

n=1
°
CONVETGCS 0 — 9900000000000 0000000000000e
. . =1 2
La suma de una serie conocida: E 26 5 10 15 20 25 30
n=1
@ términos a_n @ sumas parciales s_n la suma

Los puntos son los términos a_n y las sumas parciales s_.n =a_1 +
..+ a_n. Sila serie converge, los términos tienden a cero y las
sumas parciales a su suma.



El criterio de Leibniz — convergencia condicional.

Enunciado: sum((-1)~(n+1)/n)

. 0 1 n+1
Resultado Conclusion: la serie Z ——— converge, pero no
. n=1
La serie converge, pero no absolutamente (segun el criterio de Leibniz).
absolutamente. . = (L)
00 ( 1)n+1 La suma de una serie conocida: Z e In2
— -1
Y A~ =1n2~0,6931 ’
n -
n=1 Grafica
Pasos 1 e
+ Se cumple la condicidn necesaria de convergencia (por ? e
(—1)™* ° 2 % 0 0 0 e 0 o 0 o o
si sola no decide): lim ~——~2— =0 Y & ¢ ¢ €7 90 e e e
n—o0 n o
05 —®
+ Los términos tienen ambos signeos: primero la
convergencia absoluta O
)[R e l.
—1 " 0 ©® e 0000 0 0
n= n= ......'.....
A . q 2 a [ ]
+ La serie armonica diverge: los términos agrupados por a
potencias de dos, cada grupo es al menos 1/2
1 1 1 1 1 1 1 ]
14+ = 4z 444z o> 142 05 e
+2+(3+4)+(5+6+7+8>+ +;
1 1 5 10 15 20 25 30
" Criterio de Leibniz: |a_n| = — decrecey lim — = 0:la
W D G ® términos a_n ® sumas parciales s_n la suma

serie converge.
Los puntos son los términos a_n y las sumas parciales s_.n =a_1 +

..+ a_n. Si la serie converge, los términos tienden a cero y las
sumas parciales a su suma.

El criterio del cociente y la suma.

Enunciado: sum(n/27n)

Resultado Grafica

La serie converge.

2 660000000000 00000-00000-0
00 P
n 9 ®
2 : omn o .
n=1 1,5
°
Pasos
1 e
- Se cumple la condicién necesaria de convergencia (por
. n
si sola no decide): lim — =10
n—r0o0 2
I ) , ) 05 ee
« Criterio del cociente (d’Alembert) la serie converge. °
. @ n+1 1
lim —% = lim =--<1 0.
n—oo  Qy n—oo n 2 LS
0 ————————20.0.0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0
+ Una serie ¥ P(n)-q" sumada derivando la serie
o0
Ao 4q 5 10 15 20 25 30
geomeétrica: an" =——QF, §=2
n=0 (-9 ® términos a_n @ sumas parciales s_n la suma

Los puntos son los términos a_n y las sumas parciales s_.n =a_1 +
..+ a_n. Sila serie converge, los términos tienden a cero y las
sumas parciales a su suma.



No se cumple la condicion necesaria — la serie diverge.

Enunciado: sum(n/(n+1))

Los puntos son los términos a_n y las sumas parciales s_n =a_1 +
Resultado ..+ a_n. Si la serie converge, los términos tienden a cero y las
sumas parciales a su suma.

La serie diverge.

Pasos

+ No se cumple la condicion necesaria de convergencia:
. n
Im —— =1#0
+1

n—oo N

Grafica

20 o

10 ®

{ ]
.s............................

5 10 15 20 25 30

@ términos a_n @ sumas parciales s_n

Suma telescépica — quedan el primer y el Gltimo término.
Enunciado: sum(sqrt(2i+1) - sqrt(2i-1), i, 1, 60)

Resultado
60

Y (V2i+1-+v2i-1) =10

=1

Pasos

+ Suma telescopica — los términos vecinos se cancelan,

solo quedan el primero y el dltimo:
60

Y (V2i+1-v2i-1)=11-1=10

i=1



Ecuacidn con la suma de una serie geométrica.

Enunciado: sum((2”x)*n, n, 1, oo) = 1

Resultado

= =1

Pasos

+ La serie es geométrica de razén q = 27 y converge para

= n aq 2
z ] ] 9T\™ — =
\2\<1,susuma.z( ) ¢ 1 %

n=1
2T

* Resolvemos: 1o = 1=z=-1

z = —1 cumple la condicidn de convergencia:

1
<1
2‘

Series de potencias

En una serie de potencias la aplicacion halla el radio de convergencia con el criterio del cociente, estudia
los extremos como series numéricas e indica el intervalo de convergencia; cuando es posible, también la
suma. La grafica muestra las sumas parciales con un deslizador para el nimero de términos.



Ejemplos

El intervalo de convergencia [-1, 1).

Enunciado: sum(x~n/n)

Resultado Grafica
rzec|—1,1
[ ) ) Términos: 5 ——.
Pasos
- El radio de convergencia R = 1 por el criterio del cociente 20
a xrmn
lim || = lim =lz| <1
n—oo | Gy n—oo |M 4 1
15
. 0 -1 n
El extremo « = —1: la serie Z o converge, pero
n=1 10
no absolutamente (segun el criterio de Leibniz).
o0
' El extremo = = 1: la serie Z — diverge segln la °
=1L ‘7 g9 g
n=
agrupacion de los términos de la serie armdnica. T
- Elintervalo de convergencia: z € [—1, 1) 7
-1 0,5 0 05 1
(@) 215 N o4 N 713 N 12 N ol N 210
— 315 €r) = — — — — — —
15 14 13 12 11 10
5 i 3 2
—si(z)=—+—+—=+—+=z

5 4 3 2

Elige con el control el nimero de términos: las sumas parciales se
acercan a la suma solo dentro del intervalo de convergencia.

Serie de Taylor

La serie de Taylor de una funcién la aplicacién la deduce de desarrollos conocidos (e sin x, In(1 + x), ...
por sustitucion y determina su intervalo de convergencia.

Coémo introducirlo

taylor(e”x, 0, 00) La funcion, el punto y oo en lugar del grado; o el chip
«Polinomio de Taylor» — «Serie».



Ejemplos

La serie de In(1 + x) y su intervalo de convergencia.

Enunciado: taylor(ln(1 + x), @, o0o0)

Resultado

o0 1 n+l_.,
ln(w—&—l)zz()Tx, z € (-
n=1

Pasos

. oo -1 n+1un
Del desarrollo conocido In (1 + u) = Z %
=il

(,1)”*19771

n

conu:w:ln(w+1):z

n=1

+ Elradio de convergencia R = 1 por el criterio del cociente

) Ay . zn
lim |[——| = lim =lz/ <1
n—oo | Ay n—oco n+1
o0
El extremo « = —1: la serie E —— diverge segun la
n
n=1

agrupacion de los términos de la serie arménica.

00

+1
—_1)"
El extremo = = 1: la serie E ——,,  converge, pero
n=1
no absolutamente (segun el criterio de Leibniz).

+ Elintervalo de convergencia: ¢ € (—1, 1]

Gréfica

Términos: 5 ﬁ

= -0,5 0 0,5 1

— s(z) =In(z+1)
$5 $4 $3 $2
Ss($)23—2+?—7+$

Elige con el control el nimero de términos: las sumas parciales se
acercan a la suma solo dentro del intervalo de convergencia.



Series de Fourier

La aplicacion construye la serie de Fourier de una funcién en un intervalo tomado como un periodo (sin
indicarlo, en [-, 1)), o la serie de senos o de cosenos de una funcidn en [0, L]. La funcién también puede
darse a trozos.

Calcula los coeficientes mediante integrales con todo el procedimiento (por partes con el parametro n),
sustituye sin nmt = 0y cos nmt = (-1)" y aprovecha la simetria de las funciones pares e impares. En los
puntos de discontinuidad determina la suma de la serie por el teorema de Dirichlet y, sustituyendo un
punto y con la identidad de Parseval, deduce sumas de series numéricas (como X 1/n% = t?/6). La
grafica muestra la extensioén periddica de la funcion y las sumas parciales con un deslizador.

Como introducirlo

fourier(x”*2, -pi, pi) La funciony el intervalo.

fouriersin(x, 0, pi) La serie de senos (fouriercos - la de cosenos).

-1, -pi < x <@ Una funcion a trozos, linea por linea, con el chip «Serie
1, @ < x < pi de Fourier».

X"2 Una funcion con el chip «Serie de Fourier» — alli eliges

el tipo de serie y el intervalo.



Ejemplos

Una funcién par — solo cosenos; las sumas X 1/n2y X 1/n4.

Enunciado: fourier(x”2)

o 2 [T
Resultado El coeficiente @o: ag = ;/ 2’ dx
0
o0 n
2 4(—1) . 2 z?
f(aj) = — + E — CcOoS (ngg)7 : Segun la tabla de integrales inmediatas: [ =°dz = 3
3 n
n=1 . 2[z3]"  2n?
Sustituimos los limites: ag = — | —| = —/—
w3 ], 3
Pasos
. 2 /’T 2 d
El ficiente n: a,, = — &3 nx)dx
+ Elintervalo [—m, 7| es un periodo: T = 2, medio coeticiente Tn T Jo cos (nz)
periodo [ = 7. Buscamos la serie con los coeficientes - Fier s (00 =0 = [ = o o o e (), (W
f@)~ 2+ 3" (a, cos (na) + b, sin (nz)) ' = 20,y = S2(02)
= n=1 n
L /532 cos (nz) do = z?sin (na) - / 2z sin (nz) Jx
ag = 7/ f(z)dz e Z
™ -

1 + Sacamos la constante fuera de la integral:

an_?]lj/;f(w)COS(nm)dm /h%mdm:%/‘xmn(nfc)dm
by = ;/_7 f(z)sin (nz) dx

+ Por partes (juv' = u-v - fu"v), u = Z, v' = sin (nx), luego u

—1y= oS (nx)
- Lafuncion es par, f(—x) = 2 = f(a), asi que los ' n
coeficientes de los senos son nulos y los demas basta . _ xcos(nz) cos (nx)
) ) xsin (nz) de = — = dz
calcularlos sobre la mitad del intervalo n n
b, =0
9 [T + Sacamos la constante fuera de |a integral:
i cos (nx 1
aD_?T/O f(w)da /7—7(1 )d:c:fgfcos(nm)dm

2 [T d
o T q ) cem (femjes + Segun la tabla: la funcion interior es lineal (ax + b), por



eso dividimos el resultado entre a: 9 [T a? s
sin (na) = Playde =2+ (a2 +52)
cos (n)de = —— T Jo 2
n
; n art 21t N 16 1
- Para n entero se cumple sinnm =0, cosnm = (—1) e L Z 2 Z L _ ™
5 9 n n* 90
+ Sustituimos los limites n=1 n=1
2 [¢?sin (nz) = 2wcos(nz) 2sin(nz)]” 4
" n - n? W . - Grafica
+ Sustituimos los coeficientes en la serie Términos hastan =3 —.
72 o= A(-1)"
s(z) = 3 + Z 3 cos (nx)
n=1
10
+ La extension periddica de la funcidn es continua, asi que
por el teorema de Dirichlet la suma de la serie es f(x) 8
parax € [—m, 7|
- Sustituyendo # = 0 obtenemos la suma de una serie ®
numeérica
w2 N 4(-1)" E (-1 w2 2
s5(0) = — + =0 = —_— = e—
( ) 3 Z n2 Z n2 12
n=1 n=1
2
+ Sustituyendo & = T obtenemos la suma de una serie
numeérica 0 =
2 29 09 2
T 4 1 ks
_ = = g2 [l
R I S OF- k-
n=1 n=1 -6 -4 -2 0 2
+ De la identidad de Parseval obtenemos — f(x)
— s3(x)

La funcidn se extiende periddicamente. Con el deslizador afiades
términos de la serie - las sumas parciales se acercan a la funcion;
en un salto oscilan por encima (fenémeno de Gibbs) y pasan por
el promedio de ambos lados, marcado con un punto.

Una funcién a trozos — saltos y el fendmeno de Gibbs.

Enunciado: -1, -pi < x < @



1, 0 < x < pi Serie de Fourier

Resultado
f(z) = kz; ( Zk ) sin ((2k — 1)z)
Pasos

+ Elintervalo [—, 7] es un periodo: T = 2, medio
periodo I = 7. Buscamos la serie con los coeficientes

flz) ~ % + Y (a, cos (nz) + b, sin (n))

1 ™
ag = %/; f(z)de

a, = %/; f(@) cos (nz) de

Dy = %/j f(z)sin (nz) dx

+ La funcién es impar, f(—2) = —f(), asi que el término
constante y los coeficientes de los cosenos son nulos 'y
los de los senos basta calcularlos sobre la mitad del
intervalo

a=a,=0

= ;/; f(z)sin (nz) dz

. 9 [T
El coeficiente b,,: b, = ;/ sin (nz) dz
0

+ Para n entero se cumple sinnm = 0, cosnm = (—1)

+ Segun la tabla: la funcidn interior es lineal (ax + b), por

eso dividimos el resultado entre a:

/Sin (nz)dx = 7%

n

+ Sustituimos los limites

- E[icos(nm)}ﬂ _ 2 —2(-1)"

L =
™ n nm

+ Sustituimos los coeficientes en la serie:

s(z) = Z 2o sin (nx)

nmw
n=1

+ Los términos con n par son nulos — quedan solo los n

impares, n =2k - 1
o0

4 .
s(z) = 2 T sin ((2k — 1)x)

+ Por el teorema de Dirichlet la suma de la serie es f(x)

paraz € (—m, 0) U (0, 7); en un punto de
discontinuidad es el promedio de los limites laterales

s(—m) — s(m) = 10 +2f(77r+) _ 1+571) Y
(o) = LOIHIO) 141,

m
* Sustituyendo = — obtenemos la suma de una serie

2
numeérica



- B =) 4(_1)k+1 B 0 (_1)k+1 = -6 -4 -2 0 2 4 6
5(5)7§w(2k—1)71:>§2k—1 4 — f(z)
. B — s5()

- Delaidentidad de Parseval obtenemos La funcidn se extiende periédicamente. Con el deslizador afiades

términos de la serie — las sumas parciales se acercan a la funcion;
f f (z)dz = 50 E (ai + bi) en un salto oscilan por encima (fenémeno de Gibbs) y pasan por
] el promedio de ambos lados, marcado con un punto.
2= o T X ®
2
— (2k — (2k —1) 8
Grafica

Términos hastan=15 *




Una serie de senosy lasuma 1 -1/3%+1/5% - .. =n3/32.

Enunciado: fouriersin(x*(pi - x), 0, pi)

Resultado

- 8
| = ———sin((2k — 1)z
fla) =3 o —ein((=1)
Pasos

+ Extendemos la funcién de [0, 7] de forma impary luego
periddica (T = 2) - resulta la serie de senos

flz) ~ Z b, sin (nz), donde

n=1

b, = %f(: f(z)sin (nz) de

. 9 7 .
El coeficiente by,: b, = - / z(m — x) sin (nx) dx
0

+ Por partes (Juv' = u-v - fu"v),u = (T — ), v' = sin (nz),

luego u':71'72x'\/=7m
n
/wh,mhmﬁmmmzfﬁiiﬂfﬂfﬂ, (22
n

- Sacamos la constante fuera de la integral

/wdz:%/@wfﬂcos(nm)dz

n

- Por partes (Ju-v' = u-v - [u'v),u = 2z — 7, V' = cos (nz),
in (nx
|uego u'= 2,v= w
n

(2z — ) sin (nx) 7/'2si

7

/(235 — @) cos (nz) de =

+ Sacamos la constante fuera de la integral:

25i 2
[P0 gy 22 [ ) e
n

n

+ Segun la tabla: la funcidn interior es lineal (ax + b), por

eso dividimos el resultado entre a:

/sin (nz)dx = 7%

+ Para n entero se cumple sinnm = 0, cosnm = (—1)"

+ Sustituimos los Iimites

by =~ .

2 [.7;2 cos (nz)  mzcos (nx) N (m — 2z) sin (nx
m

T n n

+ Sustituimos los coeficientes en la serie:

s(x) = Z % sin (n)

+ Los términos con n par son nulos — quedan solo los n

impares, n =2k - 1
o0

8 .
s(z) = m sin ((2k — 1))

—1

+ La extension periédica de la funcién es continua, asi que

por el teorema de Dirichlet la suma de |a serie es f(x)
paraz € [0, 7|

T
* Sustituyendo @ = 3 obtenemos la suma de una serie

numeérica



6 -4 2 0 2 4 6
ﬂ_ i 8 k+1 N i kﬂ B 3
5(3) l7r(21<:4L — 2k—1) 32 — f(z)
— s5(x)
oo
. G La funcion se extiende periédicamente. Con el deslizador afiades
2 _ 2
De la identidad de Parseval — / A (z)de = Z b, términos de la serie — las sumas parciales se acercan a la funcion;
® n=1 en un salto oscilan por encima (fenémeno de Gibbs) y pasan por
obtenemos el promedio de ambos lados, marcado con un punto.
md - - w6
15 % 1 jz% )~ 960
k=1 ( o ) k=1 (
Grafica

Términos hastan=15 —‘

Limitaciones conocidas

» Una funcion no acotada (como In x en [0, 2m]) no se puede desarrollar — la serie divergeria en el punto
donde la funcién crece sin limite.

» Cuando los coeficientes llevan a una integral sin primitiva elemental (In x en [1, 3]), se expresan con el
seno y el coseno integral.



Ecuaciones diferenciales

La aplicacién resuelve ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden: de variables separables,
lineales, exactas, homogéneas (y' = f(y/x)), de Bernoulli y ecuaciones y' = f(ax + by + c). Reconoce el tipo
por si misma y muestra el procedimiento como en la escuela — separacion de variables, variacion de la
constante o factor integrante, sustitucion, funcion potencial de una ecuacion exacta. Las integrales del
procedimiento tienen sus propios pasos.

Ordenes superiores: ecuaciones lineales con coeficientes constantes de cualquier orden mediante la
ecuacion caracteristica (también raices multiples y complejas), una solucién particular segun el lado
derecho especial (también resonancia y suma de lados derechos) o por variacién de constantes, un
problema de valor inicial en cero también con la transformada de Laplace (chip «<Método»). Ademas la
ecuacion de Euler con x = e, y™ = f(x) integrando sucesivamente y la reduccién del orden — cuando falta

y(p=y)ox(y =py)).

La ecuacion y’ = y-(a(x):In y + b(x)) se vuelve lineal con la sustituciéon z = In y. Una ecuacién lineal de
segundo orden con coeficientes variables se resuelve si se puede adivinar una solucién (xk, e, ...): la
segunda, reduciendo el orden (d'Alembert), y el lado derecho por variacién de constantes. El orden se
reduce también en mas de uno (p = y"™ con una ecuacién de segundo orden para p). Con parametros se
distinguen casos: un oscilador amortiguado segun el signo de 2 - w? (sobreamortiguado, critico,
subamortiguado), una resonancia (y" + w2y = cos 2t para w = 2) y el signo de una constante del que
depende la integral (y" = 2yy'). La transformada de Laplace resuelve también un problema de valor inicial
en un punto distinto de 0 (desplazando T =t - t5) y con parametros.

El resultado es la solucién general con una constante C, en 6rdenes superiores con constantes C;, Cy, ...
(explicita, o implicita donde no puede ser explicita); con condiciones, la solucién que las cumple -
iniciales y de contorno, incluidos los casos «sin solucion» e «infinitas soluciones». También encuentra
las soluciones constantes perdidas al dividir. Cada solucién se comprueba sustituyéndola en la
ecuacion. En primer orden la grafica muestra el campo de direcciones y soluciones para distintos C, en
ordenes superiores soluciones para distintas constantes; en una ecuacién auténoma de segundo orden
(sin x) un selector muestra también el plano de fases (y, y').

Como introducirlo

y' = x*y La derivada con prima.

dy/dx = x y”2 Notacién de Leibniz — indica también la variable
(dm/dt, dT/dt).



\frac{dy}{dx} = \frac{y}{x} + x

(2xy + 6x)dx + (x*2 + 4y~3)dy = @

y' =y"2 +1, y(@) =1

dm/dt =m + 2, m(9) = 0

y'' - 3y' + 2y = 3e”(2x)

yM(4)} +2y'" +y =20

y''"'+y =0, y(0) =1, y'(0) =2

\ddot{x} + \omega”2 x = 0@

Notacién de una foto.
La forma M dx + N dy = 0 (ecuacién exacta).

Una condicion inicial tras una coma o en la linea
siguiente.

La funcion y la variable pueden ser cualquier letra.

Una ecuacion de orden superior — las derivadas con
mas primas.

Derivadas superiores como y*{(4)} (también desde
una foto).

Condiciones iniciales y(0), y'(0) — o de contorno en
distintos puntos.

Los puntos de Newton (derivadas respecto al tiempo
t) y pardmetros griegos.



Ejemplos

Variables separables — la solucion general y el campo de direcciones.

Enunciado: y' = x*y

Resultado Grafica
2 [ I T O O A I
y=Ce7, CEeR BRUERE EERERE
ERNRE NN
[ I \ | (I
P
ases RENEEE RN
+ Una ecuacion de variables separables - el lado derecho 2 \ \ \ \ \ \\ / ’ ’ ' ’ I
es el producto de una funcioén de la variable y una { { { { { Q ; ;, } ; ;, ;
funcién de la incégnita: y' = zy | ,
VY VNN NN A7 777 1]
+ Separamos las variables (dividimos suponiendo y # 0): 0 . , NN
d ) |
= —zda RRAARR BRI
2 A L T 1
: Integramos ambos Iados:/i—y:/a:dm { { j { ; ; Q t } : : : }
. RN VLl
" Segun la tabla de integralesinmediatas:/—dy:1n|y\ (I | L T A T A
Y A A T A I
. 2 O 0 T A T
Segun la tabla de integrales inmediatas: /a:dm = —
2 -4 2 0 2 4

5 2 o . .
La solucion general en forma implicita: In |y| = 5 +C selLelanss [rEla disiiies ©

Los segmentos cortos muestran en cada punto la direccion que

+ Aplicamos la eXPOHB?Cial - la constante *e*C se llama impone la ecuacién (campo de direcciones). Las curvas grises son
de nuevo C: Y= Ce% soluciones para distintos C - tocan los segmentos en todas
partes.

+ La solucién constante ¥ = 0, excluida al dividir, estd en
la solucién general paraC = 0

2
+ Comprobacion - la derivada de la solucion 4/ — Cze?
sustituida en la ecuacion da una igualdad.



La condicion inicial determina la constante C.

Enunciado: y' = y*2 + 1, y(0) =1
Resultado - Comprobacién - la derivada de la solucion
1
T Y = —5 7. = sustituida en la ecuacion da una
y=tan |z + — cos® (z+ 1)
4 igualdad.
Pasos Grafica
+ Una ecuacidn de variables separables - el lado derecho L ] [
es el producto de una funcién de la variable y una (I (1 J
funcién de la incégnita: i/ = % + 1 4 { : } } : : } j
+ Separamos las variables (dividimos suponiendo [ I I |
) dy LI 11
Yl Gy =de 2 Wbl ol
. 1)U R
) Integramos amboslados:/Ziy = fdév /4 / 44 / /
y +1 0 74
. . ) . iz Ay
+ Segun la tabla de integrales inmediatas: 7 / /
L I 1) /
——— dy = arctany 2 (o L i | /
U Ny e .
. (| A
Segun la tabla de integrales inmediatas: / ldz ==z il 1/ | |
1] (L A 1 (A 1L
+ La solucion general en forma implicita: 11 (A | (A [ I
arctany =z + C 11 A 1 | |
-4 2 0 2 4

+ Despejamos la solucién: y = tan (z + C)
—— soluciones para distintos C

T
l=tanC=C = — —y:tan(:chrZ)

tan (2 + =)
=tan(z + —
Y n 1

Los segmentos cortos muestran en cada punto la direccion que
impone la ecuacién (campo de direcciones). Las curvas grises son
soluciones para distintos C — tocan los segmentos en todas



Una ecuacion lineal por variacion de la constante.
Enunciado: y' + 2y = e”x  Variacién de la constante

+ Comprobacion — la derivada de la solucion
Resultado z

e
_2. - .
" y = 3~ 2Ce™" sustituida en la ecuaciéon da una

y=Ce ™ + %, CeR igualdad.

Grafica

Pasos ERIEREEE
+ Una ecuacion lineal de primer orden y' + p(x)-y = q(x): k { { t t } { { {

! SR . .

o= R
- Primero resolvemos la ecuacién homogénea (lado LS T T T L O

derecho nulo): y' + 2y = 0 5 z 1 1 t \\ } i i \\
" Segun la tabla de integralesinmediatas:/Qdm =2z i l l l l l i : l |

0

+ Solucién de la ecuacién homogénea: g, = Ce™** SIS S S
+ Variacion de la constante — buscamos la solucién en la 5 i { i i /, 7 { { {

forma y = C(z) e~2; sustituida en la ecuacion: / / / / / / / / ]

Cllz)e™ =& REAEREN
s B
+ Segun la tabla: la funcion interior es lineal (ax + b), por ; ; j ? ; j ; : ;

3z
eso dividimos el resultado entre a: /631 de = e
3 -4 2 0 2 4
0 e s O = _[631 it = % T C —— soluciones para distintos C
ot Los segmentos cortos muestran en cada punto la direccion que

. » 9 ) S ) . )
La solucién general: y = Ce2r L impone la ecuacion (campo de direcciones). Las curvas grises son
3 soluciones para distintos C - tocan los segmentos en todas
partes.



La misma ecuacién con factor integrante.

Enunciado: y' + 2y = e”x  Factor integrante

Resultado Grafica
e’ {0 L T T O IO
_ —2z
y=Ce + 3 CeR LUy
EEREEREE
(O L T T O T B
Pasos L T Y T T T
(S T A S T T B O
- Una ecuacién lineal de primer orden y' + p(x)-y = q(x): e W U U T W o W
Y +2y=e A N S U U O R W
NN NN NN N NN
" Seg i inmediatas: [ 2dz =2 0
Segun la tabla de integrales inmediatas / T & Yy
. . NN
- El factor integrante: pu(z) = e/ 2% = ¢2* o S
+ Multiplicamos por el factor integrante — el lado izquierdo [
es la derivada de un producto: ( 621), =¥ NN
P Tye™) = a Lyl
+ Segun la tabla: la funcién interior es lineal (ax + b), por ; ; j ’} ; j ; { ;
3z
eso dividimos el resultado entre a: [ €* dz = % L
o3 -4 2! 0 2 4
. R 2r _ ~
[z et s g = 3 +C —— soluciones para distintos C
* La solucién general: ¥y = Ce ™ + % Los segmentos cortos muestran en cada punto la direccion que

impone la ecuacién (campo de direcciones). Las curvas grises son

- Comprobacién — la derivada de la solucién soluciones para distintos C - tocan los segmentos en todas
et partes.

y = 3 2Ce " sustituida en la ecuacion da una

igualdad.



Una ecuacion homogénea — la sustitucién u = y/x.

Enunciado: y' = (x - y)/(x + V)

Resultado

2 —2zy—y*=C, Ce€R

Pasos

+ Una ecuacién homogénea - el lado derecho depende

solo del cociente y/x: ¥’ = i
bs T4y
* La sustitucién u = %, y=uzx, y =u+zu
2
transforma la ecuacién en zu' = —u — 1 +
u+1
+ Separamos las variables (dividimos suponiendo
u+1 1
2 . _
2u—1+#0); 5———du=——dzx
ut e #0) u? +2u — 1 x

+ Integramos ambos lados:
1 1
/QL du = fffdm
u” + 2u — 1 T

+ Sacamos la constante fuera de la integral:

u-+1 u+1
727du:7 Qidu
—u” —2u—+1 —u” —2u+1

+ El numerador es la derivada del denominador (o un
multiplo), f(x) = —u? — 2u + 1, por la férmula

pl
[ s =m0

In

/ u+1 1/ —2u — 2
[ — /TR — [, | Y R —
—u? —2u+1 2 —u2 —2u—+1

Grafica
AR TR N NN N\ U NN pp——
BRI \\\N SN
|| |\
S B I I B
/1 \
/1]
2777
/7Y
VAV AV
0
/
/
_2 ’/
/
\ {\ j
-4 AN | |
=== J\.\ii\x\ VL
—_—— e~ N \\\\\\‘\ VL
b 5 % SN R
4 ) 0 2 4

—— soluciones para distintos C

Los segmentos cortos muestran en cada punto la direccion que

impone la ecuacion (campo de direcciones). Las curvas grises son

soluciones para distintos C — tocan los segmentos en todas
partes.

—_—_———~ N\

Sacamos la constante fuera de la integral:

ffldw:f/ldm
x x

+ Segun la tabla de integrales inmediatas:

fldm:ln\az\
&

La solucién general en forma implicita:
In|—u?—2u+1|

C —In|z|
2
+ Aplicamos la exponencial — la constante te”C se llama
C
de nuevo C: —u? — 2u+1= —
4
+ La solucién constante ¢y = —1 — \/5 excluida al dividir,

" Volvemos a la incégnita original:

estd en la solucién general paraC =0

La solucién constante 4 = —1 + \/5 excluida al dividir,

estd en la solucién general para C = 0

x? —2zy—y? O
x? B

[

z

+ La solucién general en forma implicita:

w? —2zy —y =C



Una ecuacién de Bernoulli — la sustitucién z = y*(1-n) y la solucién constante y = 0.

Enunciado: xy' - y = -xy”2

o 2
Resultado Integramos: C'(z) = /wdw =5 +C
2x
_ . — : . C
Y= —S5——~> C e R, Yy = 0 La solucién general: z = Lz
x° + C 2 T
o z C
Volvemos a la incognita original: — = - + —
Pasos y 2 =
o ) -, 2x
- Una ecuacién de Bernoulli y' + p(x)'y = q(x)-y™ Despejamos la solucién: ¥y = ————
5 ] 5 €T +20
Yy ——=-Y
& + Al dividir excluimos la solucién constante y = 0 — es
. o 1, 1, otra solucién de la ecuacion.
La sustitucién z = —, 2’ = —1 7Y transforma la

Y

@

+ Renombramos la constante (un multiplo de una

z
ecuaciénen z’ + = =1 -
x constante arbitraria es de nuevo una constante

2z
+ Primero resolvemos la ecuacion homogénea (lado arbitraria): y = 5——
/ z z¢ +C
derecho nulo): 2 + — =0
& + Comprobacion - la derivada de la solucion
. . ) . . 2C — 2x2
+ Segun la tabla de integrales inmediatas: Y = . 0 > sustituida en la ecuacién da una
1 =4+ 2Cz" + C
z dz = In x| igualdad.

. iy . . ¢
Solucion de la ecuacion homogeénea: z;, = —
x

+ Variacion de la constante — buscamos la solucién en la

1
forma z = C(x) - —; sustituida en la ecuacion:
x
1
Clx)-—=1
(@)~
+ Deahi C'(z) ==

0 x
Segun la tabla de integrales inmediatas: /mdz =5

Grafica

e T
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—— soluciones para distintos C
—_y=0

Los segmentos cortos muestran en cada punto la direccion que
impone la ecuacion (campo de direcciones). Las curvas grises son
soluciones para distintos C — tocan los segmentos en todas
partes.



Una ecuacién exacta — la funcion potencial F(x, y) = C.

Enunciado: (2xy + 6x)dx + (x*2 + 4y”3)dy = @

Resultado

v+ 2y+322=C, CeR

Pasos

+ Una ecuaciéon M dx + N dy = 0 - comprobamos si es
exacta (el lado izquierdo es una diferencial total):
(2zy + 6x)dx + (4y3 + mz) dy=20

« M =2xy + 6z, N = 4y* + 2%; la ecuacidn es exacta, ya

oM __ON

T 9 — 0
aue "5y oz

+ Laintegral de una suma es la suma de las integrales:

/(6:1: + 2yz)de = fﬁwdm+[2ymdw
+ Sacamos la constante fuera de la integral:
/Bw dx = G/mdw
0 &
Segun la tabla de integrales inmediatas: /:Edm =5
+ Sacamos la constante fuera de la integral:
/2ywdw = 2y/wda:
0 &
Segun la tabla de integrales inmediatas: /:Edm =5

+ La funcion potencial F integrando M respecto a x:

)= /(2” +6z) dz = 2’y + 32” + p(y)

Los segmentos cortos muestran en cada punto la direccion que
impone la ecuacion (campo de direcciones). Las curvas grises son
soluciones para distintos C — tocan los segmentos en todas
partes.

+ Sacamos la constante fuera de la integral:

f4y3dy :4fy3dy
5 y?
Segun la tabla de integrales inmediatas: /y3 dy = T

* De dF/dy =N: ¢'(y) = 4° = ¢(y) = ¢*
+ La solucién general en forma implicita:

v +zly+ 322 =C

Grafica

P e N

—— soluciones para distintos C



La sustitucion z = x - y; Symja perderia aqui un factor 2, la app comprueba el resultado.

Enunciado: y' = cos(x - y), y(®) = pi/2

Resultado

y =z + 2arccot (z + 1)

Segun la tabla de integrales inmediatas: /1 de =x

+ La solucién general en forma implicita:

— cot (E) =z2+C
Pasos 2

Despejamos la solucién: 2 = 2arccot (C' — x)

El lado derecho es funcién de ax + by + ¢ — lo tomamos
como nueva incégnita: ' = cos (z — y) + Al dividir excluimos la solucién constante z = 0 — es
otra solucion de la ecuacion.

La sustitucién z = z — y, 2’ = 1 — ¢ transforma la

Volvemos a la incognita original:
y = — 2arccot (C — z)

ecuacionen 2z’ =1 —cos z

Separamos las variables (dividimos suponiendo

dz . -
1 — cos z # 0): — dz Renombramos la constante (un mltiplo de una
1 —cosz constante arbitraria es de nuevo una constante
o dz arbitraria): y = = + 2arccot (z 4+ C)
Integramos ambos Iados:/i = fd;r:
1—cosz

Sustituimos la condicion inicial ¥(0) = 3

No sirve ninguna sustitucion mas sencilla: sustitucion ™
9 5:2arccotC$C:1

z
universal t = tan (5)

2%t 1 ¢2 2 dt + La solucién de la condicién inicial (solucién particular):
smz:m, cosz:1+t2, Z:(1+t2) Yy =z + 2arccot (z + 1)
/ 1 _ fl . + Comprobacion - la derivada de la solucion
1—cosz t2 " x? + 2z o L,
Yy = —5——— sustituida en la ecuacion da una
T4 2x 4 2
. 1 1 igualdad.
Segun la tabla de integrales inmediatas: / 7 dt = —z

Volvemos a la variable original:

n(y): e (3



La ecuacion caracteristica con raices complejas -2 + 3i.

Enunciado: y'' + 4y' + 13y = 0

Resultado Grafica

Y= 672:6(01 COS (333) —I— 02 SiIl (3217)), C Soluciones Plano de fases )

Pasos
+ Una ecuacién lineal con coeficientes constantes: o
y' +4y' + 13y =0 a
+ Buscamos soluciones y = e*(Ax); al sustituir y dividir 2
entre e*(Ax) obtenemos la ecuacion caracteristica:
A 4aN+13=0 0
« El discriminante D — 42 — 4. 13 — —3¢; las raices: 2
AMp=—-2+3
-4
+ Cada raiz A da la solucion e*(Ax), una raiz de
multiplicidad k ademas x-e*(Ax), ..., x*(k=1)-e*(Ax), y un 6
par a + Bi las soluciones e*(ax)-cos Bx y e*(ax)-sin Bx. El
sistema fundamental: 8
y; = e cos (3z), yp = e 2% sin (3x)
- La solucién general: ¥4 6 4 4 0 2 4 6 €
_9 g
y =€ ~"(C;cos(3z) + Cysin (3z)) ~— soluciones para distintos C

Las curvas grises son soluciones para distintos valores de las
constantes.



Lado derecho especial con resonancia — 2 es raiz de la ecuacion caracteristica.

Enunciado: y'' - 3y' + 2y = 3e”(2x)

Resultado

y = Ce® + Coe®® + 3ze®®, Cy,Cy ¢

Pasos

Una ecuacion lineal con coeficientes constantes:
yu _ Syl + 2y = 3621

Primero resolvemos la ecuacion homogénea (lado
derecho nulo): " — 3y' +2y =0

Buscamos soluciones y = e*(Ax); al sustituir y dividir
entre e"(Ax) obtenemos la ecuacién caracteristica:

A _3)1+2=0

El discriminante D = (—3)® — 4 - 2 = 1; las raices:
AM=1 =2

Cada raiz A da la solucién e*(Ax), una raiz de
multiplicidad k ademas x-e*(Ax), ..., x*(k=1)-e*(Ax), y un
par a t Bilas soluciones e*(ax)-cos Bx y e*(ax)-sin Bx. El
sistema fundamental: y, = €%, y, = *®

Solucién de la ecuacién homogénea: y, = Cje® + Che?®

El lado derecho 3¢2* tiene forma especial; el numero 2
es raiz de la ecuacion caracteristica (multiplicidad 1), asi
que la forma se multiplica por x: ¥, = Aze™

Las derivadas:
Y, = 2Axe’™ + Ae’®, Y, = 4Aze® 4+ 44>

Sustituido en la ecuacién (dividido entre la exponencial),
términos semejantes agrupados: A = 3

Lado derecho especial

+ Una solucién particular: y, = 3ze?”
+ La solucién general:

y =1y, +yp,=Cie" + Coe® + 3ze®
Grafica

20

soluciones para distintos C

Las curvas grises son soluciones para distintos valores de las
constantes.



El lado derecho tan x no es especial — variacion de constantes y el wronskiano.

Enunciado: y'' + y = tan x

Resultado

y=Cicosz+ Cysinx —cosz-In|—
CC

Pasos

- Una ecuacion lineal con coeficientes constantes:
y'+y=tanz

+ Primero resolvemos la ecuacion homogénea (lado
derecho nulo): ¥ +y =0

+ Buscamos soluciones y = e*(Ax); al sustituir y dividir
entre e"(Ax) obtenemos la ecuacion caracteristica:
A2r1=0

- Las raices de la ecuacién caracteristica: Aj» = &t

- Cada raiz A da la solucién e*(Ax), una raiz de
multiplicidad k ademas x-e*(Ax), ..., x*(k=1)-e*(Ax), y un
par a t Bilas soluciones e*(ax)-cos Bx y e*(ax)-sin Bx. El
sistema fundamental: ¥; = cosx, ys = sinx

- Solucién de la ecuacion homogénea:
yp, = Cicosz + Chsinz

+ Variacion de constantes — buscamos la soluciéon como
y = Cy(z) cosz + Cy(x) sinz, las derivadas de las
funciones C_k cumplen el sistema

Ci(z) cosz + C)(z)sinz =0
—C}(z)sinz 4+ Cy(z) cosz = tanw

+ El determinante del sistema (el wronskiano)

cosx sinzx
W = . =
—sinx  cosx
. ) Wy
Deahi C{(z) = — = —sinz - tanz
w

. W,
De ahi Cj(z) = # =sinz

+ Sacamos la constante fuera de la integral:

/—sinw~tanxdx:—/sinz-tanzdac

+ La funcién es impar respecto al coseno: sustitucion

t=sinz

dt = cosxdz

12
/sinm-tanmdm:fidt
(1-t)(t+1)

+ Descomponemos la funcién racional en un polinomio y

fracciones parciales

fﬁdt:/(*ﬁ*w—iu)

+ Laintegral de una suma es la suma de las integrales

f(—l—ﬁ+2(;ﬁ)dt:/—ldt+f7

’ Segun la tabla de integrales inmediatas: / —1dt = —t



Sacamos la constante fuera de la integral:
1 1 1
[sra=—3 [
2(t — 1) 2) t—1
Segun la tabla de integrales inmediatas:

1
/*dt:ln‘tfl‘
t—1

Sacamos la constante fuera de la integral:
1 1 1
[N
2(t+1) 2/ t+1

Segun la tabla de integrales inmediatas:

1
. dt=Inlt+1
/t+1 nlt+1]

Volvemos a la variable original
Inlsinz + 1| In|sinz — 1|
2 2

t=sinz: —sinxz = In

Integramos (las constantes de integracion ya estan en la
solucion homogénea):

Cy(z) = /7sinz~tanmdw =sinz —In

+tanz

Cos T

Segun la tabla de integrales inmediatas:
/sinmdm = —cosx

Integramos (las constantes de integracion ya estan en la

solucion homogénea): Cy () = fsinwdw = —coszx

Una solucién particular:

Yp = —cosz-In +tanz

COos T

- La solucién general

Yy=yp+Yp=Crcosz +Cysinz — cosx-In

1

Cos T




Un problema de valor inicial — un sistema para las constantes C,, C..

Enunciado: y'' - 4y' + 3y = e~(2x), y(@) =1, y'(0) = 0
Resultado + Dedonde A = —1
- Una solucion particular: 3, = —e**
Y = 2691: - 6235 p Yp
+ La solucién general: y = y;, + y, = Cje” + Cpe™ — >
Pasos o

Las derivadas de la solucion general:
Yy = Cre® — 2e* + 3(%e**. Las condiciones dan el
sistema de donde C; =2, Cy, =0

{71+01+CQ:1

Una ecuacion lineal con coeficientes constantes:
yu o 4y/ + 3y _ 621

Primero resolvemos la ecuacién homogénea (lado
derecho nulo): y” — 4y’ +3y =0

—24+C;+30C,=0

+ La solucién que cumple las condiciones dadas:
Y= 2% — 621

Buscamos soluciones y = e*(Ax); al sustituir y dividir
entre e?(Ax) obtenemos la ecuacion caracteristica:

A _4X+3=0 »
‘ Grafica
» El discriminante D = (74)2 — 4.3 = 4; las raices:
A=1, =3
4

Cada raiz A da la solucién e*(Ax), una raiz de
multiplicidad k ademas x-e*(Ax), ..., x*(k=1)-e*(Ax), y un
par a t Bi las soluciones e*(ax)-cos Bx y e*(ax)-sin Bx. El 2
sistema fundamental: y;, = €%, yy = e**

Solucién de la ecuacién homogénea: y, = C e + Che®®

+ Ellado derecho ¢2* tiene forma especial; el nimero 2 no -2
es raiz de la ecuacién caracteristica, asi que buscamos
una solucién particular , = Ae?” -4

Las derivadas: ¥, = 24e*, Yy = 4Ae*

Sustituido en la ecuacién (dividido entre la exponencial), -6 4 2
términos semejantes agrupados: —A = 1

La resaltada cumple las condiciones; los puntos son los valores
dados.



El mismo problema con la transformada de Laplace.

Enunciado: y'' - 4y' + 3y = e”(2x), y(@) = 1, y'(®) = @ Transformada de Laplace
Resultado Grafica
y = 2¢% — eZw
4
Pasos
2

+ Una ecuacion lineal con coeficientes constantes: ®
y”74y’+3y:621 / \

*+ Transformada de Laplace de ambos lados: £(y) = Y, £(y")

=sY - y(0), £(y") = s?Y - s'y(0) - y'(0); con las 2
condiciones iniciales:
1
Y —5) —4(sY — 1) +3Y = —— -4

(s s) (s ) P
. ) . s—3

Despejamos la imagen Y: ¥ = m . 4 7 . . a a
o 1 2 —_— _ z _ 2z

Fracciones parciales: Y = ——— + y=2e <

s—2 s-—1

La resaltada cumple las condiciones; los puntos son los valores
+ La transformada inversa (segun la tabla de imédgenes) da dados.

la solucién: y = LY} = 2¢* — **

Un problema de contorno con infinitas soluciones.

Enunciado: y'' +y = 0, y(0) = 0, y(pi) = @

Resultado

y=Csysinz, Cy, R

Pasos
+ Una ecuacion lineal con coeficientes constantes:
yu 4y = 0

+ Buscamos soluciones y = e*(Ax); al sustituir y dividir
entre e*(Ax) obtenemos la ecuacién caracteristica:
ANt+1=0

+ Las raices de la ecuacion caracteristica: A1 2 = %¢

+ Cada raiz A da la solucion e*(A\x), una raiz de
multiplicidad k ademas x-e*(Ax), ..., x*(k=1)-e*(Ax), y un
par a t Bi las soluciones e*(ax)-cos Bx y e*(ax)-sin px. El
sistema fundamental: 1 = cos®, Yy = sinzx

+ La solucion general: ¥y = Cj cosz + Cysinx

+ Sustituimos las condiciones en la solucidn general de
donde C; =0

C;=0
-C; =0
- La constante Cy queda arbitraria — el problema tiene

infinitas soluciones.

+ La solucion que cumple las condiciones dadas:
y=Chysinz



Ecuacion de Euler — la sustitucion x = et.

Enunciado: x”2y'' - 2xy' + 2y = x"2 + 2
es raiz de la ecuacion caracteristica, asi que buscamos
Resultado L ) —A
una solucion particular ¥p, =
_ 2 2
Y= le + 02:1: + Inz + ]-a Cla ( + Las derivadas: ¥, = 0, y, =0
e + Sustituido en la ecuacion (dividido entre la exponencial),

términos semejantes agrupados: 24 = 2

Ecuacién de Euler — cada derivada y*(k) va con x"k; la
sustitucion x = e*t la convierte en una de coeficientes
constantes: zy" — 2y’ + 2y = a® + 2

Dedonde A =1

Una solucién particular: ¥p, = 1

La sustitucion z = e, zy' =4, 2%y =9 — ¥ El lado derecho ¢?t tiene forma especial; el nimero 2 es
transforma la ecuacion en §j — 3j + 2y = e* + 2 raiz de la ecuacion caracteristica (multiplicidad 1), asi
que la forma se multiplica por x: y,, = Ate*

Primero resolvemos la ecuacién homogénea (lado
derecho nulo): 9 — 3y +2y =0

Las derivadas:
Y, = 2Ate* + Ae™, Yy, = 4Ate® + 44e*

Buscamos soluciones y = e*(At); al sustituir y dividir
entre e*(At) obtenemos la ecuacion caracteristica: - Sustituido en la ecuacién (dividido entre la exponencial),
A _3)1+2=0 términos semejantes agrupados: A = 1

El discriminante D = (—3)® — 4 - 2 = 1; las raices: e

M=1 A=2

Una solucién particular: y,, =1

- Una solucién particular: y, = 4, + ¥, = te* + 1

Cada raiz A da la solucién e*(Ax), una raiz de
multiplicidad k ademas x-e*(Ax), ..., x*(k=1)-e*(Ax), y un

par a t Bi las soluciones e*(ax)-cos Bx y e*(ax)-sin Bx. El
. ot o
sistema fundamental: y, = €', y, = ¢ - Volvemos a la variable original (t = In x, para z > 0):

. 2 2
Solucién de la ecuacion homogénea: y, = C;ef + Cye? y=Ciz+ Cox® +2°lnz +1

La solucidn general:
Y=Yn+Yp= Crel + Che? +te® +1

Dividimos el lado derecho en partes de forma especial -
una solucién particular para cada una, luego las
sumamos: f; = 2, fy = %

El lado derecho 2 tiene forma especial; el numero 0 no

Grafica

15

10
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soluciones para distintos C

Las curvas grises son soluciones para distintos valores de las
constantes.



La reduccion y' = p(y), las constantes de las condiciones iniciales paso a paso.

Enunciado: y'' = e~(2y), y(@) =0, y'(0) =1

Sustituimos la condicién inicial p(0) = 1:

Resultado 1=C,+1=0,=0

y=—In(1-x)

La solucién de la condicion inicial (solucién particular):
p=¢’
Pasos

Volvemos a la incégnita original: y' = €¥
+ Falta la variable independiente — tomamos y' como
funcién de y: ¢ = e*¥

Una ecuacién de variables separables - el lado derecho
es el producto de una funcién de la variable y una

d L. edanitac o — o
La sustitucion ¥’ = p(y), ¥" = P2 convierte la funcion de la incognita: ' =

dy
dp 9 + Separamos las variables (dividimos suponiendo eV # 0):
ecuacion en pd— = e”Y; de las condiciones iniciales se dy
= =k
sigue p(0) =1 &
. ) . dy
+ Una ecuacién de variables separables — el lado derecho Integramos ambos lados: = = dx
e
es el producto de una funcién de la variable y una
ey + Segun la tabla: la funcidn interior es lineal (ax + b), por

funcion de la incognita: — = —
dy

& eso dividimos el resultado entre a: /671’ dy = —eY

Separamos las variables: pdp = e?¥ dy

3 Segun la tabla de integrales inmediatas: /1 de ==x
Integramos ambos lados: [ pdp = | e dy

» La solucién general en forma implicita: —e ™ = & + Cy
Segun la tabla de integrales inmediatas: /pdp == . .
2 - Despejamos la solucién: ¥ = —In (Cy — )

Segun la tabla: la funcién interior es lineal (ax + b), por

Sustituimos la condicion inicial ¥(0) = 0:

ey
eso dividimos el resultado entre a: /625/ dy = - 0=-InC,=Cy=1
R + La solucion de la condicién inicial (solucion particular):
* La solucién general en forma implicita: % == +C4 y=—In(l—2)

Despejamos la solucién: p* = e% + ()

Grafica

( Soluciones Plano de fases >

4 3 2 4 0o 1 2 3 4
— y=—In(l—-x)

La resaltada cumple las condiciones; los puntos son los valores
dados.



Un oscilador amortiguado: tres casos segin 8 y w.

Enunciado: y'' + 26y’ + w2y = 0

Resultado

§>w: y = 016(767\/524‘;2)1 + 026(«
d=w: y=(C,+Coz)e ™

d<w: y:e‘sm(Clcos( w? — 8%

Pasos

« Una ecuacion lineal con coeficientes constantes:
yu +25y/ +w2y -0

- Buscamos soluciones y = e*(Ax); al sustituir y dividir
entre e*(Ax) obtenemos la ecuacion caracteristica:
A2 4 26A +w?i=0

+ Las raices de la ecuacion caracteristica:

Ajp=—8+ V8 —?
+ Para > w luego

M=—-0—-V&2—w? M=V —w?—3§
y = Ole(—é—\/dz—uz)z + 026(\/62—u2—5)$

« Parad = w: A2 = =4, luegoy = (C) + Cyz)e®

s Parad <wi)y, =0+ \/ﬂi. luego

y=e" (01 cos (\/ w? — 521') + Cy sin ( w? — 529:):



Resonancia: para w = 2 la solucion tiene otra forma.

Enunciado: y'' + w2y = cos(2t)

Resultado

w#2: y=Cjcos(wt)+ Cysin (wt)
w=2: y=Cjcos(2t) + Cysin(2t)

Pasos

+ Una ecuacion lineal con coeficientes constantes:
y" + wly = cos (2t)

+ Primero resolvemos la ecuacién homogénea (lado
derecho nulo): 4" + w?y = 0

+ Buscamos soluciones y = e*(At); al sustituir y dividir
entre e*(At) obtenemos la ecuacidn caracteristica:

MNiwr=0
- Las raices de la ecuacion caracteristica: A2 = Twi

+ Cada raiz A da la solucion e*(A\x), una raiz de
multiplicidad k ademas x-e*(Ax), ..., x*(k=1)-e*(Ax), y un
par a % Bi las soluciones e*(ax)-cos Bx y e*(ax)-sin Bx. El
sistema fundamental: ¥; = cos (wt), yo = sin (wt)

+ Solucién de la ecuacion homogénea:
yp = O} cos (wt) + Cy sin (wt)

+ El lado derecho cos (2t) tiene forma especial; el nimero
24 no es raiz de la ecuacion caracteristica, asi que

Una solucién particular: ¥, = —
w

buscamos una solucion particular
yp = Acos (2t) + Bsin (2t)

+ Las derivadas

Yy, = 2B cos (2t) — 2Asin (2t), y) = —4A cos (2t) — 41

+ Sustituido en la ecuacion (dividido entre la exponencial),

términos semejantes agrupados
(Aw2 — 4A) cos (2t) + (Bw2 — 4B) sin (2t) = cos (2t)

+ Comparamos los coeficientes de los términos

semejantes en ambos lados de donde
1
A= —5—, B=0

w:—4’
Aw? — 44 =1
Bw? —4B =0

cos (2t)
—4

+ La solucién general

2t
Y = Yp + Yp = C cos (wt) + Cysin (wt) + COES ( 4)
aP —

+ Para w = 2 el nimero del lado derecho es raiz de la

ecuacion caracteristica (resonancia): la solucién tiene
tsin (2t)

otra forma: y = C] cos (2t) + Cy sin (2t) + 1



Una solucion adivinada y; = x y reduccion del orden (d’Alembert).

Enunciado: (1-x72)y'' - 2xy' + 2y = @
+ Sacamos la constante fuera de la integral:
Resultado f 1 1 1
———dzx = —= dx
y=Ciz+Cy(zln|z—1| —zln|z + 2Eh gt Ao wedl
+ Segun la tabla de integrales inmediatas:
Pasos / ! dz =In |z + 1|
z+1
+ Una ecuacion lineal de segundo orden con coeficientes ) )
. , 2 2 0 . Sacan{os la constantle fuera de la integral:
variables: ¥ +$271y+17x2y7 f*ﬁdm:*fﬁd-w
T T

+ Adivinamos una solucion y la comprobamos 1
sustituyendo: ¥1 = T. La segunda, reduciendo el orden Segun la tabla de integrales inmediatas: / 3 de = —
(d'Alembert, y = y;-u)

e— [ pdx 1 + La solucion general:
y2:ylf y2 dz:z/‘li‘l_de:E:wln\xfl\ y:C]_eroz(fEln‘%*l‘7€E1n‘w+1|+2)
1

+ Descomponemos la funcién racional en un polinomio y
fracciones parciales

/a:‘iia:? d‘r:f(%cl—l) - 2(zl+1) 7%) dr

+ Laintegral de una suma es la suma de las integrales

/‘ 1 1 1 / 1
2z —1) 2(z+1) 2° 2(x—1)
+ Sacamos la constante fuera de la integral:
1 1 1
[t [
2(x — 1) 2) z—1
- Segun la tabla de integrales inmediatas:

1
/ de =In|z — 1|
z—1

Grafica
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Limitaciones conocidas

» Una ecuacion que necesita una pista del enunciado (distinta de z = In y) aln no se resuelve.

* En una ecuacion con parametro (k, A, w) la aplicacion no dibuja grafica y toma los parametros como
positivos.

e Donde la solucion no se puede expresar explicitamente, queda en forma implicita.

e Latransformada de Laplace aun no conoce la funcion de Heaviside, los desplazamientos ni los lados
derechos periddicos.



Recurrencias y funciones generatrices

La aplicacién resuelve recurrencias lineales con coeficientes constantes de cualquier orden mediante la
ecuacion caracteristica — también raices multiples y complejas (la forma compleja de la solucién y su
paso a la real por el teorema de De Moivre) — y con un lado derecho de la forma P(n)-g" (también cos ne,
sin ny, resonancia y suma de lados derechos). Las condiciones iniciales determinan las constantes;
como comprobacion, la aplicacién calcula mas términos con la recurrencia y los compara con la
formula.

Con el chip «<Método» se puede elegir también la funcién generatriz (A(x) = X a,x", fracciones parciales,
series geométricas), las potencias de una matriz (diagonalizacién) o, en primer orden, la suma. Una
recurrencia de primer orden con coeficiente variable (a,.1 = (n + 1)a,) se resuelve con un producto
(factoriales), las recurrencias no lineales convertibles con la sustitucién b, = 1/a, o b, = In a,. Un sistema
de dos recurrencias se resuelve eliminando una sucesién o con la matriz, y una recurrencia de divide y
venceras T(n) = aT(n/b) + f(n) con n = b¥, junto con la estimacién del teorema maestro.

Con la operacién «Funcidn generatriz» la aplicacion halla la funcién generatriz de una sucesién dada por
una férmula (n? + 2") o por sus primeros términos (1,0, 1,0, ...) y, al revés, la férmula de a, a partir de una
funcion A(x). El numero de soluciones enteras no negativas de x; + X, + ... = N (también con cotas o
coeficientes: pagar con monedas) es un coeficiente de una funcién generatriz.

La grafica muestra los términos de la sucesién como puntos (en un sistema, las dos sucesiones).

Como introducirlo

a(n+2) = 5a(n+1l) - 6a(n), a(@) = 1, Con paréntesis, las condiciones tras una coma.

a(l) = 4

a_{n+2} = 5a_{n+1} - 6a_n Con subindices (también de una foto). Sin
condiciones: la solucién general con constantes C,
C..

Fn=F{n1} + F.{n-2}, F1 = F 2 = El indice puede bajar (a,-1, a,-2); un mismo valor puede

1 darse a varios términos.

a {n+l} = an + 2b n Un sistema: las ecuaciones en lineas, las condiciones

b {n+1} = 3a_n + b_n en la ultima.

a®=1,bo=0

T(n) = 2T(n/2) + n, T(1) =1 Divide y venceras: un término en n/b.



N2 + 2°n La férmula de una sucesion con la operacion «Funcion
generatriz» (también a, = ...).

1, 0, 1, 0, ... Los primeros términos separados por comas.

1/(1 - x - x*2) Una funcién generatriz en x (también A(x) = ...): la
férmula de a.,.

numero de soluciones x_1 + x_2 + x_3 = Elnumero de soluciones enteras no negativas con
10, x_ 1 <= 3 cotas.
Ejemplos

Dos raices reales distintas, comprobacién con mas términos.

Enunciado: a_{n+2} = 5a {n+1} - 6an, a ® =1, a1l =4

Resultado Grafica
n n
an=2-3" -2 1500
[ ]

Pasos
+ Recurrencia lineal de orden 2 con coeficientes 1000

constantes: @9 = 5a,.; — 6a,
+ Buscamos soluciones @» = \"; al sustituir y dividir entre

A" obtenemos la ecuacidn caracteristica:

A2 —BA4+6=0

500 3

- El discriminante D = (—5)* — 4. 6 = 1; las raices:

A =2, =3
+ La solucion general: a, = C; - 2" + Uy - 3" °

[ ]
ry ® ®.

+ Sustituimos las condiciones en la solucidn general de C T

donde C; = —1, Cy =2

Ci+Cy=1 0 1 2 3 4 5 6
2C; +3C, =4 ®a,

Los puntos son los términos calculados con la formula; la propia
+ La solucién que cumple las condiciones dadas: recurrencia da los mismos valores.

a,=2-3"—2"

+ Comprobacidn: la recurrencia da
ay = 14, a3 = 46, ay = 146, igual que la formula.



La sucesion de Fibonacci: la formula de Binet.

Enunciado: F.n = F_{n-1} + F. {n-2}, FO@ =0, F 1 =1

VB [1+v5\" VB /1—-+5\"
Resultado F, = o 5 - 5
n
\/5 1+ \/5 \/5 1-— \/5
Fn = — | — - — | — + Comprobacién: la recurrencia da
5 2 5 2 Fy, =1, F; =2, Fy = 3, igual que la formula.
Pasos Grafica
- Recurrencia lineal de orden 2 con coeficientes .
constantes: F, = F,, 1 + F, » 000
+ Buscamos soluciones F}, = \"; al sustituir y dividir entre
\"~2 obtenemos la ecuacion caracteristica:
2 N 1
A A—1=0 A -
- Eldiscriminante D = (—1)* — 4. (—1) = 5; las raices:
1—-+/5 1++5
A1 = 3 )‘2 =
2 2
°
+ La solucion general 200
1—+5\" 1++v5\" o
F,=0C V5 + Oy V5
2 2 °
[ ]
o ®
- Sustituimos las condiciones en la solucién general de 0-e—e—0—o—o_o_o @
donde () = 767 = ﬁ
5 5 0 2 4 6 8 10 12 14
Ci+0,=0
®F,
1—+/5 1++5
B} Cy + B Cy=1 Los puntos son los términos calculados con la férmula; la propia

recurrencia da los mismos valores.

+ La soluciéon que cumple las condiciones dadas



Raices complejas 1 t i: la forma compleja y el teorema de De Moivre.
Enunciado: a_{n+2} = 2a_{n+1} - 2an, a®=1, a1 =2

@ =1
Oy 4Ty — &

gL ™™ . ™
o= (43) (e () 50 (7))
4 4 + La solucion que cumple las condiciones dadas
n ™ . /T
Pasos o= (\/5) (COS (T) ut (T))

Resultado

» Recurrencia lineal de orden 2 con coeficientes + Comprobacion: la recurrencia da

constantes: @p 2 = 2a,.1 — 2a, ag =2, a3 =0, ay = —4,igual que la formula.
+ Buscamos soluciones @» = \"; al sustituir y dividir entre e

n . o Grafica
A" obtenemos la ecuacién caracteristica:
A2 20 4+2=0
) e o

- El discriminante D = (—2)® — 4 -2 = —4; las raices:

Mo=1=i ®

0 —0—.—.—0.—0—0—0—
+ Escribimos las raices complejas 1 £ ¢ en forma °o o
™
trigonomeétrica: |A| = \/§ ¢ = T es decir A =
T, m
\/Q(COS 1 + usin Z)' Por el teorema de De Moivre A" =
-50

() (e () 2 50() :

+ La solucion general en forma compleja (constantes
complejas): a,, = C1 (1 +4)" + Cy(1 — ¢)". Sumando -100
los términos conjugados, con nuevas constantes reales
obtenemos la forma real

o= (V"o (2 - Cn (1)

+ Sustituimos las condiciones en la solucién general de ®a
n
donde C; =1, Cy =1

Los puntos son los términos calculados con la formula; la propia
recurrencia da los mismos valores.



El lado derecho n, una raiz doble 2.

Enunciado: a_{n+2} = 4a {n+1} - 4an+n, a®=0, al=20

Resultado
n—4
=52+ n+t2

Pasos

Recurrencia lineal de orden 2 con coeficientes
constantes: @2 = 4a,.1 — 4a, +n

Primero resolvemos la recurrencia homogénea (lado
derecho 0): @,.9 —4a, 1 +4a, =0

Buscamos soluciones @» = \"; al sustituir y dividir entre
A" obtenemos la ecuacién caracteristica:
AN AN +4=0

El discriminante D = (—4)® — 4 - 4 = 0; las raices:
AI,Z = 2

La solucién general de la recurrencia homogénea:
alt) = (Cy + Cyn) - 2

El lado derecho 7 tiene forma especial; el nimero 1 no
es raiz de la ecuacion caracteristica, asi que buscamos
una solucién particular a?) = An 4 B

An+B - 2A=n

Comparamos los coeficientes de los términos
semejantes en ambos lados de donde A =1, B =2

Sustituimos en la recurrencia y agrupamos los términos:

A=1
B-24=0
Grafica
[ ]
1000
500 o
[ ]
[ ]
0 —e—e—o—0—o0
0 2 4 6 8
® a,

Los puntos son los términos calculados con la formula; la propia
recurrencia da los mismos valores.

+ Una solucion particular: ay(lp) =n-+2

La solucién general:
ay = a(nh) + ag’) =(C;+Cqn)-2" +n+2

Sustituimos las condiciones en la solucion general de
1
donde C) = -2, (5 = 5
Ci+2=0

20, +2C; +3=0

La solucién que cumple las condiciones dadas:
n—4

- 2" 2
5 +n+

an, —

Comprobacion: la recurrencia da
ay =0, a3 = 1, ay = 6, igual que la formula.



La misma recurrencia con la funcién generatriz.

Enunciado: a_{n+2}

Resultado

a

L=2.3" 2"

Pasos

Recurrencia lineal de orden 2 con coeficientes
constantes: @, 42 = 5a,.; — 6a,
oo

Introducimos la funcion generatriz A(z) = E T
n=0

n

Multiplicamos la recurrencia por z"*2 y sumamos para

todon=0

o0 o0 o0

Z an+2mn+2 =5 Z a’n+lmn+2 _6 Z anwn-%—Q
n=0 n=>0 n=0

Expresamos las sumas mediante la funcion generatriz y

los valores iniciales:

A(z) — 1 — 4z = 5z(A(x) — 1) — 622 A(x)

Despejamos la funcion generatriz y factorizamos el
l1-z

denominador: A(z) = 1 22)(1 32)

Descomposicién en fracciones parciales:
2
Az) = —

1-2z 1-32z

Desarrollamos las fracciones en series geométricas

1 o0 1 o0
— 271 n — 371 n
1— 2z ZO 0 T ZO *
— =

5a_{n+l1} - éa.n, a @ =1, al=4 Funcién generatriz

+ El coeficiente de x" es el término buscado:
a,=2-3"-2"

Gréfica
1500

1000

500

® a,

Los puntos son los términos calculados con la férmula; la propia
recurrencia da los mismos valores.



La misma recurrencia con potencias de una matriz.

Enunciado: a_{n+2} = 5a_{n+1} - 6a_n, a ® =1, a 1 =4 Potencias de una matriz

Resultado D= (g g)
a,=2-3"-2"
pa_ (-1 3
U -
Pasos

» Recurrencia lineal de orden 2 con coeficientes La potencia de la matriz los coeficientes asi que v, =

constantes: @, 9 = 5a,.; — 6a, P-D™(P™vg).
" 2n 0
*+ La recurrencia en forma matricial es decir v,.; = M'v, con M"=PD"P', D"= (O 3n)
Gnia) _ (5 *6> (%H)
(=)= o) (o ()= (3)
5 -6
M = y N
1 0 + La solucion que cumple las condiciones dadas:
a, =2-3"-2"

* Sustituyendo repetidamente, v, = M"-v, . .
+ Comprobacioén: la recurrencia da

(a"“) =M" (i) ay = 14, a3 = 46, a, = 146, igual que la férmula.
Ay,
+ Los valores propios de la matriz:

det (M — AE) = A\ — 5X + 6 = 0, luego

A =2, A=3

+ Los vectores propios, soluciones de (M - AE)u = 0

=) ()

+ Diagonalizamos la matriz, M = P-D-P™"
2 3
P =
Gréfica
1500

1000

500

® a3,

Los puntos son los términos calculados con la formula; la propia
recurrencia da los mismos valores.



Una recurrencia de primer orden sumando.

Enunciado: a_{n+1} = 2an + 1, a ® =@ Suma

Resultado Grafica
a, =2" —1

1000
Pasos

» Recurrencia lineal de orden 1 con coeficientes
constantes: @1 = 2a, + 1

Sustituimos la recurrencia en si misma repetidamente:
a, =2a, | +1=4a, 5 +...;engeneral 200 ¢

n—1
a, =ap-2" + E gn-1-j
=0

n—1

n—1— n
Calculamos la suma: E 2 I =spP =1l °
i0 R

La solucion que cumple las condiciones dadas:
a,=2"—1

Comprobacidn: la recurrencia da ®a
n

a; =1, ay =3, a3 =T, igual que la férmula. o . )
Los puntos son los términos calculados con la férmula; la propia
recurrencia da los mismos valores.

Un coeficiente variable: el producto da un factorial.

Enunciado: a_{n+1} = (n+l)a_n, a © = 1

Resultado Grafica
a, = n!
°
Pasos
600
- Recurrencia lineal de primer orden con coeficiente
variable: a,.; = a,(n + 1)
+ Sustituyendo la recurrencia en si misma repetidamente, 400
el término es un producto
n—1
ay=(n+1)a, s =nn+Da,p=---=ag [[ G+
0 200
=
[
+ Simplificamos el producto (los factoriales se cancelan):
n—1
. °
H G+1)=n! 0 —e L ° o
i=0
+ La solucion que cumple las condiciones dadas: a,, = n! 0 ! 2 8 4 5 6
®a,

Comprobacion: la recurrencia da
a; =1, ay =2, az =6, igual que la férmula. Los puntos son los términos calculados con la férmula; la propia
recurrencia da los mismos valores.



Una recurrencia no lineal: la sustitucion b, = 1/a,.
Enunciado: a_{n+1} = a n/(1 + a_n), a ® =1

+ Una solucién particular: bslp) =n

Resultado
. ;. . _ p(h _
1 La solucion general: b,, = bgt) + bgtpj =Ci+n
ap — ——— - L .
n 4+ 1 + Sustituimos las condiciones en la solucién general de
donde ¢} =1
Pasos ¢i=1
+ Una recurrencia no Ilnealzalos inversos de los términos la - La solucién que cumple las condiciones dadas:
n
vuelven lineal: @n+1 = b,=14+n
nt R e +

. 1 . + Comprobacion: la recurrencia da by = 2, by = 3, by = 4,

Invertimos ambos lados: ot = ; + L1 la sustitucién igual que la férmula.

1
b, = — vuelve asi lineal la recurrencia: b, ; = b, + 1 . » N 1 1
a, Volvemos a la sucesion original: a,, = — = ——
b, n+1
+ Las condiciones iniciales de la nueva sucesién: by = 1
! : . Grafica

+ Primero resolvemos la recurrencia homogénea (lado

derecho 0): b, 1 — b, =0

1-e

+ Buscamos soluciones b, = \"; al sustituir y dividir entre

A" obtenemos la ecuacidn caracteristica; A — 1 =0
- Las raices de la ecuacion caracteristica: Ay = 1
+ La solucion general de la recurrencia homogénea:

h
bt =y
0,5 °

- El lado derecho 1 tiene forma especial; el nimero 1 es

raiz de la ecuacion caracteristica (multiplicidad 1), asi .

que la forma se multiplica por n: bg’) = An o

- . P °
+ Sustituimos en la recurrencia y agrupamos los términos: °
°
°
A=1 ®©° e o, e o

® a3,

Los puntos son los términos calculados con la formula; la propia
recurrencia da los mismos valores.

Un sistema de dos recurrencias eliminando la sucesion b,

Enunciado: a_{n+1} = a_ n + 2b_n
b {n+l1} = 3a_n + b_n



Resultado
(1-v6)" (1++6)"
5 +

(1+x/6)n—

a, =

b, =

“g

(o)

=S

Pasos

Un sistema de dos recurrencias lineales
Qpi1 = Ay < an
bn+1 - Sa'n + bn

Qpy1 —

2
iy — Qyiy L
by = 2L 5 sustituir en la segunda
n+1 9

. s an
De la primera ecuacion b, = , luego

obtenemos una recurrencia para una sola sucesion:
Apoo — 20y — Da, =0

La segunda condicién inicial sale de la primera ecuacion:
a=1+0=1

Buscamos soluciones @, = \"; al sustituir y dividir entre
A" obtenemos la ecuacidn caracteristica:
A 20 —-5=0

El discriminante D = (—2)® — 4. (—5) = 24; las raices:

AM=1-v6, A=1++6
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Los puntos son los términos calculados con la formula; la propia
recurrencia da los mismos valores.

La solucién general:

o= 01(1 - \/E)" +02(1+ \/6)"

Sustituimos las condiciones en la solucion general de

1
donde C;, = =, () = =
2 2
Ci+0C, =1

(17\/6)01+ (1+\/6)02 —1

La solucién que cumple las condiciones dadas:
(1-v6)"  (1+v6)"
e T

Comprobacién: la recurrencia da
ay =T, a3 =19, ay = 73, igual que la formula.

La otra sucesion a partir de la expresion

SRy



Divide y venceras (merge sort): n = 2y el teorema maestro.
Enunciado: T(n) = 2T(n/2) + n, T(1) = 1

+ Dedonde A =
Resultado © donde L

T(n) =n+nlog,n

* Una solucién particular: S,Ef’) = k-2

) * La solucion general: S;, = Séh) + Sép) =C-2F 4 k.2
Condiciones: n = 2%, k € N,

+ Sustituimos las condiciones en la solucién general de
Pasos donde C; =1

=1

Una recurrencia de tipo divide y venceras:

T(n):QT(E)+n - o
2 + La solucién que cumple las condiciones dadas:

Para n potencia de la base: la sustitucion Sp = 2k k- 2k

n=2% 8, = T(Qk) da una recurrencia lineal de primer

orden: Sj.; = 28, 4 281

Comprobacion: la recurrencia da
Sy =4, S =12, S3 = 32, igual que la férmula.

Las condiciones iniciales de la nueva sucesion: Sy =1

Volvemos a n (k = log, n): T'(n) = n + nlog, n

Primero resolvemos la recurrencia homogénea (lado
derecho 0): Sj1 — 25, =0

El teorema maestro (a =2, b =2, f(n) = 0(n)): 2 = 21,
luego T(n) = O(nlogn)

Buscamos soluciones Si. = )\*; al sustituir y dividir entre
\¥ obtenemos la ecuacién caracteristica: A — 2 = 0

Las raices de la ecuacién caracteristica: Ay = 2

La solucion general de la recurrencia homogénea:
(h) _ k
5. =0 2

El lado derecho 2#+1 tiene forma especial; el nimero 2
es raiz de la ecuacion caracteristica (multiplicidad 1), asi
que la forma se multiplica por k: S,Ep) — Ak . 2F

Sustituimos en la recurrencia, dividimos entre 2k y
agrupamos los términos: 24 = 2



La funcion generatriz de la sucesion n? + 2",

Enunciado: n*2 + 2~n Funcion generatriz

Resultado inzxnx_d( z 2) _ m+m23
(2) 1 -2z + 2x% — 323 = \(-27/) (-2)
L) = 2 _ 343
(1 - 513)3(1 - 2513) " La funcién generatriz: A(z) = Lozes ool 5o

(1—z)*(1 - 2z)

Pasos + Comprobacién: el desarrollo empieza por los términos
de la sucesion: A(z) =1+ 3z + 82 + 172% + ...

+ Introducimos la funcion generatriz
o0

A(z) = Z (n® +2")a"

n=0

- Separamos la serie por linealidad:

o0 o0
A(z) = Z 2"z + Zn2$”
n=0 n=0

= 1
Una serie conocida: E P =
4 1-2z
=
= 1
Una serie conocida: E - =
4 1—z
=

- Multiplicar los términos por n equivale a derivary
multiplicar por x

= d 1 x
Swrea ()
— de\1—=z 1-x

« Multiplicar los términos por n equivale a derivary
multiplicar por x



La férmula de a, a partir de una funcién generatriz: fracciones parciales con raices irracionales.

Enunciado: 1/(1 - x - x*2) Funcion generatriz

Resultado Grafica

— 5— \/@5 1- ‘//5- ! + 5+ \/Qg ( 1000 °

“ =10 2 10
800
Pasos
+ Despejamos la funcién generatriz y factorizamos el 600 i
denominador
1
Az) = 400
[ ]
~144/5 14/5
(1+72 m) (17 =5 1')
[ ]
200
- Descomposicién en fracciones parciales °
[ ]
57’\6 M 0------....
A(Z) _ 10 4 10 *—e—6&
T /5
1+ — 1-— —
0 2 4 6 8 10 12 14
+ Desarrollamos las fracciones en series geométricas P
n
o n o
1 — § : (1 — \/5) z", 1 — E Los puntos son los términos calculados con la férmula; la propia
—1+4/5 2 14+4/5 i i
14 E\/:c s 1 +3fx " recurrencia da los mismos valores.

- El coeficiente de x" es el término buscado
_ 5o VB1-VBNT BB T4 VBN
10 2 10 2

G

+ Comprobacion: el desarrollo empieza por los términos
de la sucesion: A(z) = 1+ 2 + 222 + 32° + ...

El nimero de soluciones de x; + X, + X3 = 10 con x4 < 3.

Enunciado: numero de soluciones x 1 + x 2 + x 3 = 10, x 1 <= 3

Resultado

38

Pasos

+ Laincégnita 1 (0 < z; < 3) aporta la serie
1— 2t

l4rzt+a?ea’ =
1—x

- La incégnita T2 (z, > 0) aporta la serie
1

l+z+a?+a+---=
1—=z

+ Laincégnita T3 (3 > 0) aporta la serie
1

l+z+z2+254...=
1—=x

+ La funcion generatriz es su producto: el coeficiente de
1—z4

X*N cuenta las soluciones: G(z) = 3
(1-=)

+ El nimero de soluciones es el coeficiente de 410: 38



Limitaciones conocidas

e Todavia no: recurrencias lineales de orden superior con coeficientes variables, sistemas de tres o mas
recurrencias, divide y venceras con varios términos (T(n/2) y T(n/3)) y recurrencias no lineales que
estas sustituciones no vuelven lineales.



Aplicaciones de ecuaciones diferenciales

El boton «Aplicaciones de ecuaciones diferenciales» de la pantalla inicial abre un formulario con 23
modelos: radiocarbono, desintegracion y periodo, crecimiento exponencial, cadena de desintegracion,
enfriamiento de Newton (también la hora de la muerte con dos mediciones), cinética quimica de orden
0-2, farmaco en la sangre, alcoholemia, ahorro y préstamo, circuitos RC, RL y RLC, resorte, caida con
resistencia del aire, vaciado de un depdsito, mezcla, crecimiento logistico y de Gompertz, poblacién con
captura, epidemia SIR, depredador y presa, competencia de dos especies y quimiostato.

Eliges el modelo, la variante y lo que buscas; las constantes vienen rellenadas y se pueden cambiar.
Cada magnitud y el resultado tienen su unidad a elegir: la aplicacion convierte los valores (la conversién
es un paso). El «?» junto al modelo explica de dénde sale su ecuacion.

Los pasos plantean el modelo, resuelven la ecuacién (separacion de variables, factor integrante,
ecuacion caracteristica), aplican las condiciones, despejan la magnitud buscada y sustituyen los
numeros. Los sistemas se resuelven numéricamente con Runge—Kutta; sus equilibrios y su estabilidad,
exactamente. El grafico muestra las magnitudes en el tiempo y, en los sistemas, el plano de fases.



Ejemplos

Edad de un hallazgo con un 35 % de '4C restante.

Enunciado: model(radiocarbon; find=t[yr]; T12=573@[yr]; p=35[pct]; input=ratio)

Resultado

t ~ 8700 anos

Pasos

N
— =35
N %

" Buscamos t; datos: T} o = 5730 anos,
: 0

N
Convertimos las unidades: N = 35% = 0,35
0

Los seres vivos toman carbono del aire y por eso
contienen la misma proporcion del isétopo radiactivo '“C
que la atmodsfera. Tras la muerte la absorcion cesa y el
14C se desintegra. El nimero de desintegraciones por
unidad de tiempo es proporcional al nimero de nucleos
que quedan: dN/dt = -AN, con A la constante de
desintegracion. La solucién es N = Ny-e*(-At); tras el
periodo T% = 5730 afios queda la mitad, asique A = In

2 / T%. De la proporcion de '“C restante (o de la
actividad medida frente a la de una muestra viva) se

obtiene la edad. Ecuacion del modelo: dd—]: = —-AN

Separamos las variables: % = —Adt

Integramos ambos lados: In |[N| = =Xt + C

Aplicamos la exponencial — la constante te*C se llama
denuevo C: N — (e M

Sustituimos la condicién inicial N (0) = No: Ny = C
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Las magnitudes del modelo en el tiempo, calculadas a partir de la
solucidn; la respuesta esta marcada.

+ La solucién de la condicién inicial (solucién particular):

N = Npe ™

En un periodo la cantidad se reduce a la mitad -
constante de desintegracién

Ny In2 In2

N(Typ) == =A== —— ~ 1,21-10 *ano’

(Tij2) T,, 5730 ane
Despejamos la magnitud buscada:
t— 1 N o Tl/? 1 ND

T AN, W2 N

5730 1
itui t=——1 A~ 8679 an

Sustituimos: no n 0,35 anos

Los laboratorios dan la «edad radiocarbono» con el
periodo de Libby de 5568 afios y la convierten con una
curva de calibracion (el C de la atmésfera no siempre
fue el mismo), asi que la edad real puede diferir algo.



Hora de la muerte: 30 °C al encontrarlo, 28 °C una hora después, habitacion a 20 °C.

Enunciado: model(cooling; find=t[h]; T@=30[degC]; Ta=20[degC]; t1=1[h]; T1=28[degC];
Tt=37[degC]; k=measured)

1 T, —T, 1. 28—20
Resultado Tt) =T =>k=——In= L P

ty, Ty—T, 1 30-—-20
t~ —2,38h
+ Despejamos la magnitud buscada

k 1. 7T-T,
Pasos T, + (T, — To)e At:Tit:*EmTofﬁ

- Buscamos t; datos

1 3720
T, =30°C, T1,=20°C, t;=1h, 1;=28°C ' itui == 1 ~ —2,378h
0 ) a ] 1 9 1 ) Sustituimos: 072231 n 30 - 20 !
+ Un cuerpo cede calor tanto mas rdpido cuanto mayor es + Un tiempo negativo significa antes de la primera
la diferencia de temperaturas: dT/dt = -k(T - T,), con T, medicién (en la hora de la muerte, esas horas antes del
la temperatura ambiente y k dependiente del cuerpo. La hallazgo).

solucion es T =T, + (T, - T,)-e*(-kt). k se determina con
dos mediciones. Asi estima la medicina forense la hora Grafica
de la muerte: mide la temperatura del cuerpo al

encontrarlo y un poco después y calcula cudndo tenia 37 tel .
dT
°C. Ecuacién del modelo: i —k(T - T,)
s [ iabl T \\\\
eparamos las variables: 7— T, S
+ Integramos ambos lados: In [T — T,| = —kt + C
35
+ Aplicamos la exponencial - la constante +e*C se llama
denuevo C: T =T, + Ce
+ Sustituimos la condicion inicial 7'(0) = Tp:
TIh,=T,+C=C=1T,-1T,
+ La solucién de la condicidn inicial (solucién particular): 30
T=T,+(Ty—T,)e™
+ k a partir de la segunda medicién

-2 - 0 1
t[h]
- T @t~ -2378

Las magnitudes del modelo en el tiempo, calculadas a partir de la
solucion; la respuesta estd marcada.

500 mg cada 8 horas: el nivel estacionario.

Enunciado: model(drug; find=steady[mg_1]; D=500[mg]; V=40[1]; T12=6[h]; tau=8[h];



mode=repeated)

Resultado
Crmaz ~ 20,7mg/1
Cmin ~ 8,22 mg/]

Pasos

* Buscamos Cmaz; datos
D =500mg, V =401, Tlﬂ =6h, 7=38h

- Un farmaco se reparte en el volumen de distribucién V'y
los rifiones y el higado lo eliminan a una velocidad
proporcional a la concentracion: dc/dt = -kc con k = In
2/ T%. Tras una dosis D, ¢ = (D/V)-e*(-kt). Con dosis
repetidas cada T los restos se suman (serie geométrica)
y el nivel se estabiliza entre c_min y c_max. Con una
infusién de ritmo R, de/dt = R/V - ke y la concentracion

d
tiende a R/(kV). Ecuacién del modelo: d—? = —ke

« Concentracion inicial tras la dosis:

D 500
“=v= 0 ~ 12,5 mg/1
+ Constante de eliminacidon a partir de la vida media:
In2 In2 4
k=_—=—~0,1155h
Tlf'2 6
o ) de
Separamos las variables: — = —k dt
@
- Integramos ambos lados: In |c| = —kt + C
Grafica
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Las magnitudes del modelo en el tiempo, calculadas a partir de la
solucion; la respuesta esta marcada.

+ Aplicamos la exponencial - la constante +e*C se llama

de nuevo C: ¢ — ekt

- Sustituimos la condicién inicial ¢(0) = ¢y: ¢y = C

+ La solucion de la condicién inicial (solucion particular):

¢ = cpeFt

+ Parte del farmaco que queda hasta la siguiente dosis:

g= ) _ ke _ momsss g 3969
Co

+ Despejamos la magnitud buscada

C
Cﬂzar:CU(1+q+q2+"'): lfq’ Crmin = 9 Cmax
. 12,5
Sustituimos: Cngr = T,?)%Q ~ 20,72 mg/1

+ Sustituimos: ¢,,,;, = 0,3969 - 20,72 ~ 8,225 mg/1

+ Factor de acumulacion (cuantas veces supera el nivel

estacionario al de una dosis): & = T4 ~ 1,658

Cuota mensual de un préstamo de 1 000 000 CZK a 20 anos al 5 %.

Enunciado: model(interest; find=a[CZK_mo]; B0=1000000[CZK]; r=5[pct_yr]; t=20[yr];



B=0[CZK]; kind=loan)

Resultado

a

~ 6592 CZK /mes

Pasos

Buscamos @; datos
Dy = 1000000 CZK,

r = 5% anual, ¢ = 20anos,

Convertimos las unidades: r = 5% anual = 0,05 afio !

Con interés continuo, el interés se acumula en cada
instante en proporcion al saldo: dB/dt = rB, conr el tipo
anual. Las aportaciones a aumentan el saldo (dB/dt = rB
+ a), las cuotas de un préstamo reducen la deuda (dD/dt
=D - a). Se resuelve separando variables; de la solucidn
salen el saldo, el plazo o la cuota (anualidad continua).

Ecuacion del modelo: = =rD—a

dD
Separamos las variables: D_z2 rdt
=

a
Integramos ambos lados: In ’D = ;’ =rt+C

Aplicamos la exponencial — la constante te*C se llama
a

de nuevo C: D = — 4+ Ce™
r

Sustituimos la condicién inicial D(0) = Dy:
c=p, 2
-

Grafica
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Las magnitudes del modelo en el tiempo, calculadas a partir de la
solucion; la respuesta esta marcada.

La solucion de la condicion inicial (solucion particular):
a a

D=2+ (Do~ 2)e
T T

El interés continuo es un modelo: los bancos capitalizan
mensual o anualmente y la diferencia es pequefa.

rt
Despejamos la magnitud buscada: a = 7'([)(1?7117)
ert —
Sustituimos
0,05(1 000 0000520 — Q) )
@= 00520 | A 79100 CZK /ano
e —

Total pagado: at = 1582000 CZK

Convertimos las unidades:
a ~ 79100 CZK /anio = 6592 CZK /mes



Cuanto tarda un condensador en cargarse a la mitad de la tension.

Enunciado: model(rc; find=t[ms]; R=10[kohm]; C=100[uF]; U=12[V]; u=6[V]; mode=charge)

u
Resultado * Despejamos la magnitud buscada: t = —7In (1 = 5)
t ~ 693 ms . 6
Sustituimos: t = —10001n | 1 — i ~ 693,1ms
Pasos
« Buscamos t; datos Grafica
R=10kQ, C=100uF, U =12V, u=6V v

- Al cargar un condensador a través de una resistencia,
Kirchhoff da U = Ri + u y la corriente carga el
condensador: i = C-du/dt. Juntas, RC-du/dt+u =U. La 10
tension se acerca a la de la fuente: u = U(1 - e*(-t/1)),
con T = RC la constante de tiempo; la corriente i = (U/
R)-e*(-t/T) disminuye. En la descarga, u = Ug-e*(-t/T).

Ecuacion del modelo: RC% +u=U

+ Constante de tiempo: 7 = RC' = 10 - 100 ~ 1000 ms o

5 ) du dt
Separamos las variables: = ——
u—U T

o t
Integramos ambos lados:In |u — U| = —— + C
T

- Aplicamos la exponencial — la constante te*C se llama

denuevo Ciy — I/ + Ce—* 1000 2000 3000 4000 ]
tlms

+ Sustituimos la condicién inicial u(0) = 0: U @tx6931
0=U+C=C=-U

+ La solucion de la condicion inicial (solucion particular):

u= U(1 . e*%)

[mA]

0,5

1000 2000 3000 4000
t [ms]

Las magnitudes del modelo en el tiempo, calculadas a partir de la
solucion; la respuesta esta marcada.

Resorte amortiguado: elongaciéonen 1 s.

Enunciado: model(spring; find=x[cm]; m=0.5[kg]; k=20[N_m]; b=1[kg s]; x0=5[cm]; v@=0[m_s];



t=1[s])

R ltad Las raices de la ecuacion caracteristica:
esultado Alp = —1+ 6,245

T ~ 1,827 cm

Amortiguamiento subcritico (& < wo;
0 =1, wy=6,325): raices complejas, oscilaciones

Pasos amortiguadas.

Buscamos T; datos

Solucion de la ecuacion homogénea:
m=05kg, k=20N/m, b=1kg/s, z5=>5cm, x;, = e (O} cos 6,245t + C, sin 6,2451)

+ Sustituimos las condiciones en la solucién general:
z(0) = 0,05, z'(0) = 0, de donde

Sobre un cuerpo en un resorte actuan la fuerza del C) = 0,05, 5= 0,008006

resorte —kx (Hooke), el amortiguamiento -b-v y quiza

Convertimos las unidades: £y = 5cm = 0,05 m

La solucién de la condicion inicial (solucién particular):

una fuerza externa Fy-cos wt. Por la 2.2 ley de Newton 5 X
xz = e (0,05 cos 6,245t + 0,008006 sin 6,245t)

m-x" + b-x'+ kx = Forcos wt, una ecuacion lineal de 2.°
orden con coeficientes constantes. Las raices de la
ecuacion caracteristica indican si el cuerpo oscila o solo
vuelve al equilibrio. Excitarlo cerca de la frecuencia

Sustituimos: z(1) ~ 0,01827m

- Convertimos las unidades:  ~ 0,01827m = 1,827 cm

natural we = v(k/m) produce resonancia. Ecuacion del
modelo: i + bdﬂE +k 0
m—s — 3 =
dt? dt

Frecuencia angular natural (sin amortiguamiento):

k 20 3
wog =1/ — =4/ — = 6,325s
m 0,5

Coeficiente de amortiguamiento &:
b 1 9
= = ~1ls

T 2m 205

Buscamos soluciones x = e*(At); al sustituir y dividir
entre e*(At) obtenemos la ecuacion caracteristica:
05X +X+20=0

Grafica
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Las magnitudes del modelo en el tiempo, calculadas a partir de la
solucion; la respuesta esta marcada.



Epidemia con R, = 2,5: pico y total de infectados.

Enunciado: model(sir; find=overview[d]; N=10000[pcs]; I@=10[pcs]; R@=2.5; D=7[d]; rates=roQ)

Resultado

10 ~ 2340 1nd.
tmaz =~ 34,1d
R, ~ 8930ind.

Pasos

Buscamos t,,q.; datos

N =10000ind., I, =10ind., Ry =205 D =Tc

La poblacién N se divide en susceptibles S, infectados |
y recuperados R. Los contagios son proporcionales a los
encuentros: B-S'I/N; los infectados se recuperan con
tasay = 1/D (D, la duracién de la enfermedad). El
sistema S' = -BSI/N, I' = BSI/N - yl, R" = yl no tiene
solucion elemental y se resuelve numéricamente.
Exactamente se obtienen el numero reproductivo basico

Ro = B/y, el pico, el total de infectados y el umbral de
inmunidad de grupo 1 - 1/R,. Ecuacion del modelo

8SI
g — 222
N
S
= % — I
R =~I

1 1
Tasa de recuperacion: y = D=7 ~ 0,14294°!

Tasa de transmision: 3 = Ryy ~ 0,3571d !

Grafica
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Las magnitudes del modelo en el tiempo, calculadas a partir de la

solucion; la respuesta esta marcada.

Lasuma S+ 1+ R =N es constante (las ecuaciones
suman cero).

+ Umbral de inmunidad de grupo (proporcién de inmunes

con la que la enfermedad deja de propagarse):

1
1— — =60

La epidemia se desata porque al principio se cumple

I'>0«< 5> — ~4000
Ry

* El pico se alcanza con S = N/R; de la ecuacion para dl/

ds

dl N N

— =-14+—=1+85——WS=C=1,,=1
as +RQS§ < Ry n = Lz

Resolvemos la ecuacion numéricamente (biseccion)
S  Ro(Sx —N)

In — N = S, =~ 1072ind.

IISO

En total enferman: R, = N — S, ~ 8928 ind. (89,3 %)

+ El sistema no se resuelve con funciones elementales: lo

resolvemos numéricamente con el método de Runge—
Kutta de orden 4, paso 0,05, en [0, 100]

De la solucién numérica: ¢4, ~ 34,1d



Depredador y presa: equilibrio, estabilidad y periodo.

Enunciado: model(predator; find=overview[mo]; a=0.5[per_mo]; b=0.01[per_pcs _mo];
c=0.4[per_mo]; d=0.005[per_pcs mo]; x0=100[pcs]; y0=20[pcs])

a—by —bx
Resultado I = ( dy  dr— C)
[z, y*] ~ [80, 50]
+ En [0, 0] autovalores A\; = —0,4, Ay = 0,5 - punto de
T~ 14)9 meses silla (inestable).
0,5 0
Pasos 0 -04
* Buscamos T’ datos - En [80, 50] autovalores Ay » = 10,4472 — centro
a=05mes !, b=0,01(ind -mes) ', ¢=0,4dme: (oscilaciones alrededor del equilibrio).
0 -08
+ Las presas x se multiplican sin depredadores (ax) y los 0,25 0

depredadores y mueren sin presas (-cy). Los
encuentros, proporcionales a xy, reducen las presas Dividiendo las ecuaciones y separando se obtiene una
(-bxy) y alimentan a los depredadores (+dxy). El sistema integral primera, constante a lo largo de la trayectoria:
x' = ax - bxy, y' = -cy + dxy (Lotka, Volterra) tiene el V—de—clnz+by—alny=C

equilibrio [c/d; a/b], con autovalores imaginarios puros:
las poblaciones oscilan periédicamente, los

Como V no cambia a lo largo de una trayectoria, las

depredadores con retraso. Se resuelve numéricamente; trayectorias son curvas cerradas: las poblaciones
equilibrios e integral primera, exactamente. Ecuacion del oscilan periodicamente.
modelo

Periodo de las pequefias oscilaciones alrededor del
z' = ax — bxy 2w

' equilibrio (de los autovalores): 1' =~ —— ~ 14,05 meses
- yac

Yy = —cy+dxy

El sistema no se resuelve con funciones elementales: lo
Equilibrios - todas las derivadas son nulas resolvemos numéricamente con el método de Runge—

z(a — by) = 0, y(dz — c) = 0 = [0, 0], [57 %] ~ [80, Kutta de orden 4, paso 0,0125, en [0, 50]

- De la solucién numérica: I' ~ 14,95 meses

Estabilidad por linealizacion — matriz jacobiana del
sistema

Grafica
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Las magnitudes del modelo en el tiempo, calculadas a partir de la
solucion; la respuesta esta marcada.



Proximamente

Estamos trabajando en estos tipos de problemas o los tenemos previstos. El orden puede cambiar
segun lo que mas necesites.

Ecuaciones e inecuaciones

» Ecuaciones de segundo grado incompletas sacando factor comun o con raices (x2 = 9) en lugar del
discriminante.

Funciones, derivadas e integrales

» Aplicaciones de la integral con parametros — férmulas generales (esfera de radio r, elipse, cono).
o Area coloreada y sélido en 3D para curvas paramétricas y polares.

» Aplicaciones fisicas de derivadas e integrales (velocidad, aceleracion, trabajo, centro de masas).
e Laforma compleja de la serie de Fourier y el espectro.

» Las integrales de Riemanny de Lebesgue de funciones especiales (funciones de Dirichlet y de
Riemann).

Ecuaciones diferenciales

» Sistemas de ecuaciones diferenciales escritos como ecuaciones (las aplicaciones ya los tienen) y
su retrato de fases.

* Transformada de Laplace con la funcion de Heaviside, desplazamientos y lados derechos
periodicos.

Otras areas

e Vectores — mddulo, producto escalar, vectorial y mixto, angulos, areas y volumenes.
e Matrices — operaciones, determinante, rango, matriz inversa, valores y vectores propios.

e Problemas de construccion — triangulos, cuadrilateros y circunferencias a partir de elementos
dados, los pasos de la construccion y el niumero de soluciones.

e Numeros complejos en forma trigonométrica y exponencial, el teorema de De Moivre, raices n-
ésimas.



La regla de Cramer para sistemas de ecuaciones lineales.
Funciones de varias variables, integrales multiples, de linea y de superficie.
Modo exacto y modo numérico (decimales en lugar de fracciones y raices).

Problemas de enunciado — plantear las ecuaciones a partir del texto y resolverlas.



