MathSolver — Handbuch

Was MathSolver I6sen kann, wie man eine Aufgabe eingibt und wie das Ergebnis aussieht.

MathSolver 16st Aufgaben vom Foto oder von Hand eingegeben und zeigt zu jedem Ergebnis den
Losungsweg so, wie er in der Schule gerechnet wird — Schritt fir Schritt, mit Erklarungen und, wo es

sinnvoll ist, mit einem Graphen.

Jedes Kapitel beschreibt eine Art von Aufgaben: was man von der Losung erwarten kann, wie man die
Aufgabe eingibt und Beispiele echter Ausgaben der App. Bekannte Einschrankungen stehen, falls es

welche gibt, am Ende des Kapitels.
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Eine Aufgabe eingeben

Sie kénnen die Aufgabe fotografieren — schneiden Sie das Foto vor dem Senden auf die Aufgabe zu. Die
App erkennt sie und zeigt eine Vorschau; ist die Umschrift falsch, korrigieren Sie sie im Feld unter der
Vorschau. Im selben Feld lasst sich eine Aufgabe auch direkt eintippen.

Ist die Eingabe ein Term ohne Gleichheitszeichen, wahlen Sie mit einem Chip, was damit geschehen soll:
vereinfachen, ausmultiplizieren, faktorisieren, in Partialbriiche zerlegen, ableiten, eine Kurvendiskussion
durchfihren, ein Taylorpolynom bestimmen, integrieren, eine Reihe summieren oder eine Fourierreihe
bestimmen. Die Option ,Schwerpunkt” auf dem Startbildschirm stellen Sie auf das ein, was Sie gerade
uben — sie wahlt einen passenden Chip vor.

Gleichungen und Ungleichungen werden direkt geldst. Wo es mehrere Lésungswege gibt (das Verfahren
fur ein Gleichungssystem, fiir Betrage, die Ableitung nach Definition), wahlen Sie ihn mit einem Chip; das
Ergebnis wird sofort neu berechnet. Gleichungen und Ungleichungen werden in den reellen Zahlen
gelost; mit dem Chip ,Losen in“ wahlen Sie stattdessen N, Z, Q oder R*. Bei einem Grenzwert wahlen Sie
per Chip, ob ein unbestimmter Ausdruck durch Umformen oder gleich mit der Regel von LHospital gelost

wird.
Eingabe

X"2 + 3x - 4 Potenzen schreibt man mit #, die Multiplikation mit
einer Zahl oder Variablen kann entfallen (3x, 2xy).

(x+1)/(x-2) Briiche mit Schragstrich; Zahler oder Nenner, die nicht
nur eine Zahl oder ein Buchstabe sind, in Klammern.

sqrt(x+1), x~(1/3) Quadratwurzel sqrt(...), andere Wurzeln als Potenz mit
gebrochenem Exponenten.

[2x - 1] Betrag zwischen senkrechten Strichen. Lasst sich die
Eingabe unterschiedlich lesen (|xly|z|), bietet die App
die Lesarten zur Auswahl an; eindeutig wird sie, wenn
Sie den Betrag in Klammern setzen: 2x(|x - 1]).

1n x, log x, log 2 x In ist der natiirliche Logarithmus, log (oder Ig) der
Zehnerlogarithmus, log_2 der zur Basis 2.

sin x, cos 2x, tan x, cot x Trigonometrische Funktionen; ein Argument ohne

Klammern ist der Term direkt nach der Funktion (cos



sinh x, cosh x, tanh x, arsinh x

sin alpha = 1/2, sin(x + 30°)

sin x = 1/2, x € <0; 2pi)

pi, e, oo

X sin x, 2x(x+1)
2X + 3y =7

X -y=1

(3+41)/(1-21)

Xx"2 < 10, x € Z

Bekannte Einschrankungen

2x = cos(2x)).

Hyperbelfunktionen sinh, cosh, tanh, coth und
Areafunktionen arsinh, arcosh, artanh, arcoth (auch
asinh, arcsinh, ...).

Ein Winkel in Grad: ein griechischer Buchstabe als
Unbekannte (alpha, beta, ... oder direkt o) oder Grad an
einer Zahl; lateinische Buchstaben sind im Bogenmal.

Losungen in einem Intervall — nach einem Komma
oder in der nachsten Zeile (x € <0; 2pi) oder 0 <= x <

2pi).
Die Kreiszahl pi, die Eulersche Zahl e, unendlich oo.

Zwischen Variable und Funktion ein Leerzeichen (x sin
x) — xsinx wird als Produkt von Buchstaben gelesen.

Ein Gleichungs- oder Ungleichungssystem zeilenweise
schreiben, jede auf eine eigene Zeile.

Komplexe Zahlen: i ist die imaginére Einheit (in Termen
und Gleichungen).

Die Zahlenmenge nach einem Komma: x € N, Z, Q, R+
(oder N, 7, Q, RY, ,in N“); N ohne Null.

» Das Ergebnis steht in exakter Form (Briiche, Wurzeln, t) mit Ndherungswert; einen rein numerischen

Modus gibt es noch nicht.



Lineare Gleichungen und Ungleichungen

Die App formt eine lineare Gleichung um wie in der Schule — sie I6st die Klammern auf, bringt die
Unbekannte auf eine Seite und dividiert. Bei einer Ungleichung achtet sie auf das Umdrehen des
Zeichens beim Multiplizieren mit einer negativen Zahl und schreibt das Ergebnis als Intervall; der Graph
zeigt beide Seiten als Geraden und markiert die Losung auf der x-Achse.

Beispiele

Eine Gleichung mit Klammer.
Eingabe: 3(x - 2) = 2x + 5

Schnittpunkte der Graphen:

Ergebnis
e (11\27)

T = ]‘ ]‘ Jeder Schnittpunkt entspricht einer Lésung der Gleichung - seine
erste Koordinate ist der Wert von x.

Losungsweg

+ Alles auf eine Seite bringen: z — 11 = 0

« Terme mit der Unbekannten links lassen, den Rest nach
rechts bringen: z = 11

Graph

:

:

:

40 ;

:

:

30 :
20
10

0 /
//

— y=3x—-2)
—_—y=2z+5




Eine Ungleichung — die Division durch eine negative Zahl dreht das Zeichen um.

Eingabe: 2x - 3 < 5x + 6

Ergebnis : Z _ g; 1 2
T < (_31 OO) Losung der Ungleichung - wo die Beziehung
zwischen beiden Kurven gilt
Lésungsweg .
Schnittpunkte der Graphen:
« Terme mit der Unbekannten links lassen, den Rest nach e (-3-9)

rechts bringen: =3z < 9

+ Durch die negative Zahl —3 dividieren, das
Ungleichheitszeichen dreht sich um: z > —3

Graph
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Quadratische Gleichungen

Die App bringt eine quadratische Gleichung auf die Form ax2 + bx + ¢ = 0 und I6st sie mit der
Diskriminante und der Losungsformel; eine doppelte Lésung erkennt sie ebenfalls. Hat die Gleichung
keine reelle Losung, sagt sie es, und die Schaltflache ,Komplexe Losung anzeigen” zeigt die komplexen
Losungen.

Beispiele

Zwei reelle Losungen.

Eingabe: x*2 - 5x + 6 = 0

. -1 0 1 2 3 4
Ergebnis
_3 — g = 22— 52 +6
T = —_—y =0
Ty = 2 Schnittpunkte der Graphen:
e (2/0) e (3]0)
Losungsweg

Jeder Schnittpunkt entspricht einer Losung der Gleichung - seine
erste Koordinate ist der Wert von x.
- Die Diskriminante berechnen:

D=0 —dac=(-5)7—-4-1-6=1

+ In die Losungsformel einsetzen:
_ —b+xvD 5%+1

127 T 2

20
15

10

/



Negative Diskriminante — komplexe Losungen.

Eingabe: x*2 + 2x + 5 = @  Komplexe Lésung anzeigen

Ergebnis Graph
Ty =—1+4+2¢

Lo — _1 — 22 10
Lésungsweg g

- Die Diskriminante berechnen:

D=b—dac=2>—4.1-5=—16 ¢
+ Die Diskriminante ist negativ — im Bereich der komplexen a

Zahlen: \/ﬁ =+/—16 = 4i

- In die Lésungsformel einsetzen: 2
-b++vD —2+4i
;1;1,2 = =
2a 2

-2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1

—y=22+22+5

_— = 0

Die Graphen schneiden sich nicht - die Gleichung hat
keine reelle Lésung.



Gleichungen hoheren Grades

Eine biquadratische Gleichung fiihrt die App durch Substitution auf eine quadratische zuriick. Eine
allgemeine Gleichung héheren Grades zerlegt sie mit dem Horner-Schema: Nullstellen sucht sie unter
den Teilern des absoluten Glieds und dividiert jede gefundene ab, bis eine quadratische Gleichung lbrig
bleibt.

Beispiele

Eine biquadratische Gleichung mit der Substitution y = x2.

Eingabe: x*4 - 5x*2 + 4 = 0

Ergebnis Graph
1 = -2
Lo = -1
3 =1 150
T4 = 2

100
Lésungsweg

- Die Substitution ¢, = z2 macht daraus eine quadratische

50
Gleichung: u? — 5u+4 =0
+ Die Diskriminante berechnen:

+ In die Losungsformel einsetzen:

~b++v/D 5+3
2= Ty T Ty

D=t dac=(-5)7—-4-1-4=9 ) = O @ ===0

-3 -2 <[ 0 1 2 3

- Riicksubstitution: 22 =1 = z = +1
—y=z' 522 +4

* Ricksubstitution: 2> =4 = z = +2 —y=0
Schnittpunkte der Graphen:
e (—2(0) e (-1/0) e (1/0) e (2/0)

Jeder Schnittpunkt entspricht einer Lésung der Gleichung - seine
erste Koordinate ist der Wert von x.



Horner-Schema — Nullstellen unter den Teilern des absoluten Glieds.

Eingabe: x*3 - 6x*2 + 11x - 6 = @

Ergebnis Graph
To = 2 : : :
2 20 i | |
L3 = 3 E E 3
” 0 o—o—o
Losungsweg L : ‘
+ Rationale Nullstellen kdnnen nur Teiler des Absolutglieds o E E 3
—6 sein: £1, 2, £3, £6 ! ! :
+ Mit dem Horner-Schema bestatigen wir die Nullstelle m E i 3
« = 1 und dividieren das Polynom: E E 3
[1 -6 11 —6 | | |
11 -5 6 [0] e : : i
P(z) = (& = 1)(2* - 52 + 6) o
- Die Diskriminante berechnen: ! 0 ! z : ¢
D=0t —dac=(-5>-4-1-6=1 — y=a’— 62 + 11z — 6
— 1y = 0
+ In die Losungsformel einsetzen: y
R ~b++D _5x1 Schnittpunkte der Graphen:
VT a2 e (1/0) e (2/0) e (3]0)

Jeder Schnittpunkt entspricht einer Lésung der Gleichung - seine
erste Koordinate ist der Wert von x.



Bruchgleichungen

Bei einer Gleichung mit der Unbekannten im Nenner bestimmt die App zuerst die Definitionsmenge,
multipliziert dann mit dem Hauptnenner und |6st. Die Losungen vergleicht sie mit der Definitionsmenge
und verwirft die, die nicht dazugehdren.

Beispiele

Definitionsmenge, Hauptnenner, quadratische Gleichung.

Eingabe: (x+3)/(x-1) = 2/(x-1) + x

Ergebnis Graph
T = 1— \/5

8
Ty =1+12

6

Bedingungen: = # 1
o<

Losungsweg

+ Bedingungen — der Nenner darf nicht null sein: © # 1

+ Beide Seiten werden mit dem Nenner z — 1 multipliziert: \

$+3:$2*$+2 —2/;.§
+ Alles auf eine Seite bringen: 2292 -1=0 4 "
+ Die Diskriminante berechnen: %

D=0 dac= (-2 —4-1-(-1)=8

- In die Lésungsformel einsetzen: 4 ‘ 0 ] 5 ‘ 3
~b++vD 2422
L9 = =

12 % 2 — g, _t3

- P . z—1
+ Die Lésung z — 1 — +/2 erfiillt die Bedingungen. 9

_—y = - 68

- Die Lésung ¢ — 1 + +/2 erfiillt die Bedingungen. z—1

Schnittpunkte der Graphen:
o (1-v2L-2v2) o (1+V21+2v2)

Jeder Schnittpunkt entspricht einer Lésung der Gleichung - seine
erste Koordinate ist der Wert von x.



Wurzelgleichungen

Eine Gleichung mit der Unbekannten unter einer Wurzel |6st die App durch Isolieren der Wurzel und
Quadrieren. Quadrieren kann Lésungen hinzufligen, die die Gleichung nicht erfiillen — deshalb folgt
immer eine Probe, und die unpassenden Losungen werden verworfen.

Beispiele

Quadrieren und Probe — eine der Losungen erfiillt die Gleichung nicht.

Eingabe: sgqrt(x+5) = x - 1

Ergebnis Graph
T =4 E
Losungsweg A /
+ Wir quadrieren beide Seiten (keine ‘____——-'
Aquivalenzumformung, daher machen wir die Probe): / :
z+5=(z 1) 2 |
+ Alles auf eine Seite bringen: 22 — 3z — 4 =0 |
+ Die Diskriminante berechnen: 0 '
D= dac—(-3)% 4-1-(-4) =25 / !
+ In die Losungsformel einsetzen: E
~b+vD 345 2 :
BAS —F— = =5 !
2a 2 i
+ Probe fiirz = —1: L=2,R=—2,L #R - die Lésung i
passt nicht. A 0 1 9 3 n 5
-« Probe firxz = 4:L=3,R=3,L=R - die L6sung passt. —_—y = vr+5
—_—y=z—-1

Schnittpunkte der Graphen:
e (43)

Jeder Schnittpunkt entspricht einer Lésung der Gleichung - seine
erste Koordinate ist der Wert von x.

Bekannte Einschrankungen

e Wurzelungleichungen werden noch nicht gelost.



Exponential- und Logarithmusgleichungen und -
ungleichungen

Eine Exponentialgleichung |6st die App durch Umformen auf dieselbe Basis, durch Logarithmieren oder
durch Substitution; eine Logarithmusgleichung durch Zusammenfassen der Logarithmen nach den
Rechenregeln und Entlogarithmieren, immer mit der Definitionsmenge. Ungleichungen 16st sie iber die
Monotonie — bei einer Basis kleiner als 1 dreht sich das Zeichen um.

Gleichungen mit verschiedenen Basen: a* + b* = ¢c* mit Basen aus zwei Primzahlen (25 + 10* = 4¥) werden
durch eine Potenz geteilt und mit t = (5/2)* quadratisch; Logarithmen verschiedener Basen werden auf
eine umgerechnet (logs x = log, x / log; 5).

Logarithmen, deren Basen Potenzen einer Zahl sind (log, x + loga(x + 2) = 2), werden auf eine Basis
umgerechnet (log, a = log, a / 2), die Gleichung wird multipliziert und die Logarithmen
zusammengefasst. Ein Logarithmus mit der Unbekannten in der Basis (log, 8 = 3) wird nach der
Definition aufgelost (x® = 8), mit den Bedingungen x > 0, x # 1. Eine Gleichung mit der Unbekannten in
Basis und Exponent (x*(log x) = 100) wird logarithmiert und mit der Substitution t = log x gelost.
Ungleichungen mit der Substitution t = log(x + 1) und Systeme logarithmischer und exponentieller
Ungleichungen werden wie einzelne Ungleichungen gelost — lber die Monotonie.

Gleichungen und Ungleichungen mit Hyperbelfunktionen werden nach der Definition (sinh x = (ex - €™)/2,
...) zu Exponentialgleichungen und mit der Substitution t = e* geldst; arsinh x = ¢ mit der Umkehrfunktion
(x = sinh c).



Beispiele

Die Substitution t = 2x,

Eingabe: 4~x - 3*22x - 4 = o

Ergebnis Graph
B = U 5
Losungsweg 200
+ Wir substituieren t = 2%:¢2 — 3t — 4 =0 :
150 i
+ Die Diskriminante berechnen: E
D=1 —dac=(-3)>—4-1-(—4) =25 !
100 i
+ In die Losungsformel einsetzen: !
; _—bEvVD 345 :
12 = %0 = 50 :
+ Die Gleichung 2 = —1 hat keine reelle Lésung. E
+ Ricksubstitution: 2" =4 = x =2 0 ;f
5 0 1 2 3
—_—y=4"—-3-2" -4
—y=0

Schnittpunkte der Graphen:
® (2/0)

Jeder Schnittpunkt entspricht einer Lésung der Gleichung - seine
erste Koordinate ist der Wert von x.



Logarithmen zusammenfassen, Definitionsmenge.

Eingabe: log 2(x+1) + log 2(x-1) = 3

Ergebnis Graph

=3 }

Bedingungen: z > 1 4 3/
) .

Lésungsweg ) ‘\

+ Definitionsbereich — Bedingungen: 3
z>—-1l,z>1 = z>1 0 i

- Mit den Logarithmengesetzen fassen wir die l
Logarithmen zusammen: log, ((z — 1)(z + 1)) = 3 2 !

- Wir entlogarithmieren: (z — 1)(z + 1) = 23 Y 3

+ Alles auf eine Seite bringen: 2> —9 = 0 3

+ Die Diskriminante berechnen: o 3
D=0t —4ac=0%—4-1-(—9) =36 |

+ In die Lésungsformel einsetzen: 1 0 1 2 3 4

~b+vD 46

Te= "5, T 3 — y =logy (x + 1) + logy (z — 1)

—y=3
+ Die Losung = = —3 erflllt die Bedingung = > 1 nicht

und ist daher keine Losung. Schnittpunkte der Graphen:

o (33)

Jeder Schnittpunkt entspricht einer Lésung der Gleichung - seine
erste Koordinate ist der Wert von x.

+ Die Losung = = 3 erfiillt die Bedingungen.

Verschiedene Basen — durch 4 teilen, t = (5/2)¢ substituieren.

Eingabe: 257d + 107d = 4/d

Ergebnis Graph
—14++/5
d=log; [ ———
2 2 20
Losungsweg S
+ Wir teilen die Gleichung durch den positiven Ausdruck 44 10

()6 5

d
0 5 5
Wir substituieren t = (5) H4t—1=0
0
- Die Diskriminante berechnen:
D=V —dac=1"-4-1-(-1)=5 5
+ In die Losungsformel einsetzen:
£ — ~b+vD _ 15 -2 -1,5 -1 0,5 0 0,5 1
1.2 % 5 . ]
— y=254+10
S 5\Y _ -1-v5 : v
Die Gleichung 3) =—% hat keine reelle —_—y =4
Lésung. Schnittpunkte der Graphen:
+ Rucksubstitution ° (logé (#)\0,4829)
2
5\ —1++6 ~1++/5
= =———— = d=logs | ————— Jeder Schnittpunkt entspricht einer Lésung der Gleichung - seine
2 2 : 2 erste Koordinate ist der Wert von d.



Basis kleiner als 1 — das Ungleichheitszeichen dreht sich um.

Eingabe: (1/2)*x > 8

Ergebnis Graph
x € (—oo; —3) |
30 l
Losungsweg !
25 |
+ Wir schreiben beide Seiten als Potenzen mit derselben 3
Basis: 277 > 2% 20 ;
- Die Exponentialfunktion zur Basis 2 ist streng monoton 3
steigend — fur die Exponenten gilt die Ungleichung mit 1 3
demselben Zeichen: —x > 3 !
10 '
« Terme mit der Unbekannten links lassen, den Rest nach ‘
rechts bringen: —z > 3 5 r\
+ Durch die negative Zahl —1 dividieren, das ‘ e

0 ﬁ}
Ungleichheitszeichen dreht sich um: z < —3

+ Die Losung dieser Ungleichung ist ¢ € (—o0; —3)

—y=0G)
— y=28

Losung der Ungleichung - wo die Beziehung
zwischen beiden Kurven gilt

Schnittpunkte der Graphen:
e (-3[8)

Tangens hyperbolicus nach der Definition — Substitution t = e~
Eingabe: tanh x = 1/2
Ergebnis

_ 3
2

T

Losungsweg

» Wir setzen die Definitionen ein
ea — e~ 620 -1

tanha = =

e* e @ 620+1
el L3 L w3
- = — — = e —3 =
e 11 2 22 4+ 2

+ Wir substituieren ¢ = ¢27:¢t — 3 =0
- Lésen:t =3

. In3
Riicksubstitution: ¢?* =3 = x — HT



Unbekannte in der Basis — nach der Definition; die Losung -1 erfiillt die Bedingungen nicht.

2

Eingabe: log x (2x+3)

Ergebnis Graph
=3

Bedingungen: = >0, = # 1

Lésungsweg

+ Definitionsbereich — Bedingungen: @ > 0, @ # 1
- Wir entlogarithmieren: z2 = 2z + 3
- Alles auf eine Seite bringen: 22 — 2z — 3 =0

« Die Diskriminante berechnen: 0
D=0 —dac= (-2 —4-1-(-3) =16

+ In die Losungsformel einsetzen: 1
—b+vD 244

= o 2

I~

+ Die Lésung ¢ = —1 erfiillt die Bedingungz > 0, = # 1
nicht und ist daher keine Lésung.

=1 0 1 2 3 4

— y = log, (2z + 3)
+ Die Losung = = 3 erfiillt die Bedingungen. —_—y =2

Schnittpunkte der Graphen:
e (32)

Jeder Schnittpunkt entspricht einer Lésung der Gleichung - seine
erste Koordinate ist der Wert von x.

Unbekannte in Basis und Exponent — logarithmieren, Substitution t = log x.

Eingabe: x~(log x) = 100

Ergebnis Graph
T = ]_07\/5 1
9 = 1()\/5 300 i
Bedingungen: = > 0
.. 200 :
Losungsweg i
+ Wir logarithmieren beide Seiten:
log (mlogz) =2 = logz - logz =2 100 ® o
+ Definitionsbereich — Bedingungen: z > 0
« Wir substituieren t = log z: 2 — 2 — 0 0
+ Die Diskriminante berechnen:
D=t —dac=0%-4-1-(-2)=38 1
+ In die Losungsformel einsetzen: C Lo 2 L
" 7bﬂ:\/ﬁ iQ\/é — y:.TCIng
12 = =
2a 2 — y = 100
* Riicksubstitution: logz = V2 = z= 10_‘/5 Schnittpunkte der Graphen:
* Rilcksubstitution: Jog z — v3 - z — 10V? . (10*\/5\100) o (10\5\100)
+ Die Lésung 5 = 107\/5 erfiillt die Bedingungen. Jeder Schnittpunkt entspricht einer Lésung der Gleichung - seine

erste Koordinate ist der Wert von x.

+ Die Lésung ,, — 10\/5 erfillt die Bedingungen.



Bekannte Einschrankungen

» Logarithmen verschiedener Basen, die keine Potenzen einer Zahl sind (log, x + logs(x + 1) = 2), werden
nur numerisch gelost.

» Hyperbolische Gleichungen, die auf eine Gleichung 4. Grades in e* fiihren (cosh2x - 3 sinh x = 3),
werden nur numerisch gelost; Ungleichungen mit Areafunktionen werden noch nicht unterstitzt.



Betrag

Gleichungen und Ungleichungen mit Betragen I6st die App auf zwei Arten, die Sie mit einem Chip wahlen:
,Nach Definition” — kurz durch Ausschreiben von |a| = b oder |a] < b — und ,Nullstellen” — durch Aufteilen
der Zahlengeraden in Intervalle, auf denen jeder Betrag ein festes Vorzeichen hat. Ohne Auswahl wahlt
sie den passenderen Weg selbst.

Verschachtelte Betrage (||x| - 2| = 1) I10st sie genauso: nach Definition schrittweise von aulRen nach
innen, mit Nullstellen von innen nach aulen — zuerst die Nullstellen der inneren Betrage, dann auf jedem
Intervall den verbleibenden Betrag.

Eine Ungleichung [f| < |g| (auf jeder Seite nur ein Betrag) lasst sich auch mit dem Chip ,Durch Quadrieren”
I6sen: Beide Seiten sind nicht negativ, sie wird also quadriert und als quadratische geldst. Ein Ausdruck
mit Betragen allein (|x - 1] + |x + 2|) wird stlickweise vereinfacht — Nullstellen, Vorzeichentabelle und auf
jedem Intervall der Ausdruck ohne Betrage.

Beispiele

Ein Betrag — Ausschreiben nach Definition.

Eingabe: |2x - 1] = 5

Ergebnis Graph
L1 = —2

Lo = 3 10
Losungsweg 8

+ Es gibt nur einen Betrag und auf der anderen Seite eine

Zahl - es geniigt, die Definition anzuwenden. ®
+ Nach der Definition gilt |2z — 1| = 5 genau dann, wenn .
2¢ —1=>5o0der2z — 1= -5
+ Losen: 2z —1=5 = =3 2
- Lésen:2z —1=-5 = = -2
0
2 0 2 a4
—y =2z — 1]
—_—y = 5

Schnittpunkte der Graphen:
o (—2[5) ®(3]5)

Jeder Schnittpunkt entspricht einer Lésung der Gleichung - seine
erste Koordinate ist der Wert von x.



Zwei Betrage — Fallunterscheidung an den Nullstellen.
Eingabe: |x - 1| + |[x + 2] < 5

BT + Auf dem Intervall [—2; 1) I6sen wir die Betrage nach den
g Vorzeichen auf: (1 — @) + (z +2) < 5
T _ .

< ( 3’ 2) + Die Unbekannte fallt weg, tibrig bleibt die wahre Aussage

3 < 5 - das ganze Intervall [—2; 1) ist Lésung.

Lésungsweg
+ Auf dem Intervall [1; co) I6sen wir die Betrége nach den

+ Wir I6sen die Betrdge mit der Nullstellenmethode auf: Vorzeichen auf: (z — 1) + (z +2) < 5
Die Nullstellen teilen die Zahlengerade in Intervalle, auf

jedem haben die Ausdriicke in den Betragen ein festes 7 ReEE N S

Vorzeichen. + Terme mit der Unbekannten links lassen, den Rest nach

+ Nullstellen der Ausdriicke in den Betrdgen: (BN B 2 S

z-1=0=2=1, 24+2=0= z=-2 + Durch die positive Zahl 2 dividieren, das

+ Vorzeichen auf den einzelnen Intervallen: e

| (—o0; —2) [-2;1) [1;00) - Die Losung dieser Ungleichung ist z € (—o0; 2)
z—1 — — +
z 42 - + + + Schnitt mit dem Intervall [1; c0): = € [1; 2)
+ Auf dem Intervall (—oo; —2) I6sen wir die Betrdge nach * Die L6sung ist die Vereinigung der Ergebnisse:
den Vorzeichen auf: (1 —z) + (—x —2) <5 ze(—32)

- Lésen: —2x —1 <5

- Terme mit der Unbekannten links lassen, den Rest nach
rechts bringen: —2z < 6

+ Durch die negative Zahl —2 dividieren, das
Ungleichheitszeichen dreht sich um: z > —3

+ Die Losung dieser Ungleichung ist ¢ € (—3; 00)
+ Schnitt mit dem Intervall (—oo; —2): x € (—3; —2)

Graph

10

—y=lz-1]+|z+2]
—y=5

Lésung der Ungleichung — wo die Beziehung
zwischen beiden Kurven gilt

Schnittpunkte der Graphen:
e (-3[5) e (2[5



Verschachtelter Betrag — nach Definition von auBen nach innen.

Eingabe: |[x| - 2| =1

- Es gibt nur einen Betrag und auf der anderen Seite eine
Zahl — es geniigt, die Definition anzuwenden.

Ergebnis Graph

S = B B

2 =1 , A

x3 = 1 R

=3 ; N

Lésungsweg | |
: oo oo

+ Nach der Definition gilt ||| — 2| = 1 genau dann, wenn
‘z‘—?:loder‘x‘—?:—l

+ Wirisolieren den Betrag: |z| = 3

- Nach der Definition gilt [z| = 3 genau dann, wenn z = 3
oderz = —3 -4 2] 0 2 4

+ Wir isolieren den Betrag: |z| =1 — Y= |1|$‘ — 2|

— y =

+ Nach der Definition gilt |z| = 1 genau dann, wenn z = 1

oderz = —1 Schnittpunkte der Graphen:

e (-31) e(-11) e(1]1) e (3]1)

Jeder Schnittpunkt entspricht einer Lésung der Gleichung - seine
erste Koordinate ist der Wert von x.

Betrage auf beiden Seiten — Quadrieren.

Eingabe: |x - 1| < |2x + 3| Durch Quadrieren
Ergebnis Graph
2
z € (—oo; —4)U | —=; o0
3 :
Lésungsweg .

+ Auf beiden Seiten steht nur ein Betrag — beide Seiten
sind nicht negativ, daher diirfen wir die Ungleichung
quadrieren (eine Aquivalenzumformung).

- Beide Seiten quadrieren: (& — 1)? < (2 + 3)°

()
+ Faktorisieren: —(z +4)(3z +2) < 0 0 q')
5 4

o
- Alles auf eine Seite bringen: —3z? — 14z — 8 < 0 "N I
- Die kritischen Stellen teilen die Zahlengerade in E
Intervalle: &y = —4, &y = —— !
3 3 2 1 0 1
+ Vorzeichen auf den einzelnen Intervallen: —y=|z—1]
(o0 —4) (4 -3) (-3 ) —y = |2z 4 3|
-1 — — —
4 - + + Losung der Ungleichung — wo die Beziehung
3x 42 - — + zwischen beiden Kurven gilt
—(z +4)(3z + 2) = aly -

Schnittpunkte der Graphen:

o (45 (%E)



Ausdruck mit Betragen — stiickweise auf den Intervallen.

Eingabe: |x - 1| + |x + 2]

Ergebnis
—2x—1, =z € (—o0; —2)
3, ze[-2;1)
2z + 1, z € [1; 00)

Losungsweg

+ Wir |6sen die Betrdage mit der Nullstellenmethode auf;
Die Nullstellen teilen die Zahlengerade in Intervalle, auf
jedem haben die Ausdriicke in den Betrdgen ein festes
Vorzeichen.

+ Nullstellen der Ausdriicke in den Betragen:
r—1=0=2=1, 24+2=0 = z=-2

+ Vorzeichen auf den einzelnen Intervallen:
| (zo0; =2) [-21) [1500)
z—1 = = +
T+ 2 = I +

+ Auf dem Intervall (—oo; —2) [6sen wir die Betrdge nach
den Vorzeichen auf: (1 —z) + (—z —2) = -2z — 1

+ Auf dem Intervall [-2; 1) I6sen wir die Betrége nach den
Vorzeichen auf: (1 — ) + (z + 2) =3

- Auf dem Intervall [1; 00) I6sen wir die Betrdge nach den
Vorzeichen auf: (z — 1) + (2 +2) =2z + 1

Bekannte Einschrankungen

e Ein Ausdruck mit Betrdagen wird nur auf der ganzen Zahlengeraden vereinfacht, nicht auf einem
vorgegebenen Intervall; Quadrieren wird nur bei einer Ungleichung mit genau einem Betrag auf jeder
Seite angeboten.



Trigonometrische Gleichungen und Ungleichungen

Die App flihrt eine Gleichung auf Grundgleichungen wie sin x = a zuriick und 16st sie am Einheitskreis: Sie
findet die Winkel einer Umdrehung und addiert Vielfache der Periode (x = /6 + 2km, k € Z). Der Kreis ist
direkt im Losungsweg gezeichnet.

Bevorzugt werden die bekannten Formeln — doppelter und halber Winkel, sin?x + cos2x = 1, Summe in
Produkt —, dann Ausklammern, die Substitution t = sin x, das Dividieren einer homogenen Gleichung
durch cos"x und der Hilfswinkel bei a-sin x + b-cos x = c. Das Ergebnis wird zusatzlich numerisch iber
eine ganze Periode gepriift.

Eine Unbekannte mit lateinischem Buchstaben (x, t) ist im Bogenmal}, mit griechischem (alpha, B, ...) in
Grad - ebenso eine Eingabe mit dem Zeichen ° (sin(x + 30°)). Die Losungen in einem Intervall erhalten
Sie, wenn Sie das Intervall nach einem Komma oder in die ndchste Zeile schreiben.

Eine Ungleichung wird (iber einen Bogen des Einheitskreises geldst, eine kompliziertere tber die
Nullstellen auf einer Periode; das Ergebnis sind Intervalle mit der Periode.



Beispiele

Zwei Losungszweige, die Winkel am Einheitskreis.

Eingabe: sin x = 1/2

Ergebnis Graph

s : : : l
Ty = — + 2km : : | |
6 : : : :
1 ' | |
15%8 : : : :
L2 = 6 + 2k
05 -8——@ °o——e

keZ /: :\ | \
5 0 L= : ‘ j
Losungsweg : : : !
. . . 1 o ) . . : : : :
Grundgleichung sinx = 5: Am Einheitskreis erflllen sie 05 ! . : :
T b : : : :
in einer Umdrehung die Winkel 3 ?; alle Lésungen s . ! !
erhéalt man durch Addition von Vielfachen der Periode: ol 5 E :‘ ‘:
5 1 1 1 1
m:g+2kw,1‘:%+2kr i i i i

-3m/2 -T -T/2 0 w2 s 3m/2

— y =sinz
1

__ 6. & | _____ @ 6 __ —yzi

Schnittpunkte der Graphen:

(%) < (-53) (53)
(5

Jeder Schnittpunkt entspricht einer Lésung der Gleichung - seine
erste Koordinate ist der Wert von x.




Die Substitution t = sin x und eine quadratische Gleichung.

Eingabe: 2sin?2 x - sin x - 1 = @

Ergebnis
T = g + 2km

Vs

LTy = ? —|—2k7‘(’
11

L3 = Tﬂ- —|—2kﬂ'

kecZ

Lésungsweg
- Wir substituieren t = sin@: 22 —t — 1 =0

+ Die Diskriminante berechnen:
D=0 —dac=(-1)*—-4-2-(-1)=9

+ In die Losungsformel einsetzen:

-bt+tvD 143
tp= —0— = —~
2a 4
Grundgleichung sin x = — —: Am Einheitskreis erfiillen
L o 7m 1lw
sie in einer Umdrehung die Winkel r T; alle

Lésungen erhalt man durch Addition von Vielfachen der

' T 11w
Periode: ¢ = o + 2km, x = o + 9%km

Graph

0,5

-0,5

o
.______________'.________________________

-3mn/2 -m -T/2 0 /2 ¢ 3n/2

— y=2sin’z —sinz — 1
—y=0

Schnittpunkte der Graphen:

. (-‘%’rw) . (—5%\0) . (*%\0) . (g\o)

Jeder Schnittpunkt entspricht einer Lésung der Gleichung — seine
erste Koordinate ist der Wert von x.

+ Grundgleichung sin z = 1: Am Einheitskreis erfiillen sie

T
in einer Umdrehung die Winkel 5; alle Losungen erhalt

man durch Addition von Vielfachen der Periode:
s

r = — + 2kw
2 aly




Die Formel fiir sin 2x und die Zerlegung in ein Produkt.

Eingabe: sin 2x = cos x

Ergebnis
s

T = g + 2km
™

Lo = 5 + km

Lésungsweg
+ Alles auf eine Seite bringen: sin (2z) — cosz = 0

- Wir verwenden die Formel sin 22 = 2 sin & cos Z:

2cosx - sinx —cosx =0

« Wir zerlegen in ein Produkt — ein Produkt ist genau dann
null, wenn einer der Faktoren null ist:
(2sinz — 1)cosz =0

+ Wir l6sen die Gleichung cosz = 0

- Grundgleichung cos z = 0: Am Einheitskreis erfiillen sie
m 3w
in einer Umdrehung die Winkel 3 ?; alle Lésungen

erhélt man durch Addition von Vielfachen der Periode:

™
=—+k
a3 2+ ™
5T m
P G R, S 6
N

-3n/2 -m -T/2 0 w2 s 3n/2

ol

3m

2

+ Wir l6sen die Gleichung 2sinz —1 =0

o 1
Wir isolieren die Winkelfunktion: sinx = 3

o 1
Grundgleichung sinz = 5: Am Einheitskreis erfiillen sie

T bm
in einer Umdrehung die Winkel e F; alle Lésungen
erhéalt man durch Addition von Vielfachen der Periode:

5
m:%+2kw,w:§+2kﬂ

— Yy = sin 2z
—— Y = COST

Schnittpunkte der Graphen:

R T 2 (39)
o (50) o (2%) o (Gh) o (3
()

Jeder Schnittpunkt entspricht einer Lésung der Gleichung - seine
erste Koordinate ist der Wert von x.



Der Hilfswinkel: sin x + cos x = v2-sin(x + 1/4).

Eingabe: sin x + cos x = 1

Ergebnis
T = 2km

™
$2:§+2kﬂ'

kelZ
Lésungsweg

+ Alles auf eine Seite bringen: cosxz + sinz — 1 =10

+ Wir fiihren einen Hilfswinkel ¢ ein:
. . m
cosz +sinz = v2sin (m + Z)' wobeij

VB VB n
COS(p— 2,511’1%07 2 (,074

" Wir isolieren die Winkelfunktion: sin (m + %) = g

' Grundgleichung sin (g; 4+ g) = ?: Am Einheitskreis

T 3T
erflllen sie in einer Umdrehung die Winkel 1 Z; alle
Lésungen erhalt man durch Addition von Vielfachen der

. T m T 3m
Perlode:m+Z:Z+2k7r, w+Z:I+2k7r

-
D

-

-31/2 =T -T2 0

a
RS
N

s 3n/2
— y =sinz + cosx
Schnittpunkte der Graphen:
—2m|1 0[1 w
o (-21l) (731‘1) O o (Tp)
2
e (2m|1)

Jeder Schnittpunkt entspricht einer Lésung der Gleichung — seine
erste Koordinate ist der Wert von x.

+ Wir I6sen nach der Unbekannten auf

3
m+%:%+2k7‘r = x =2krw \/x+%z%+2k7



Ein griechischer Buchstabe — das Ergebnis in Grad.

Eingabe: sin alpha + cos alpha = sqrt(2)

+ Wir isolieren die Winkelfunktion: sin (o 4+ 45%) = 1

Ergebnis « Wir I6ésen nach der Unbekannten auf
a_45o+k:_3600 o +45° =90° + k-360° = o =45+ k-360°
kel Graph
Lésungsweg ‘ |
15 . !
- Alles auf eine Seite bringen: cosa -+ sina — v2 = 0 7‘ /.
+ Wir fiihren einen Hilfswinkel ¢ ein: 1 ' '
cos @ + sina = v/2sin (a + 45°), wobei i |
V2o V2 . R |
cos(p:?,mn(p:? = @ =45° 0 0

0,5
- Grundgleichung sin (o + 45°) = 1: Am Einheitskreis
erfiillen sie in einer Umdrehung die Winkel 90°; alle 4
Lésungen erhdlt man durch Addition von Vielfachen der
Periode: o + 45° = 90° + k - 360° a5 !
90° ‘ |

-270° -180°  -90°  ©° 90°  180°  270°
— y = sina + cosa
—_—y = V2
Schnittpunkte der Graphen:
. (73150\\/5) . (45“\\/5)

Jeder Schnittpunkt entspricht einer Lésung der Gleichung - seine
erste Koordinate ist der Wert von x.

Nur die Losungen im angegebenen Intervall.

Eingabe: sin x = 1/2, x € <0; 4pi)

Ergebnis
T 5
T = o G
: 6 IR P G B, S 6. __
om
Lo — —
6
137
LTy — —(—
6
177
Ty — ——
6 + Die Lésungen im Intervall = € [0; 47)
T 5T 137 17m
T = —, Ty = — = —, Ty = —
Lésungsweg T 6T 6T T 6

o 1
Grundgleichung sinz = E: Am Einheitskreis erfiillen sie

5
in einer Umdrehung die Winkel g, %; alle Losungen
erhalt man durch Addition von Vielfachen der Periode:

5
m:g+2kw,m:§+2kﬁ



Graph

N

0,5

0 w2 g 3n/2 2n 5m/2 3n 2 4n

Schnittpunkte der Graphen:

+(31) +(52) +(5) (7Y

Jeder Schnittpunkt entspricht einer Lésung der Gleichung - seine
erste Koordinate ist der Wert von x.

T

Ein Bogen des Einheitskreises, ein Intervall um null.

Eingabe: cos x > 1/2

Ergebnis

m m
e(-Z fokm I 2k>
T ( 3+ ™ 3+ T
keZ
Lésungsweg

o 1
Grundungleichung cosx > 5: Am Einheitskreis gilt sie

auf dem markierten Bogen; mit der Periode:

m ™
T e (75 + 2km; 3 +2k7r>

-3m/2 - -T/2 0 w2 s 3n/2
—_— Y = COST

1
—_— = —

2

Lésung der Ungleichung — wo die Beziehung
zwischen beiden Kurven gilt



Die Nullstellen auf einer Periode und das Vorzeichen dazwischen.

Eingabe: 2sin?2 x - sin x - 1 > @

Ergebnis
7 11

T e —W—&—ka; —W+2k7r
6 6

keZ

Losungsweg

+ Zuerst losen wir die Gleichung

—sinz 4 2sinz —1=0
- Wir substituierent = sinz: 2t2 — ¢t — 1 =0

+ Die Diskriminante berechnen:
D=0 dac= (1% —-4-2-(-1)=9

+ In die Losungsformel einsetzen:
—b+vD 143

t —
1.2 2a 4

o 1
Grundgleichung sin z = ——: Am Einheitskreis erfiillen
117

7T
sie in einer Umdrehung die Winkel ey alle

Lésungen erhélt man durch Addition von Vielfachen der

7 11
Periode: © = ?ﬂ- + 2km, x = Tﬂ 4 2km

+ Grundgleichung sin z = 1: Am Einheitskreis erfiillen sie

m
in einer Umdrehung die Winkel 5; alle Losungen erhilt

man durch Addition von Vielfachen der Periode:
s
= — 42k
3 2 —+ 2R

ol 3




+ Die Funktion hat die Periode 27. Ihre Nullstellen (und die
7 1ln

6’ 6
zerlegen eine Periode in Intervalle; nach dem Vorzeichen
darauf gilt die Ungleichung fiir:

7 11
T (% + 2km; =r +2k7r>

i
Stellen, an denen sie nicht definiert ist) 3

6

Graph

0,5

-0,5

-3n/2 -m -T/2 0 w2 s 3n/2

—y:2sin2m—sinx—1
—y=0

Losung der Ungleichung — wo die Beziehung
zwischen beiden Kurven gilt

Bekannte Einschrankungen

» Gleichungen, in denen die Unbekannte auch auRerhalb einer Winkelfunktion steht (x = cos x), werden
nur numerisch und ohne Periode gelost.

» Doppelte trigonometrische Ungleichungen (-1/2 < sin x < 1/2) und Winkelfunktionen im Betrag werden
noch nicht unterstitzt.



Ungleichungen und Ungleichungssysteme

Quadratische und Bruchungleichungen 16st die App mit den Nullstellen und einer Vorzeichentabelle. Eine
Doppelungleichung und ein Ungleichungssystem Iost sie als Schnittmenge der Losungen der einzelnen
Ungleichungen, die sie auf der Zahlengeraden zeigt. Ein Ungleichungssystem mit zwei Unbekannten 16st
sie als Bereich in der Ebene und farbt ihn im Graphen ein.

Bei einem Ungleichungssystem mit zwei Unbekannten gibt die App auch die Ecken des Bereichs an — die
Schnittpunkte der Grenzen mit exakten Koordinaten. Ein System aus einer Gleichung und Ungleichungen
mit einer Unbekannten wird geldst, indem die Gleichung gel6st und ihre Lésungen in die Ungleichungen
eingesetzt werden; mit zwei Unbekannten ist die Losung der Teil der Kurve der Gleichung, der im Bereich
der Ungleichungen liegt — im Graphen hervorgehoben, seine Endpunkte exakt berechnet. Ein System
lasst sich auch in eine Zeile schreiben, durch Semikolons getrennt (2x > 4; 3x < 81).

Beispiele

Eine quadratische Ungleichung — Nullstellen und Vorzeichen.

Eingabe: x*2 - x - 6 > @

Ergebnis Graph
z € (—oo; —2) U (3; 00)

Losungsweg
+ Faktorisieren: (z — 3)(z +2) > 0

- Die kritischen Stellen teilen die Zahlengerade in
Intervalle: £, = —2, &y, = 3

» Vorzeichen auf den einzelnen Intervallen:

(=005 =2) (=2;3) (3; )
z—3 = = I
z 42 = + I
(z—3)(z+2) + = +

-2 0 2 4
_y = 2—z—6
—_—y =0
Lésung der Ungleichung — wo die Beziehung
zwischen beiden Kurven gilt

Schnittpunkte der Graphen:
e (—2/0) e (3]0)



Eine Bruchungleichung — der Nenner darf nicht null sein.

Eingabe: (x+1)/(x-3) <= 0

Ergebnis Graph

z € [—1; 3) |

Bedingungen: © # 3 6 i i

Lésungsweg 4 . i

+ Bedingungen — der Nenner darf nicht null sein: ¢ # 3 , i :
| [
| [

- Die kritischen Stellen teilen die Zahlengerade in
Intervalle: @y = —1, &y =3

+ Vorzeichen auf den einzelnen Intervallen:

| I
| |
(zoo; —1) (=1;3) (3;00) 2 i '
= | |
z+1 = il + 4 ! I

1 - !
22 + = + : |
| I
2 -1 0 1 2 3

ozt

yiw—3

_y:(]

Loésung der Ungleichung — wo die Beziehung
zwischen beiden Kurven gilt

Schnittpunkte der Graphen:
® (—1/0)



Eine Doppelungleichung.
Eingabe: -1 <= 2x + 1 < 5

Losung des Systems (Schnittmenge)

Ergebnis ® Y
O
T e [— ].; 2) -1 9
Lo Jede Ungleichung hat ihre eigene Zeile auf der Zahlengeraden, ihre
OSungsweq Schnittmenge ist grin. Ein ausgeftllter Punkt gehort zur Lésung,

ein leerer nicht.
+ 1. Ungleichung: —1 < 2z + 1

« Terme mit der Unbekannten links lassen, den Rest nach
rechts bringen: —2z < 2

+ Durch die negative Zahl —2 dividieren, das
Ungleichheitszeichen dreht sich um: z > —1

- Die Lésung dieser Ungleichung ist z € [—1; 00)
+ 2. Ungleichung: 2z +1 < 5

« Terme mit der Unbekannten links lassen, den Rest nach
rechts bringen: 2z < 4

+ Durch die positive Zahl 2 dividieren, das
Ungleichheitszeichen bleibt: 2 < 2

+ Die Lésung dieser Ungleichung ist z € (—o0; 2)
+ Die Losung des Systems ist der Durchschnitt der

Lésungen der einzelnen Ungleichungen: = € [—1; 2)

Graph

L
w

O

Ungleichungssystem mit zwei Unbekannten — ein Bereich in der Ebene und seine Ecken.
Eingabe: x + y <= 4
X -y >0



y >= 0

Ergebnis
y<4-=x
y<z
y € [0; 00)

Lésungsweg
+ 1. Ungleichung: = +y < 4

+ Die Grenze ist die Kurve = + y = 4 - durchgezogen, ihre
Punkte gehéren zur Losung.

- Wir setzen den Punkt [0; 0] ein: 0 < 4 gilt - die Lésung
ist der Teil der Ebene, in dem der Punkt liegt.

+ 2. Ungleichung:z —y >0

- Die Grenze ist die Kurve £ — y = 0 — durchgezogen, ihre
Punkte gehoren zur Losung.

+ Wir setzen den Punkt [1; 0] ein: 1 > 0 gilt - die Lésung
ist der Teil der Ebene, in dem der Punkt liegt.

+ 3. Ungleichung:y = 0

+ Die Grenze ist die Kurve ¥ = 0 - durchgezogen, ihre
Punkte gehéren zur Losung.

- Wir setzen den Punkt [0; 1] ein: 1 > 0 gilt — die L&sung
ist der Teil der Ebene, in dem der Punkt liegt.

+ Die Losung des Systems ist der gemeinsame Teil dieser
Gebiete — im Graphen eingefarbt.

+ Ecken des Bereichs (Schnittpunkte der Grenzen):
[0; 0], [2; 2], [4; 0]

Graph

5] 0 1 2 3 4 5
—z+ty<d & y<d—=2
—az—y>0 & y<a
— y =0 & ye[0; c0)
Die Losung ist das eingefarbte Gebiet. Eine durchgezogene
Grenze gehort dazu, eine gestrichelte nicht.

Ecken des Bereichs:
e (0/0) e (2/2) e (4]0)



Eine Ungleichung in den ganzen Zahlen — die ganzen Zahlen des Intervalls werden aufgezahlt.

Eingabe: x*2 < 10

Ergebnis
xz e {-3; —2; —1; 0; 1; 2; 3}

Losungsweg

+ Alles auf eine Seite bringen: z> — 10 < 0

+ Die kritischen Stellen teilen die Zahlengerade in

Intervalle: ; = —+/10, 3 = v/ 10

+ Vorzeichen auf den einzelnen Intervallen:

[ (“o0i VD) (VTG VI0) (VI oc)

2% —10 | + +

* In den reellen Zahlen z € (7\/ 10; v/ 10); in Z:
<€ {-3; -2; —1; 0; 1; 2; 3}

Graph

30

20

— y o .’EQ

—y=10
Losung der Ungleichung - wo die Beziehung
zwischen beiden Kurven gilt

Schnittpunkte der Graphen:

. (fx/ﬁuo) o (\/E\lo)

Gleichung und Ungleichung — die Losungen der Gleichung in die Ungleichung eingesetzt.

Eingabe: x*2 - x - 6 = @

X > 0

Ergebnis
T=3

Losungsweg

+ Zuerst |6sen wir die Gleichung 22 — = — 6 = 0, dann
setzen wir ihre Losungen in die Ungleichungen ein.

+ Die Diskriminante berechnen:
D=0 dac= (-1 —-4-1-(-6)=25

-+ In die Lésungsformel einsetzen:
~-b++vD 145
Tipg=—"—"(H = 5
2a 2
+ Die Losung z = —2 erfiillt die Bedingung = > 0 nicht
und ist daher keine Losung.

- Die Losung x = 3 erfiillt die Bedingungen.

Kreis und Halbebene — die Losung ist ein Bogen, seine Endpunkte gehoren nicht dazu.

Eingabe: x*2 + y*2 = 4



y > X

Ergebnis Graph
2 2 /
" +y =4 ’
’
xr 2 7
y > -\/
0 1 7\
Lésungsweqg / \
/7
\
- Die Losung sind die Punkte der Kurve 2 + 5> = 4, die 0 ud
im durch die Ungleichungen gegebenen Bereich liegen. , 4 !
Zuerst bestimmen wir diesen Bereich: 1 / //
’
+ Die Grenze ist die Kurve ¥ = Z — gestrichelt, ihre Punkte P g -
gehoren nicht zur Lésung. % / I
7
+ Wir setzen den Punkt [1; 0] ein: 0 > 1 gilt nicht — die >
Losung ist der Teil der Ebene, in dem der Punkt nicht 3 2 Kl 0 1 2 3

liegt. 3 9
— 2’ +y’ =4 & y=1+v4— z?
+ Endpunkte des Kurvenstiicks: ———y >

[7f; 7\6}’ {\/é’ \/ﬂ = G Ty Die Losung ist der griin hervorgehobene Teil der Kurve —
Grenze, sie gehoren nicht zur Losung. der Teil im schattierten Bereich. Ein ausgefiillter Endpunkt
gehort zur Losung, ein leerer nicht.

Endpunkte:

o (a@*ﬁ) o (\@\\/5)

Bekannte Einschrankungen

e Ein System mit zwei oder mehr Gleichungen zusammen mit Ungleichungen wird noch nicht gelost;
Dezimalzahlen mit Punkt schreiben (x > 2.5).



Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem mit zwei Unbekannten 16st die App mit dem Additions- oder dem
Einsetzungsverfahren, groRere Systeme mit dem Gaul3-Verfahren — auch in Matrixschreibweise. Das
Verfahren wahlen Sie mit einem Chip. Ein System aus zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten bekommt
auch einen Graphen, in dem die Lésungen die Schnittpunkte der Geraden oder Kurven sind.

Ein nichtlineares System (etwa Kreis und Gerade) 16st und zeichnet die App, vorerst ohne Losungsweg.

Beispiele

Das Additionsverfahren.

Eingabe: 2x + 3y = 7

x -y=1 Additionsverfahren

Ergebnis Graph

Tz =2

y=1 g \
Losungsweg 2 \
+ Die erste Gleichung mit 1 und die zweite mit —2

multiplizieren, damit  beim Addieren wegfallt /,\
26+ 3y =7 0 i
2242y = 2 /
-1
+ Gleichungen addieren, Z fallt weg: 5y = 5 /
« Losen:dy =5 = y=1
1 0 1 2 3 4 5
» In Gleichung 2 einsetzen:z — 1 =1 = = =2
7 2z

— 22+ 3y=7 y=- — —
Y ) 3 3

—_—zz—y=1& y=x-—1

Schnittpunkte der Graphen:

® (21)

Jeder Schnittpunkt entspricht einer Losung des
Gleichungssystems — seine Koordinaten sind die Werte von x und

y.

Drei Gleichungen — Gaul3-Verfahren.

Eingabe: x + y + z = 6
2X -y +2z =3



X+ 2y -z =2 GaulB-Verfahren

Ergebnis
z=1
y=2
z=3
Lésungsweg

« Z aus den folgenden Gleichungen eliminieren
T+Y+z==6

» Y aus den folgenden Gleichungen eliminieren

T+y+z2=26
—3y—2=-9
=5 = =3}

+ Lésen: —z2= -3 = z=3

« In Gleichung 2 einsetzen: —3y — 3= -9 = y =2

» In Gleichung 1 einsetzen:z +5 =6 = =1

Kreis und Gerade.

Eingabe: x*2 + yr2 = 25

X+y =7
Ergebnis
ry =3, =4
3 =4, yp =3
Graph

N\

-8 -6 -4 e2) 0 2 4 6 8 10

— '+’ =25 & y=4v25—2?
—zty=7c y="7—=
Schnittpunkte der Graphen:

® (3[4) e(4)3)

Jeder Schnittpunkt entspricht einer Losung des

Gleichungssystems — seine Koordinaten sind die Werte von x und
y.



Bekannte Einschrankungen

* Nichtlineare Systeme sind vorerst ohne Losungsweg.



Gleichungen und Ungleichungen mit Parameter

Ein weiterer Buchstabe neben der Unbekannten ist ein Parameter — eine beliebige reelle Zahl, von der die
Losung abhangt. Die App formt die Gleichung in die Form A-x = B um (eine quadratische in A-x2+ B:x + C
= 0) und unterscheidet die Félle nach den Werten des Parameters: wo der Koeffizient der Unbekannten
null ist, wo die Diskriminante positiv, null oder negativ ist, wo die Bedingungen eine Losung ausschliel3en
und fir welche Werte die Aufgabe keinen Sinn hat. Das Ergebnis fasst die Falle zusammen.

Die Unbekannte wahlt die App in der Reihenfolge x, Y, z, u, v, w, t; die anderen Buchstaben sind Parameter.
Eine andere Unbekannte wahlst du mit dem Chip ,Unbekannte” oder schreibst sie nach einem Komma.
Der Graph zeigt alle Losungen als Kurve (bei einer Ungleichung als Bereich) in der Ebene Parameter —
Unbekannte; mit dem Schieberegler wahlst du den Wert des Parameters und liest die Lésungen auf der
senkrechten Geraden ab.

In einem unbestimmten Integral sind andere Buchstaben Konstanten — die App gibt an, welche nicht null
sein diirfen (J dx/(a - bx)? fir b # 0).

Eingabe
2ax + a = 4x Jeder weitere Buchstabe ist ein Parameter; die
Unbekannte ist x (odery, z, ...).
(g+3)x = 2x + g, Unbekannte q Die Unbekannte oder den Parameter kannst du nach

einem Komma angeben (,a ist Parameter”,
,2Unbekannte q“).



Beispiele

Lineare Gleichung - fiir a = 2 keine Losung.

Eingabe: 2ax + a = 4x

Ergebnis Graph
a
L= —F—, a 7é 2
2(2—a)

z €0, a= 4
Losungsweg 2
+ Die Unbekannte ist #, der Parameter @ ist eine beliebige ®

reelle Zahl. Die Lésung hangt von seinem Wert ab, 0

deshalb untersuchen wir die einzelnen Félle
(Fallunterscheidung).

- In die Grundform umformen: 2(a — 2)z = —a *
 Fiira # 2ist 2(a 73) ungleich null, wir diirfen dadurch y
dividieren: * = m
+ Fir a = 2 ist der Koeffizient der Unbekannten null:
O-z2=-2alsoz el -4 2 0 2 4

— 2xa + a = 4x

Jeder Punkt [a; x] der Kurve ist eine Lésung. Fiir einen gew&hlten
Wert von a liegen die Losungen auf der senkrechten Geraden -
verschiebe sie mit dem Schieberegler.




Quadratische Gleichung — Fallunterscheidung nach der Diskriminante.

Eingabe: x*2 + 6x + p = 0

Ergebnis Graph
17172:—3:&\/9—;0, p<9
_ _ 6
xr = -3, p=9
z € 0, p>9 .
" 2
Lésungsweg
- Die Unbekannte ist , der Parameter P ist eine beliebige 0 ®
reelle Zahl. Die Lésung hangt von seinem Wert ab, 5
deshalb untersuchen wir die einzelnen Félle ’
(Fallunterscheidung). .

- In die Grundform umformen: z2 +6x+p=20

6 L-@
+ Die Diskriminante in Abh&dngigkeit vom Parameter: /
D=6>-4-1-p=36—4p=4(9 — p) -8
+ Fiirp < 9ist D > 0, die Gleichung hat zwei verschiedene
Losungen:zyp = —3++4/9 —p 4 2 0 2 4 6 8 10
« Firp > 9ist D < 0, die Gleichung hat keine reelle —_— 22 1 B+ p=20
Lésung.

Jeder Punkt [p; x] der Kurve ist eine Losung. Fiir einen gewahlten
Wert von p liegen die Lésungen auf der senkrechten Geraden -
verschiebe sie mit dem Schieberegler.

0

p=1: =~ -583 —0,17

- Firp = 9ist D = 0, die Gleichung hat eine doppelte
Lésung: z = —3

Ungleichung — das Vorzeichen des Koeffizienten entscheidet iiber die Richtung.

Eingabe: 2x + 2p - 5 < 2px + 7

Ergebnis Graph
p—6 1
r<——, p<l i
p—1 I
10
z € R, p=1 ,'
p—=6
T > b) p > 1 5 1
p—1 y
— s
Losungsweg 0 ——==——
4
+ Die Unbekannte ist #, der Parameter P ist eine beliebige /
reelle Zahl. Die L&sung hangt von seinem Wert ab, 5 !
deshalb untersuchen wir die einzelnen Falle :
(Fallunterscheidung). I
+ In die Grundform umformen: 2(1 — p)z < 2(6 — p) 10 5 0 5 10
« Firp < list2(1 — ositiv — beim Dividieren bleibt -6
P (=p)p p—6 ---2m+2p—5<2wp+7¢>w:p—
das Ungleichheitszeichen: < Zfl p—1
Der eingefarbte Bereich enthélt alle Lésungen [p; x]. Fiir einen
+ Fiirp > 1list 2(1 — p) negativ — beim Dividieren kehrt gewahlten Wert von p ist der hervorgehobene Teil der senkrechten

p—6 Geraden die Losung — verschiebe sie mit dem Schieberegler.
sich das Ungleichheitszeichen um: © > }f

« Firp = 1list der Koeffizient der Unbekannten null:

0-z <10,alsoz € R p=1



Bekannte Einschrankungen

» Bisher lineare und quadratische Gleichungen und lineare Ungleichungen; die vollstandige
Fallunterscheidung nach Intervallen nur mit einem Parameter, mit mehreren die allgemeinen Falle.

* Fragen wie ,fiir welche p hat die Gleichung eine positive Losung” und Gleichungssysteme mit
Parameter werden noch nicht unterstiitzt.



Terme umformen

Einen Term ohne Gleichheitszeichen formt die App nach dem gewahlten Chip um: sie vereinfacht ihn
(einen Bruchterm auf den Hauptnenner gebracht und gekiirzt, mit Definitionsmenge), multipliziert aus,
faktorisiert (durch Ausklammern, binomische Formeln und das Horner-Schema) oder zerlegt in
Partialbriiche — wie auf Papier, mit Gleichungen fiir die unbekannten Koeffizienten. Faktorisiert wird Giber
den ganzen Zahlen; lasst sich der Term (ber den reellen Zahlen weiter zerlegen (mit irrationalen
Nullstellen), zeigt es der nachste Schritt. Die Wurzel aus einem Monom wird teilweise gezogen - bei
einer geraden Wurzel als Betrag, wo die Basis negativ sein kann. Auch komplexe Zahlen gehen — die
Division durch Erweitern mit der konjugiert komplexen Zahl.

Beispiele

Einen Bruchterm vereinfachen.

Eingabe: (x*2 - 1)/(x*2 + 2x + 1)  Vereinfachen
Ergebnis
x — 1
r+1

Bedingungen: = # —1

Lésungsweqg

+ Bedingungen — der Nenner darf nicht null sein: ¢ # —1
(z—1)(z+1)
(z+1)°

o z—1
Den gemeinsamen Faktor « + 1 kiirzen:
z+1

) Zahler und Nenner faktorisieren:

Ausmultiplizieren.

Eingabe: (x + 2)73  Ausmultiplizieren
Ergebnis
z3 + 622 + 122 + 8

Losungsweg

+ Klammern ausmultiplizieren und gleichartige Terme
zusammenfassen: 7% 1+ 622 + 12z + 8



Faktorisieren mit dem Horner-Schema.

Eingabe: x*3 - 6x72 + 11x - 6  Faktorisieren

Ergebnis

(x —3)(x—2)(z—1)

Lésungsweg

+ Rationale Nullstellen kdnnen nur Teiler des Absolutglieds
—6 sein: £1, £2, +3, £6

+ Mit dem Horner-Schema bestatigen wir die Nullstelle
« = 1 und dividieren das Polynom:

1 -6 11 -6
111 -5 6

P(z) = (z — 1)(2* — 5z + 6)

- Durch Einsetzen sehen wir, dass diese Kandidaten keine
Nullstellen sind: P(—1) = —24 #£ 0

+ Mit dem Horner-Schema bestéatigen wir die Nullstelle
« = 2 und dividieren das Polynom:

1 -5 6
211 -3

P(z)=(z —1)(z — 2)(xz — 3)

Partialbruchzerlegung.
Eingabe: (3x + 5)/(x*2 + x - 2)  Partialbriiche

Ergebnis
8 1

3@—1) | 3(z+2)

Bedingungen: = # —2, x # 1

Losungsweg

« Bedingungen - der Nenner darf nicht null sein:

r# -2, x#£1
+ Nenner faktorisieren: (z — 1)(z + 2)
" Ansatz fir die Zerl : + B
s il 6le delaingg === 4

+ Beide Seiten werden mit dem Nenner (z — 1)(z + 2)
multipliziert: 3z + 5 = A(x + 2) + B(z — 1)

. 8
Einsetzenvonz =1:8 =34 = A= 3

. 1
Einsetzenvonz = —2: —1 = -3B = B = 3



Teilweises Wurzelziehen mit Betrag.

Eingabe: sqrt(8a”5 b”2)  Vereinfachen

Ergebnis

2a*|b|v/2a

Lésungsweg

+ Teilweise radizieren — Potenzen unter der Wurzel
kommen davor (bei einer geraden Wurzel als Betrag, wo
die Basis negativ sein kann): 2a2|b|v/2a

Division komplexer Zahlen.

Eingabe: (3+4i)/(1-2i)  Vereinfachen

Ergebnis
—1+4 23

Losungsweg

+ Den Bruch mit der konjugiert komplexen Zahl des
Nenners, 1 + 21, erweitern

(3+4i)(1+2) 5+ 10i

- — 142
(1 20)(L 1 20) 5 e




Grenzwerte

MathSolver berechnet den Grenzwert einer Funktion einer Variablen an einer Stelle, im Unendlichen und
einseitige Grenzwerte und geht vor wie in der Schule: zuerst versucht er einzusetzen. Der Grenzwert einer
Folge (n — o) geht genauso — auch die Form 1%co oder eine Summe von Potenzen, aus der das am
schnellsten wachsende Glied ausgeklammert wird.

Ergibt das Einsetzen einen unbestimmten Ausdruck (0/0, oo/, ...), wahlt er eine Umformung nach der
Form der Funktion — Faktorisieren und Kirzen, Erweitern mit dem konjugierten Term, Division durch die
hochste Potenz, einen bekannten Grenzwert (sin x / x) oder die Regel von L'Hospital, auch wiederholt.

Einen unendlichen Grenzwert oder einen, der nicht existiert (die einseitigen Grenzwerte unterscheiden
sich), gibt er nie als Zahl aus — er sagt es in Worten und zeigt die einseitigen Grenzwerte. Zum Ergebnis
gehort ein Graph der Funktion in der Nahe der Stelle mit markiertem Grenzwert.

Beim Grenzwert einer Folge zeigt der Graph die Punkte a;, a5, as, ... statt einer stetigen Kurve.

Eingabe

lim(x->2) (x"2-4)/(x-2) Ein eingetippter Grenzwert: nach dem Wort lim in
Klammern die Variable, der Pfeil -> und die Stelle, dann
die Funktion.

lim(x->00) (3x72+1)/(x"2-5) Ein Grenzwert im Unendlichen: unendlich schreibt man
00 (minus unendlich -00).

lim(x->0+) 1/x Ein einseitiger Grenzwert: + (von rechts) oder - (von
links) nach der Stelle.

\1lim_{x \to @} \frac{\sin x}{x} Vom Foto oder in LaTeX, wie die Kamera es erkennt.

lim(n->00) ((n+2)/(n+1))~(2n+3) Der Grenzwert einer Folge im Unendlichen.



Beispiele

Der unbestimmte Ausdruck 0/0 — den Zahler faktorisieren und kiirzen.

Eingabe: lim(x->2) (x*2-4)/(x-2)

Ergebnis

2
. oxt—14
lim =4
=2 1 — 2
Losungsweg

o 0
Einsetzen ergibt den unbestimmten Ausdruck 0 der

Ausdruck muss umgeformt werden.

» Umformen und kiirzen

2 _ 4 _9 9
lm Tt i G DEED g
=2 T — z—2 T —2 r—2
- Einsetzen: im (z +2)=2+2=4

T—2

Graph

ol 0 1 2 3

at—4
&= z—2

m——y =4

Grenzwert:
o (2/4)
Leerer Kreis — der Wert, dem sich die Funktion nédhert (an der

Stelle selbst muss sie nicht definiert sein); gestrichelt — der
Grenzwert.



Ein Grenzwert im Unendlichen — Zdhler und Nenner durch die hochste Potenz dividiert.

Eingabe: lim(x->00) (3x72+1)/(x"2-5)

Ergebnis Graph
[ I
. 3x2+1 ‘ ,
hm S = = 3 \ I
z—o T4 —H . | |
[ I
[ I
Losungswe ‘ I

J g == o Te—
%) \ I
° Einsetzen ergibt den unbestimmten Ausdruck = der [ I
[ I
Ausdruck muss umgeformt werden. 2 I |
[ I
- Zshler und Nenner durch 2?2 teilen — Terme wie ¢/x" I I
gehen gegen null : l :
322 41 34+ ‘ '
Em 22 o 2T 3 ! l
z—=o0 T* — 5 z—00 1 — % I I
* 0 T T
[ I
[ I
[ I
5 0 5 10
3241
o= x2—5
——y=3

Leerer Kreis — der Wert, dem sich die Funktion nahert (an der
Stelle selbst muss sie nicht definiert sein); gestrichelt — der

Grenzwert.
Der bekannte Grenzwert sin x / x.
Eingabe: 1lim(x->0) sin(3x)/x
Ergebnis Graph
. sin(3z
lim S2032) _ 5
z—0 T
3 e -
Losungsweg
o o . 4 0
Einsetzen ergibt den unbestimmten Ausdruck 0 der 2
Ausdruck muss umgeformt werden.
* Wir verwenden den bekannten Grenzwert lim smE 1 1
z—=0 T
. sin(3x) . sin(3x)
lim = lim :3=1-3=3
x—0 €T z—0 3
0 /

5 0,5 0 0,5 1
sin (3x)
—_— = =
———y =3
Grenzwert:
e (0[3)

Leerer Kreis — der Wert, dem sich die Funktion nahert (an der
Stelle selbst muss sie nicht definiert sein); gestrichelt — der
Grenzwert.



Die Regel von LHospital, zweimal nacheinander angewendet.
Eingabe: lim(x->0) (e”x-1-x)/x"2

Ergebnis Graph

. —x+et—-1 1
hm—z:—
z—0 78 2

Losungsweg

o 0
Einsetzen ergibt den unbestimmten Ausdruck 0 der

Ausdruck muss umgeformt werden.

+ Regel von LHospital — Zahler und Nenner ableiten

. —xz+er—1 C (rxter—1) | er—1 02
lim 7 = lim 2 = lim ’
z—0 T -0 (:L‘Q) z—0 2x

o 0
Einsetzen ergibt den unbestimmten Ausdruck 0 der

Ausdruck muss umgeformt werden.

+ Regel von LHospital — Zahler und Nenner ableiten -1 05 0 0,5 1
et -1 (er 1) | em et —1—=x
lim = lim — = lim — —_—=
z—0 2T z—0 (2;,13) z—0 2 ;1;2
. er el 1 m——y = =
Einsetzen: lim — = — = — 2

z—0 2 2 2
Grenzwert:

0}

Leerer Kreis — der Wert, dem sich die Funktion nahert (an der
Stelle selbst muss sie nicht definiert sein); gestrichelt — der
Grenzwert.

Die einseitigen Grenzwerte unterscheiden sich — der Grenzwert existiert nicht.

Eingabe: 1lim(x->0) 1/x

Ergebnis Graph

Der Grenzwert existiert nicht — die
einseitigen Grenzwerte sind :
verschieden.

2
Losungsweg .
+ Einsetzen ergibt eine Zahl ungleich null durch null — der
Grenzwert ist unendlich, das Vorzeichen von links und C
1 1
von rechts: lim — — —
z—0 T 0 -1
0 o e .1 .
Einseitige Grenzwerte: lim — = —o0, lim — = o )
z—0- T z—0+ T




Grenzwert einer Folge — das am schnellsten wachsende Glied 9" ausklammern.

Eingabe: lim(n->00) (6”"n+7”n+97n)~(1/(2n))

Ergebnis
lim (6" + 7" + 9")% =3

n—o0

Losungsweg

» Den am schnellsten wachsenden Term 9™ ausklammern
- die anderen durch ihn geteilt gehen gegen null
lim (6" + 7 + 9% — Tim 8- (s 1) =
A (T )T = Im VO (gt T =
Graph

5

®e
3 ———-—-9000.000000000000000000000

® Glieder a_n Grenzwert der Folge

Die Punkte sind die Glieder a_n flirn =1, 2, 3, ... Hat die Folge
einen Grenzwert, nahern sich die Glieder ihm (gestrichelt).



Ableitungen

Die App leitet nach den Regeln ab — Summen-, Faktor-, Produkt-, Quotienten- und Kettenregel — und sagt
bei jedem Schritt, welche Regel sie verwendet hat. Sie kann auch hohere Ableitungen und den Wert der
Ableitung an einer Stelle. Grundfunktionen (x?, sin x, e, ...) leitet sie auch nach Definition ab, als
Grenzwert des Differenzenquotienten. Zum Ergebnis gehort ein Graph der Funktion und ihrer Ableitung.

Bei einer durch eine Gleichung in x und y implizit gegebenen Funktion (x® + y2 = 3xy) leitet sie beide
Seiten nach x ab (y als Funktion von x) und driickt y' aus, oder verwendet die Formel y' = -F_x / F_y; sie
bestimmt auch y” und in einem gegebenen Punkt Tangente und Normale und zeichnet die Kurve.

In einem singuldren Punkt (die Kurve schneidet sich oder hat eine Spitze) bestimmt sie die Tangenten
aus den Gliedern niedrigsten Grades — beim kartesischen Blatt im Ursprung x =0 undy = 0.

Eingabe

(x*2 sin x)' Die Ableitung mit einem Strich nach der Klammer.

d/dx (e*x / x) Die Schreibweise d/dx, auch vom Foto (\frac{d}{dx}).

(x*3 1n x)"' Hohere Ableitungen mit mehreren Strichen oder mit
der Ordnung beim Chip ,Ableiten”.

(x*2 + 1) | _{x=2} Die Ableitung an einer Stelle, oder die Stelle beim Chip
eintragen.

x"2 sin x Ein Term mit dem Chip ,Ableiten” — dort wahlen Sie
auch die Ordnung, die Stelle und den Weg (nach den
Regeln / nach Definition).

X"3 + y~3 = 3xy Eine Gleichung in x und y — der Chip ,Implizite

Ableitung” (Ordnung 1 oder 2, Verfahren, Punkt [Xo; Yol)
oder ,Graph der Kurve“; geschrieben diff(x*3+y*3=3xy,

X).



Beispiele

Die Produktregel.
Eingabe: (x*2 sin x)'

. Wo die Ableitung positiv ist, steigt die Funktion, wo sie negativ ist,
Ergebnis fallt sie. In den Nullstellen der Ableitung hat die Funktion eine
waagerechte Tangente.

] .
y = 2zxsinx + z? cosx

Losungsweg

+ Produktregel (u-v) =u"v+uv'

(x® sina;), = (mQ)! sinz 4 2% - (sinz)’ = 2zsinz + 2?

Graph

20

10

-10

-20

-4 0 0 2 4
— g = A F
y =2 sinz
—y’:2$sinm+x2cosm



Die Quotientenregel.

Eingabe: d/dx (e*x / x)

Ergebnis
, dHET =@

y_ 1132

Losungsweg

+ Quotientenregel (u/v)' = (u"v - u-v')/v?

(ﬁ)’: () -z—e-(a) _mem—e

x x? 2

Graph

-10

eI
—_—y = —
T
,  xe® —e”
—y =
)

Wo die Ableitung positiv ist, steigt die Funktion, wo sie negativ ist,
fallt sie. In den Nullstellen der Ableitung hat die Funktion eine
waagerechte Tangente.



Die zweite Ableitung.

Eingabe: (x#3 1n x)"''

Ergebnis Graph
y' =5z +6zlnz

Lésungsweg 15

* 1. Ableitung: i = (2° Inx)’

+ Produktregel (u-v)' =u"v + u-v' 10
(z* lnw)l = (m3), ‘Inz+ 2 (Inz) =32 Inz + 22

+ 2. Ableitung: " = (ac2 +32%In .11)’ °

+ Die Ableitung einer Summe ist die Summe der
Ableitungen: (22 + 3a° lnx)/ = (xz)’ + (322 lnm)’ 0

+ Den konstanten Faktor vor die Ableitung ziehen:
(31‘2 lnx)l =3- (xQ lnm)’

+ Produktregel (u-v) =u"v+uv' -1 05 0 0,5 1 15
(1‘2 lnw)l = (m2), ‘Inz+2?- (Inz) =2z +z _— = lnz

— " =bzx +6zxlnzx
« Einsetzen:

2 ; Wo die zweite Ableitung positiv ist, ist die Funktion konvex
(32mz) =3 (z+2znz) = 3(z + 2xInx)

(linksgekrimmt), wo sie negativ ist, konkav (rechtsgekrimmt).

* Einsetzen: (22 + 3z°Inz)' =22 + 3(z + 2zInz)

+ Vereinfachen: vy = 5z + 6zlnx

Die Ableitung nach Definition als Grenzwert.

Eingabe: x*2  Ableiten — Nach Definition

Ergebnis Graph
/
Yy =2z
3
Lésungsweg
2
- Ableitung nach der Definition
) f@+R) —f(@) . (z+h) -2 !
y' = lim = lim
h—0 h h—0
0
o 0
Einsetzen ergibt den unbestimmten Ausdruck — - der
-1
Ausdruck muss umgeformt werden.
- Umformen und kiirzen -2
2
T+ h)" — a2 h(2z + h
lim (z+h) = lim ( ) = lim (22 + h) -3
h—0 h—0 h—0
= im (22 + h) = 2z
Einsetzen: /HU( ) . G . o .
—_—y = 72
— y' = P

Wo die Ableitung positiv ist, steigt die Funktion, wo sie negativ ist,
fallt sie. In den Nullstellen der Ableitung hat die Funktion eine
waagerechte Tangente.



Implizite Ableitung — das kartesische Blatt, Tangente und Normale in [3/2; 3/2], die zweite Ableitung.

Eingabe: x*3 + y*3 = 3xy

Ergebnis
y/__$2_y
v —x
2xy
y/r__ - -
(v* — )
3
/
= 1l
v(3)
tty=3—=x
ny==x
3 32
mevy - _°°
v'(5) 3

Bedingungen: y° —z #£ 0
Losungsweg

+ Die Funktion y = y(x) ist durch die Gleichung
2 4 9® = 3xy gegeben — wir leiten beide Seiten nach x
ab, y als Funktion von x (Kettenregel: z. B. (y3)' = 3y?y").

+ Beide Seiten abgeleitet:
(z* +3%) = (3zy) = 3y’y + 32 = 3zy’ + 3y

+ Die Terme mit y' nach links, der Rest nach rechts, y'
ausgeklammert: y’(3y2 = Sw) = 32 + 3y

Graph

2,5

0,5

y' ausgedriickt: ¢’ = ——;

-0,5

—_a® y3 = 3xy

—_—tty=3—-z

= LY =T

Die durch die Gleichung gegebene Kurve. Im gegebenen Punkt die
Tangente (durchgezogen) und die Normale (gestrichelt).

Implizite Ableitung, Ordnung 2, Punkt [3/2; 3/2]

z2 —y

Yy —x

+ Die zweite Ableitung — y' noch einmal nhach x abgeleitet

(y und y' sind Funktionen von x)

W i 2wy 23y — Py +a? —ay
y27w y472wy2+w2

+ y' eingesetzt

J = 2zy(z +y+1)(z® —ay+y? —z—y+1)

(-4 +2)°
- Auf der Kurve gilt 2 +4® — 32y = 0 - das vereinfacht
g_ 2xy
den Ausdruck: ¥ = 3
(v* )

. 3 3.
Der Punkt [5; 5} liegt auf der Kurve:

.IB +y3 e 3my\r:%‘y:% =0

o 3 3
Die Ableitung im Punkt [55 5} - die Steigung der

3
Tangente: y’(i) =-1

0 3 3
DieTangente:yfng(mf—) Sy=3—=z

2

+ Die Normale steht senkrecht auf der Tangente, ihre

3 3
Steigungistl:y — - = (a:—f) =y=u=z
2 2
G I 3 32
Die zweite Ableitung im Punkt: y (5) = ===



Kurvendiskussion

Die App untersucht eine Funktion in der Gblichen Reihenfolge: Definitionsmenge, Symmetrie,
Schnittpunkte mit den Achsen, Vorzeichen der Funktion, Grenzwerte an den Randern der
Definitionsmenge und Asymptoten, die erste Ableitung — Monotonie und Extrema (auch iber héhere
Ableitungen), die zweite Ableitung — Krimmung und Wendepunkte, schliellich die Wertemenge. Alles
fasst sie in einer Ubersicht zusammen und zeichnet einen Graphen mit den markierten Punkten.

Bei einer trigonometrischen Funktion bestimmt die App die Periode, untersucht die Funktion auf einer
Periode und schreibt die Ergebnisse mit der Periode (Maximum bei x = 1t/2 + 2km); ist nur die Ableitung
periodisch (x + 2 sin x), wiederholen sich Extrema und Monotonie mit der Periode. Betrdge werden nach
den Vorzeichen auf den Intervallen aufgelost und an Knickstellen die einseitigen Ableitungen verglichen;
wo die Ableitung unendlich ist, wird eine senkrechte Tangente gezeigt. Verschachtelte Betrage und
Summen von Betragen werden stiickweise untersucht; wo die Funktion auf einem Intervall konstant ist,
wird das mit ihrem Wert angegeben (ein Minimum in jedem Punkt des Intervalls).

Eingabe

Kurvendiskussion y = x*3 - 3x Mit dem Wort ,Kurvendiskussion® vor der Funktion.

Xx~3 - 3x Eine Funktion mit dem Chip ,Kurvendiskussion®.



Beispiele

Ein Polynom — Extrema und ein Wendepunkt.

Eingabe: x*3 - 3x  Kurvendiskussion

Ergebnis

Definitionsbereich: D(f) =R
Wertebereich: W (f) =R
Symmetrie: ungerade
Nullstellen: [—\/g; U}, [0; 0], [\/g, 0}
Steigend: (—oo; —1], [1; o0)
Fallend: [—1; 1]

Lokales Maximum: [—1; 2]
Lokales Minimum: [1; —2]
Konvex: [0; 00)

Konkav: (—o0; 0]
Wendepunkte: [0; O]

Lésungsweg
+ Definitionsbereich: D(f) = R

c f—z) = (—a)® — 3(—2) = —a® + 3z = — f(z) - die
Funktion ist ungerade (der Graph ist punktsymmetrisch
zum Ursprung).

+ Schnittpunkte mit der x-Achse:
fle)=0 = z=—V3, x=0, =13 also
{7\/53 0}7 [0§ OL |:\/§7 0]

+ Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = 0, also [0; 0]

+ Das Vorzeichen der Funktion zwischen den Nullstellen
und den Definitionslicken:

| (co0s —v3) (=v30) (0:43) (v3;00)

f(z) | — + =

Die Funktion ist positiv fiir z (f\/g; 0) U (\/g, oo)
und negativ fir z € (700; ,\/5) U (D; \/3)

+ Grenzwerte an den Randern des Definitionsbereichs

lim f(z) = —o0
lim f(z) = oo

T—00

+ Die Funktion hat keine senkrechten Asymptoten.

f(z)

" Keine Asymptote firx - t00: k = lim —~ = oo

r—too &I

- Erste Ableitung: f'(z) = 322 — 3 =3(z — 1)(z + 1)
+ Stationére Stellen: f'(z) =0 = o =-1, z=1

+ Vorzeichen der ersten Ableitung — wo sie positiv ist,

steigt die Funktion, wo negativ, fallt sie:
| (o0 —1) (=1;1) (1;00)
HONE - +
f(z) / hY 7

Die Funktion ist steigend auf (—oo; —1], [1; 00) und
fallend auf [—1; 1]

+ Ander Stellex = —1: f(—1) = —6 < 0 — lokales

Maximum.

+ Ander Stelle x = 1: f”(1) = 6 > 0 - lokales Minimum.



+ Lokales Maximum [—1; 2], lokales Minimum [1; —2]

Graph
- Zweite Ableitung: f(z) = 6z
+ Kandidaten fiir Wendestellen: f"(z) =0 = = =10
20
+ Vorzeichen der zweiten Ableitung — wo sie positiv ist, ist
die Funktion konvex (linksgekriimmt), wo negativ, konkav
(rechtsgekrimmt): 10
| (-00;0) (05 )
fu(g;) — + /-.\
£(z) N U 0 ——
Die Funktion ist konvex auf [0; c0) und konkav auf 0
(—o0; 0]
- An der Stelle z = 0: f'(0) = 6 > 0 - die erste von null
verschiedene Ableitung (ab der dritten) hat ungerade 20
Ordnung: Wendestelle.
. :[0; O
Wendepunkte: [0; 0] 5 B . ; ,
+ Wertebereich — aus Monotonie, Extrema und 3
—y=uz" -3z

Grenzwerten: W (f) =R
Besondere Punkte:

® Maximum (—1/2) @ Wendepunkt (0/0)
® Minimum (1] — 2)

Lokale Extrema rot, Wendepunkte violett, ein leerer Kreis — eine
Stelle, an der die Funktion nicht definiert ist; Asymptoten
gestrichelt.

Eine gebrochenrationale Funktion — Asymptoten.
Eingabe: x*2/(x - 1) Kurvendiskussion

| (—00;0) (0;1) (15 00)

Ergebnis @ - = T

initi ich: =R\ {1
Deflnltlons-berelch D(f) \ { } Die Funktion ist positiv fiir z € (1; oo) und negativ fiir
Wertebereich: W (f) = (—o0; 0] U [4; o0) 2 € (—oo0; 0) U (0; 1)

Symmetrie: weder gerade noch ungerade
Nullstellen: [0; 0]

+ Grenzwerte an den Randern des Definitionsbereichs

lim f(z) = —o0
Steigend: (—oo; 0], [2; 00) 11;; P
Fallend: [0; 1), (1; 2] o1
Lokales Maximum: [0; 0] Thjlﬂ, f(x) =occ
Lokales Minimum: [2; 4] Jim f(z) = o0

Konvex: (1; co)
Konkav: (—oo; 1) + Senkrechte Asymptoten (dort ist der Grenzwert

dlich): z =
Asymptoten: z =1, y=a +1 unendlich): z = 1

. " Asymptote filr x - +00: k = lim f@) _ 1,
Losungsweg i z5k0 T
q= lim (f(z) — =) =1_ gjc Geradey =z + 1

T—L00
+ Definitionsbereich — Bedingungen = # 1:

D(f) =R\ {1} + Erste AbIeiZung2 ( )
2 -2z x(r—

(-1 (-1

- Der Definitionsbereich D(f) = R\ {1} ist nicht f'(z) =
symmetrisch zu null — die Funktion ist weder gerade

h de.
S L + Stationére Stellen: f'(z) =0 = =0, x =2

+ Schnittpunkte mit der x-Achse: f(z) =0 = x =0, al
sl i esheliees () 8180 + Vorzeichen der ersten Ableitung — wo sie positiv ist,

0; 0] steigt die Funktion, wo negativ, fallt sie:

+ Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = 0, also [0; 0] [ (o050) (0;1) (152) (25 00)
+ Das Vorzeichen der Funktion zwischen den Nullstellen f(@) " S q *
(z) / NN /

und den Definitionslicken:



Die Funktion ist steigend auf (—oc; 0], [2; oo) und

fallend auf [0; 1), (1; 2] Graph
[
+ Ander Stelle z = 0: f(0) = —2 < 0 - lokales :
Maximum. |
10 I
+ Ander Stelle z = 2: f"(2) = 2 > 0 - lokales Minimum. I
I
+ Lokales Maximum [0; 0], lokales Minimum [2; 4] :
9 5 I =7 =
Zweite Ableitung: f"(z) = —— ! : -
(x—1) I,
L -1
- Die Gleichung f”(z) = 0 hat keine L&sung. 0 ~Ze :
=
+ Vorzeichen der zweiten Ableitung — wo sie positiv ist, ist < :
die Funktion konvex (linksgekriimmt), wo negativ, konkav I
(rechtsgekrimmt): & :
| (foo; 1) (1; oo) |
ey - + !
f(=) n U
-4 5 0 2 4 6
Die Funktion ist konvex auf (1; c©) und konkav auf 22
(—o0s5 1) —y=
z—1
+ Die Funktion hat keine Wendepunkte. ——=y=z+1

« Wertebereich — aus Monotonie, Extrema und
Grenzwerten: W(f) = (—o0; 0] U [4; 00)

Besondere Punkte:
® Maximum (0|0) @ Minimum (24)
Lokale Extrema rot, Wendepunkte violett, ein leerer Kreis — eine

Stelle, an der die Funktion nicht definiert ist; Asymptoten
gestrichelt.

Periodische Funktion — alles auf einer Periode, die Ergebnisse mit der Periode.

Eingabe: sin 2x + 2cos x Kurvendiskussion

Ergebnis
Definitionsbereich: D(f) =R
Wertebereich: W (f) = [—3\2/3; 3\2/§}

Symmetrie: weder gerade noch ungerade

Periode: p = 27

Nullstellen: [g + km; U}
7
Steigend: [—% + 2km; % + 2k7r]

Fallend:

5
g + 2km; o7 + 21{‘/71':|

6
3v3
Lokales Maximum: {TGF + 2k \Tf}
Lokales Minimum: [5% + 2km; _zﬁ}

Konvex:

1 3
{g + 2km; m + arcsin (Z) + 2k:7r} , {%r + 2k,

Konkav:

1 3
|:7T + arcsin (Z) + 2km; 771— + ka] , [— arcsin (
Wendepunkte:

s . 1 3v15
{5 + km; 0} , |:7T + arcsin (Z) + 2k, _T] ,

Losungsweg
+ Definitionsbereich: D(f) = R

+ Die Funktion ist periodisch mit der Periode 27 — wir
untersuchen sie auf einer Periode (von 0 bis 27) und
wiederholen die Ergebnisse mit der Periode, k € Z.

+ f(—z) =2cosz — sin (2z) — weder f(x) noch -f(x): die
Funktion ist weder gerade noch ungerade.

+ Schnittpunkte mit der x-Achse:
T
f(LE) =0 = = §+kﬂ”a|so [ngk’/T; 0}
+ Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = 2, also [0; 2]

+ Das Vorzeichen der Funktion zwischen den Nullstellen
und den Definitionslicken:

[ (0:3) (s%) (552m)
flz) | + = +

T T
Die Funktion ist positiv fir € (75 + 2km; 3 + kar)

T 3
und negativ fur x € 3 + 2k > + 2k
+ Eine periodische Funktion (die nicht konstant ist) hat
keinen Grenzwert bei +0o.
« Erste Ableitung: f'(2) = 2cos (2z) — 2sinz
+ Stationére Stellen

fl(z)=0 = x:g+2kﬂ,m:%+2kﬁ,m:3§—



» Vorzeichen der ersten Ableitung — wo sie positiv ist,
steigt die Funktion, wo negativ, fallt sie:

[0 5) (%) (§%) (52m)

T . 1 3
5 + 2km; ™ + arcsin 1 + 2km|, o + 2km; 27 -

f'(z) + - + + {ﬂ' + arcsin (1) + 2km; 31 + Qkﬂ'} , {7 arcsin (1)
fz) | /7 pN / A & 2 E
T o
Die Funktion ist steigend auf {f% + 2km; % + ka} Wendepunkte
s 1 34/15
m b7 |2 + ks 0] in () +2km —2X2 |2
und fallend auf {E + 2km; 5 +2k7r} D) + km; 0], |7+ arcsin 1 + 2km; = R 7
. el e ™ ok 33 e + Wertebereich — aus Monotonie, Extrema und
Z P
okales Maximum 5 + 5| okales Minimum e T = {73\/5. 3\/5}
5 3v3 ’ N 27 2
o + 2km; ———
6 2
+ Zweite Ableitung: f'(z) = —2cosx — 4sin (2x) Graph
+ Kandidaten fiir Wendestellen
n ™ . 1 :
f(w):O;»m:§+k7r,:c:7r+arcsm 1 + 2k o ®
./ /
/ /
+ Vorzeichen der zweiten Ableitung — wo sie positiv ist, ist ° ®
die Funktion konvex (linksgekrimmt), wo negativ, konkav L
(rechtsgekrimmt):
| (0; %) (’Q—r, 7 + arcsin (%)) (7r+arcsin(;ll); S 0 . C . o
@ - - -
f(z) N U N v
[ ] [ ]
Die Funktion ist konvex auf und konkav auf 2 / /
[ J [ J

-3n/2 - -T/2 0 /2 s 3n/2
— y=sin2z + 2cosz

Besondere Punkte:

117 34/3 3T
® Maximum (7%‘7\/_> ® Wendepunkt (,?‘0)

® Minimum (f—\ ==

1 3v15
® Wendepunkt (77T+arcsin (Z)\ - —)

8
™
® Wendepunkt (*5 \0)

1), 3v/15
® Wendepunkt [ —arcsin [ — )| ———
4 8
™
® Maximum E\—gﬁ ® Wendepunkt (5\0)
6 2
o Mini 57r‘ 3v3
inimum { 5

1

® Wendepunkt i =
p (7T + arcsin (4) \ 3

/)

3m
® Wendepunkt ?\0
1\ 315
® Wendepunkt (27T — arcsin (1) \T)

Lokale Extrema rot, Wendepunkte violett, ein leerer Kreis - eine
Stelle, an der die Funktion nicht definiert ist; Asymptoten
gestrichelt.



Tangens — senkrechte Asymptoten, Wertebereich R.

Eingabe: tg x  Kurvendiskussion

Ergebnis

™
Definitionsbereich: D(f) =R\ {E +kr: ke Z}
Wertebereich: W (f) =R
Symmetrie: ungerade
Periode: P — 7

Nullstellen: [k7; O]

Steigend: (—g + km; g + kﬂ')
Konvex: {kﬂ'; g + kTr)

Konkav: (g + km; w4+ kﬂ']
Wendepunkte: [km; 0]

T
Asymptoten: T = 5 + kn

Lésungsweg

s
Definitionsbereich — Bedingungen « # — + km:

D(f) =R\ {2 +kr : kez} )

Die Funktion ist periodisch mit der Periode T — wir
untersuchen sie auf einer Periode (von 0 bis ) und
wiederholen die Ergebnisse mit der Periode, k € Z.

+ f(—x) = —tanz = — f(x) - die Funktion ist ungerade
(der Graph ist punktsymmetrisch zum Ursprung).

i —
i@ o

us us
Die Funktion ist steigend auf (—5 + km; 5 < kﬁ)

Die Funktion hat keine lokalen Extrema.

2tanx
Zweite Ableitung: f"(z) = ——5—
cos” T

Kandidaten fiir Wendestellen: f"(z) =0 = x =knr

Vorzeichen der zweiten Ableitung — wo sie positiv ist, ist
die Funktion konvex (linksgekriimmt), wo negativ, konkav
(rechtsgekrimmt):
| (0:5) (55m)
@+ -
fl@) | U n

T
Die Funktion ist konvex auf {lmr; 3 + kﬂ) und konkav

auf (g + km; 4+ kw]

Wendepunkte: [km; 0]

Wertebereich — aus Monotonie, Extrema und
Grenzwerten: W(f) =R

- Schnittpunkte mit der x-Achse: f(z) =0 = =z = km,
also [km; 0]

Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = 0, also [0; 0]

Das Vorzeichen der Funktion zwischen den Nullstellen
und den Definitionslicken:

[ (03) (5:m)

F@) [ + E

T
Die Funktion ist positiv fiir z € (kﬂ'; B + k?r) und

™
negativ fir ¢ € (5 + kmy; T+ kw)

Eine periodische Funktion (die nicht konstant ist) hat
keinen Grenzwert bei +00.

Grenzwerte an den Randern des Definitionsbereichs

lim f(z) = oo

lim f(z) = —o0

+ Senkrechte Asymptoten (dort ist der Grenzwert
s
unendlich): = 5 + km

1

COSQ x

Erste Ableitung: f'(x) =

Die Gleichung f'(x) = 0 hat keine Lésung — es gibt
keine stationéren Stellen.

Vorzeichen der ersten Ableitung — wo sie positiv ist,
steigt die Funktion, wo negativ, fallt sie:

Graph
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
2 | | | |
| | | |
| | | |
1 | | | |
| | | |
| | | |
| | | |
0 I ° I ® I ° I P
| | | |
| | | |
| | | |
-1 | | | |
| | | |
| | | |
| | | |
22 | | | |
| | | |
| | | |
| | | |
-3/2 -m -T/2 0 w2 s 3n/2
_—y = tg T

Besondere Punkte:

® Wendepunkt (—27|0) @ Wendepunkt (—7|0)
® Wendepunkt (0/0) @ Wendepunkt (7]0)

® Wendepunkt (270)

Lokale Extrema rot, Wendepunkte violett, ein leerer Kreis — eine
Stelle, an der die Funktion nicht definiert ist; Asymptoten
gestrichelt.



Tangens hyperbolicus — waagerechte Asymptoteny = 1.
Eingabe: tanh x  Kurvendiskussion

Die Funktion ist positiv fiir € € (0; 00) und negativ fiir

Ergebnis

Definitionsbereich: D(f) = R
Wertebereich: W (f) = (—1; 1)
Symmetrie: ungerade
Nullstellen: [0; O]

Steigend: R

Konvex: (—oo; 0]

Konkav: [0; o)

Wendepunkte: [0; O]
Asymptoten: ¥y = —1, y =1

Lésungsweg

- Definitionsbereich: D(f) =R

- f(—2) =tanh(—z) = — tanhz = — f(z) - die
Funktion ist ungerade (der Graph ist punktsymmetrisch
zum Ursprung).

+ Schnittpunkte mit der x-Achse: f(z) =0 = = =0, also
[0; 0]
+ Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = 0, also [0; 0]

- Das Vorzeichen der Funktion zwischen den Nullstellen
und den Definitionslicken:

| (=01 0) (05 )
f@) ] - +

+ Kandidaten fiir Wendestellen: f"(z) =0 = =0

» Vorzeichen der zweiten Ableitung — wo sie positiv ist, ist
die Funktion konvex (linksgekrimmt), wo negativ, konkav
(rechtsgekrimmt):

| (=003 0) (0; )
f!l(q:) + _
f(z) U N

Die Funktion ist konvex auf (—oo; 0] und konkav auf
[0; o0)

+ An der Stelle z = 0: f"(0) = —2 < 0 - die erste von
null verschiedene Ableitung (ab der dritten) hat ungerade
Ordnung: Wendestelle.

- Wendepunkte: [0; 0]

« Wertebereich — aus Monotonie, Extrema und
Grenzwerten: W(f) = (—1; 1)

" Asymptote fiirx - -00: k = lim

" Erste Ableitung: f'(z) =

" Zweite Ableitung: f”(z) = —

z € (—oo; 0)

+ Grenzwerte an den Randern des Definitionsbereichs

lim f(z) = —1
lim f(z) =1

- Die Funktion hat keine senkrechten Asymptoten.

1@ _y,
r——00 €I

7= wEEHOCf(@’) = —1_ die Geradey = —1
f(=z)

" Asymptote fiir x - +00: k = lim —— = 0,

T—00 i

= lhjral(f(m) =1_die Geradey = 1
1

cosh® z

+ Die Gleichung f’(z) = 0 hat keine Lésung — es gibt

keine stationdren Stellen.

+ Vorzeichen der ersten Ableitung — wo sie positiv ist,

steigt die Funktion, wo negativ, fallt sie:

Die Funktion ist steigend auf R

+ Die Funktion hat keine lokalen Extrema.

2tanh z

cosh®z



Nur die Ableitung ist periodisch — die Werte der Extrema wachsen mit k.

Eingabe: x + 2sin x  Kurvendiskussion

Ergebnis . [Sochg}ittpunkte mit der x-Achse: f(z) =0 = 2 =0, also
9

Definitionsbereich: D(f) =R

- Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = 0, also [0; 0]
Symmetrie: ungerade

Periode: p = 27 + Grenzwerte an den Randern des Definitionsbereichs

Nullstellen: [0; O] Jm flz) = —c0

lim f(z) = oo

2 2
Steigend: [—1 + 2k il + 2]4:77}

3 3
27 4 + Erste Ableitung: f'(z) = 2cosz + 1
Fallend: | - + 2km; — + Zkﬂ']
3 3 + Stationére Stellen
2m 27 2 4
Lokales Maximum: {? + 2km; V3 + 3 T Zkﬂ] flz)=0 = == ?W + 2k, © = ?W + 2k
o 4 47 ) ) ) .
Lokales Minimum: | — + 2km; — — \/E 4+ 2k + Vorzeichen der ersten Ableitung — wo sie positiv ist,
3 3 steigt die Funktion, wo negativ, fallt sie:
Konvex: [m + 2km; 2m + 2km] | (0;20) (%54 (%4 2n)
Konkav: [2km; 7 + 2km] 7'(e) + - +

Wendepunkte: [2km; 2k7], [m 4 2km; m + 2km] f(=) 7 AV S

2w 2
.. Die Funktion ist steigend auf | —— + 2km; — + 2k7
Losungsweg 3 3

2m ok .47r 2%
+ Definitionsbereich: D(f) = R und fallend auf 3 + 2k, 3 + 2k

+ Die Funktion selbst ist nicht periodisch, ihre Ableitung

0 2w 2m
Lokales Maxi = 4+ 2km; V3 4+ = + 2kn|,
aber schon (Periode 27) — Monotonie, Extrema und oxales Maximum |73 3 }

Kriimmung wiederholen sich mit dieser Periode, k € Z. lePealles VR [4?” + 2k 4?” — 3+ Qkﬂ}
« f(—®) = —x — 2sinz = — f(z) - die Funktion ist ,
ungerade (der Graph ist punktsymmetrisch zum * Zweite Ableitung: f"(z) = —2sinz
Ursprung). - Kandidaten fiir Wendestellen: f"(z) =0 = z = k7«



» Vorzeichen der zweiten Ableitung — wo sie positiv ist, ist
die Funktion konvex (linksgekriimmt), wo negativ, konkav
(rechtsgekrimmt):

| (0;7) (m;2m)
PRl - -
f(z) n U

Die Funktion ist konvex auf [m + 2km; 27 + 2k7| und
konkav auf [2km; m + 2kn]

+ Wendepunkte: [2km; 2kw|, [m + 2km; 7 + 2k7)

Graph

L
Ne

-3n/2 -m -T/2 4] w2 s 3n/2

— y=2x+2sinx

Besondere Punkte:
® Wendepunkt (—27| — 2m)
4 4T
® Maximum (f?\\/_f ?)
® Wendepunkt (—7| — )
2 2
?ﬂ‘ 3 ?77) ® Wendepunkt (0/0)

2 2
?W‘ﬁ+ ?W) ® Wendepunkt (7| 7)

A 4w 2|2
® Minimum (?\? - \/§> °® Wendepunkt( i ﬂ)

Lokale Extrema rot, Wendepunkte violett, ein leerer Kreis — eine
Stelle, an der die Funktion nicht definiert ist; Asymptoten
gestrichelt.

® Minimum (7

® Maximum (



Betrag — Knickstellen, einseitige Ableitungen.

Eingabe: |x72 - 1| Kurvendiskussion

Ergebnis

Definitionsbereich: D(f) =R
Wertebereich: W (f) = [0; o)
Symmetrie: gerade

Nullstellen: [—1; 0], [1; 0]
Steigend: [—1; 0], [1; oo)
Fallend: (—o0; —1], [0; 1]
Lokales Maximum: [0; 1]

Lokales Minimum: [—1; 0], [1; O]
Konvex: (—oo; —1], [1; o0)
Konkav: [—1; 1]

Losungsweg
+ Definitionsbereich: D(f) =R
« Wir I6sen die Betrdge nach den Vorzeichen ihrer
Argumente auf den einzelnen Intervallen auf
2> -1, =z€(—o0;—1)

f@y=41-2% =zc[-1;1)
-1, z€l;0)

+ — die Funktion ist gerade (der Graph ist
achsensymmetrisch zur y-Achse).

f-2) = |(-2)" ~ 1| = o - 1] = f(a)

+ Schnittpunkte mit der x-Achse:
f@)=0 = z=-1, z=1also[-1; 0], [1; O]

+ Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = 1, also [0; 1]

+ Das Vorzeichen der Funktion zwischen den Nullstellen

und den Definitionslicken:
| (005 —1) (=1;1) (15 00)
@)+ + +

Die Funktion ist positiv flr
x € (—oo; —1) U (—1; 1) U (15 00) und negativ fiir
z €0

+ Grenzwerte an den Randern des Definitionsbereichs

lim f(z) = oo

lim f(z) = co

+ Die Funktion hat keine senkrechten Asymptoten.

" Keine Asymptote firx — -co: k = lim ACIN
r——o00 T

" Keine Asymptote fiir x — +co: k = lim /@) _ 0
r—oo I

+ Erste Ableitung

223 -2z 2z(z—1)(z+1)
|e2-1] |z2 — 1|

f'(z)

+ Stationére Stellen: f'(z) =0 = = =0

+ An der Stelle © = —1 existiert keine Ableitung — die
einseitigen Ableitungen sind verschieden (f_(—1) = —2,

fi(*l) = 2), der Graph hat dort einen Knick.



« An der Stelle x = 1 existiert keine Ableitung — die
einseitigen Ableitungen sind verschieden (f' (1) = —2,
JL.(1) = 2), der Graph hat dort einen Knick.

Vorzeichen der ersten Ableitung — wo sie positiv ist,
steigt die Funktion, wo negativ, fallt sie:
| (003 —1) (=1;0) (0;1) (I;00)
f(=) - - - +
f(z) pN / h v

Die Funktion ist steigend auf [—1; 0], [1; o0) und fallend
auf (—oo; —1], [0; 1]

An der Stelle z = 0: f"(0) = —2 < 0 - |okales
Maximum.

Lokales Maximum [0; 1], lokales Minimum

(15 0], [1; 0]
« Zweite Ableitung
" o 2(m2 B 1)3 o 2(56 T 1)3(1‘" + 1)3
PO F = 2-1p

Die Gleichung f”(z) = 0 hat keine Lésung.

Vorzeichen der zweiten Ableitung — wo sie positiv ist, ist
die Funktion konvex (linksgekrimmt), wo negativ, konkav
(rechtsgekrimmt):
| (zo0s —1) (=1;1) (1 00)
(=) + - +
f(=) U N U

Die Funktion ist konvex auf (—oo; —1], [1; 00) und
konkav auf [—1; 1]

- Die Funktion hat keine Wendepunkte.

+ Wertebereich — aus Monotonie, Extrema und
Grenzwerten: W (f) = [0; o0)

Graph

—y=|z" -1

Besondere Punkte:
® Minimum (—1/0) @ Maximum (0]1)
@ Minimum (1]0)

Lokale Extrema rot, Wendepunkte violett, ein leerer Kreis — eine
Stelle, an der die Funktion nicht definiert ist; Asymptoten
gestrichelt.



Kubikwurzel — senkrechte Tangente bei null.

Eingabe: x~(1/3)  Kurvendiskussion

Ergebnis

Definitionsbereich: D(f) =R
Wertebereich: W (f) =R
Symmetrie: ungerade
Nullstellen: [0; 0]

Steigend: R

Konvex: (—o0; 0]

Konkav: [0; 00)
Wendepunkte: [0; 0]

Lésungsweg
+ Definitionsbereich: D(f) = R
* f(—2) =+/(—2) = v—x = — f(x) - die Funktion ist

ungerade (der Graph ist punktsymmetrisch zum
Ursprung).

+ Schnittpunkte mit der x-Achse: f(2) =0 = 2 =0, also
[0; 0]

+ Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = 0, also [0; 0]

+ Das Vorzeichen der Funktion zwischen den Nullstellen
und den Definitionslicken:

| (-20;0) (0; )
HONE +

Die Funktion ist positiv fiir € (0; oo) und negativ fiir
x € (—oo0; 0)

. 2
Zweite Ableitung: f”(w) =TT s
v

+ Die Gleichung f”(x) = 0 hat keine L&sung.

+ Vorzeichen der zweiten Ableitung — wo sie positiv ist, ist
die Funktion konvex (linksgekriimmt), wo negativ, konkav
(rechtsgekrimmt):

| (003 0) (05 o0)
O -
f(=) u n

Die Funktion ist konvex auf (—oo; 0] und konkav auf
(05 o0)

- Wendepunkte: [0; 0]

« Wertebereich — aus Monotonie, Extrema und
Grenzwerten: W(f) =R

+ Grenzwerte an den Randern des Definitionsbereichs
lim f(z) = —o0
r——0oQ
lim f(z) = oo
T—00
+ Die Funktion hat keine senkrechten Asymptoten.

" Keine Asymptote firx — -co: k = lim m = 0, aber
43

r——00
g= lim f(z)=—o0
T——00
" Keine Asymptote fiir x — +co: k = lim @ =0, aber
r—00 T

g = lim f(z) =0
T—00

" Erste Ableitung: /() !
rsie eltung: = =
s 3va?

+ Die Gleichung f’(z) = 0 hat keine Lésung - es gibt
keine stationéren Stellen.

+ An der Stelle z = 0 ist die Ableitung unendlich (
f(0) = 0, f/.(0) = 00) — der Graph hat dort eine
senkrechte Tangente.

+ Vorzeichen der ersten Ableitung — wo sie positiv ist,
steigt die Funktion, wo negativ, fallt sie:
| (-00;0) (0; 0)
r@ T
f@) | S

Die Funktion ist steigend auf R

+ Die Funktion hat keine lokalen Extrema.

Graph
1
0.5
0 o
-0,5
-
1 05 0 05 1
1
— y f— ms

Besondere Punkte:
® Wendepunkt (0/0) @ senkrechte Tangente (0|0)

Lokale Extrema rot, Wendepunkte violett, ein leerer Kreis — eine
Stelle, an der die Funktion nicht definiert ist; Asymptoten
gestrichelt.



Verschachtelter Betrag — stiickweise, gerade Funktion.

Eingabe: |-x*2 + 2|x| + 3| Kurvendiskussion

Ergebnis
Definitionsbereich: D(f) =R
Wertebereich: W (f) = [0; o)

Symmetrie: gerade

Nullstellen: [—3; 0], [3; 0]
Steigend: [— 1} [0 1] [ )
Fallend: (—o0; —3], [ 5 01, 15 3
Lokales Maximum: [ } [1 4}

Lokales Minimum: [—3; 0], [0; 3], [3; O]
Konvex: (—oo; —3], [3; 00)
Konkav: [—3; 0], [0; 3]

Lésungsweg

« Definitionsbereich: D(f) =

+ Wir l6sen die Betrdge nach den Vorzeichen ihrer
Argumente auf den einzelnen Intervallen auf

2% 4 22 — 3, x € (—o0; —3)

—z? — 2z +3, [-3; 0)
T@ =9 20043 aelo;3)
z? — 22 — 3, [3; o0)

+ - die Funktion ist gerade (der Graph ist
achsensymmetrisch zur y-Achse).

f(=2) = |~(==) + 2|(~2)| + 3| = |-=® + 2Ia| + 3| -

+ Schnittpunkte mit der x-Achse:

flx)=0 = z=-3, =3, also [—3; 0], [3; 0]

+ Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = 3, also [0; 3]

+ Das Vorzeichen der Funktion zwischen den Nullstellen

und den Definitionslicken:
| (005 =3) (=3;3) (3;00)
flz) ] + + +

Die Funktion ist positiv flr
x € (—o0; —3) U (—3; 3) U (3; 00) und negativ fir
z el

+ Grenzwerte an den Randern des Definitionsbereichs

lim f(z) =
lim f(x) = oo

+ Die Funktion hat keine senkrechten Asymptoten.

" Keine Asymptote fiir x — —co: k = lim @ = —
r——oo xr

" Keine Asymptote fiir x — +c0: k = lim M
r—o0 T

+ Erste Ableitung

—6x? + 223 |x| + 62 — 2z|z| Qx(;c —1(z+
‘JZH*JZ +2\w\+3‘ \szxQJrf

f(e) =

- Stationdre Stellen: f'(z) =0 = z=-1, 2z =1



An der Stelle = = —3 existiert keine Ableitung — die
einseitigen Ableitungen sind verschieden (f' (—3) = —4,
J.(—3) = 4), der Graph hat dort einen Knick.

An der Stelle z = 0 existiert keine Ableitung — die
einseitigen Ableitungen sind verschieden (f" (0) = —2,
f1.(0) = 2), der Graph hat dort einen Knick.

An der Stelle x = 3 existiert keine Ableitung - die
einseitigen Ableitungen sind verschieden (f' (3) = —4,
J1.(3) = 4), der Graph hat dort einen Knick.

Vorzeichen der ersten Ableitung — wo sie positiv ist,
steigt die Funktion, wo negativ, fallt sie:

| (co0s —3) (=3 —-1) (-1;0) (0;1) (1;3)

e - T -+ -
f(z) N /! N s N

Die Funktion ist steigend auf [—3; —1], [0; 1], [3; oo)
und fallend auf (—o0; —3], [—1; 0], [1; 3]

Ander Stellex = —1: f’(—1) = —2 < 0 - lokales
Maximum:.

An der Stelle z = 1: f"(1) = —2 < 0 - lokales
Maximum.

Lokales Maximum [—1; 4], [1; 4], lokales Minimum
[—3; 0], [05 3], [3; 0]

Zweite Ableitung

1248 + 2420 + 3620|x| + 225(z|’ — 84at — 96

f'(=)

Graph

20

15

10

—y=|—2®+2|z| + 3|

Besondere Punkte:

@ Minimum (—3/0) @ Maximum (—1[4)

® Minimum (0/3) @ Maximum (1/4) @ Minimum (3/0)

Lokale Extrema rot, Wendepunkte violett, ein leerer Kreis - eine
Stelle, an der die Funktion nicht definiert ist; Asymptoten
gestrichelt.

+ Die Gleichung f”(x) = 0 hat keine Lésung.

+ Vorzeichen der zweiten Ableitung — wo sie positiv ist, ist
die Funktion konvex (linksgekrimmt), wo negativ, konkav
(rechtsgekrimmt):

| (03 =3) (=30) (0;3) (3;0)
f(z) + = = +
f(z) U N N U

Die Funktion ist konvex auf (—oo; —3], [3; co) und
konkav auf [—3; 0], [0; 3]

+ Die Funktion hat keine Wendepunkte.

+ Wertebereich — aus Monotonie, Extrema und
Grenzwerten: W (f) = [0; 00)



Summe von Betragen — ein konstantes Stiick und zwei schiefe Asymptoten.

Eingabe: |x - 2| + |x + 3] Kurvendiskussion
. und den Definitionslicken:
Ergebnis
(—00; )
Definitionsbereich: D(f) =R f(=) +

Wertebereich: W (f) = [b; o)

Symmetrie: weder gerade noch ungerade

Die Funktion ist positiv fir z € R und negativ fir z € )

+ Grenzwerte an den Randern des Definitionsbereichs

Steigend: [2; c0) lim f(z) = oo

Fallend: (—o0; —3]

Konstant: [—3; 2]

Lokales Minimum: f(z) =5, x € [-3; 2]
Asymptoten: y = —2z — 1, y =2x + 1

lim f(z) = oo

+ Die Funktion hat keine senkrechten Asymptoten.

f(=)

L " Asymptote firx —» -00: k = lim ——% = —2,
osungsweg : =00 &
4= IEEHOC (F(z) + 22) = —1 _ gie Gerade
- Definitionsbereich: D(f) =R y=—-2x—1
+ Wir [6sen die Betréage nach den Vorzeichen ihrer TR 7 = e b = [ f(z) _o

Argumente auf den einzelnen Intervallen auf ) zo00 T
-2z —1, z¢€(—o0;—3) qzlh_lfolc (f(@) = 22) =1 gie Gerade y = 22 + 1
fa) =15, ze[-3;2)

+ Erste Ableitung
2 + 1, x € [2; o)
F'(x)

_ & & 2 N 3 zlz-
Cle—2[ |e+3] |z—2] |e+3]

+ — weder f(x) noch —f(x): die Funktion ist weder gerade

noch ungerade.
e + Die Gleichung f’(z) = 0 hat keine Lésung — es gibt

flz)=[(-2) 2| +[(-2) +3| = |-z -2[+[3 -z keine stationéren Stellen.
+ Die Gleichung f(z) = 0 hat keine Lésung - der Graph + An der Stelle z = —3 existiert keine Ableitung — die
schneidet die x-Achse nicht. einseitigen Ableitungen sind verschieden (f" (—3) = —2,

' (—3) = 0), der Graph hat dort einen Knick.
- Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = 5, also [0; 5] £(=3) Jp B I I e =0 [

+ Das Vorzeichen der Funktion zwischen den Nullstellen

+ An der Stelle x = 2 existiert keine Ableitung — die

einseitigen Ableitungen sind verschieden (f(2) =0, Graph

F1.(2) = 2), der Graph hat dort einen Knick.
» Vorzeichen der ersten Ableitung — wo sie positiv ist,

steigt die Funktion, wo negativ, fallt sie: 20

| (-o03 =3) (=3;2) (2; )
f'(z) - 0 + 10
f(=) pN — /
~ ~ -
Die Funktion ist steigend auf [2; co) und fallend auf 0 4
™~
(—o0; —3]. Auf [—3; 2] ist sie konstant (f' = 0). ¢ S o
< ~

- Lokales Minimum f(z) =5, @ € [—3; 2], kein lokales 0 T - S

Maximum. P RS -

i ~

+ Zweite Ableitung: f"(z) = 0 207 g
+ Die zweite Ableitung ist null - der Graph ist (Teil) einer

Geraden, weder konvex noch konkav.
« Wertebereich — aus Monotonie, Extrema und < g S

Grenzwerten: W (f) = [5; o) — y=[z—2|+|z+3

m_my=—-2z—1
mmmy=2r+1

Lokale Extrema rot, Wendepunkte violett, ein leerer Kreis — eine
Stelle, an der die Funktion nicht definiert ist; Asymptoten
gestrichelt.



Bekannte Einschrankungen

 Eine Funktion, die nicht einmal eine periodische Ableitung hat (x-sin x), wird nur numerisch auf (-2m;
21) und ohne Periode untersucht; Arkusfunktionen (arcsin, arctan) werden noch nicht unterstiitzt.



Taylorpolynom

Die App stellt das Taylorpolynom (an der Stelle 0 das Maclaurin-Polynom) vom gegebenen Grad auf: eine
Tabelle der Ableitungen an der Stelle, Einsetzen in die Formel und das Restglied in Lagrange-Form. Den
Grad kann sie auch selbst bestimmen - den kleinsten, bei dem der Fehler an einer Stelle oder auf einem
Intervall eine gegebene Schranke nicht tUberschreitet. Der Graph zeigt Funktion und Polynom; mit einem
Schieberegler andern Sie den Grad und sehen, wie die Naherung besser wird.

Eingabe
taylor(sin x, @, 5) Funktion, Stelle und Grad.
maclaurin(e”x, 4) Das Maclaurin-Polynom - die Stelle ist 0.
taylor(e”x, 0, fehler=0.001, x=0.5) Der Grad nach dem Fehler an der Stelle x (auf einem
Intervall statt x r=... eingeben).
In(1 + x) Eine Funktion mit dem Chip ,Taylorpolynom"” — Stelle,

Grad oder Genauigkeit tragen Sie dort ein.



Beispiele

Ein Polynom vom Grad 4 mit Restglied.

Eingabe: taylor(1ln(1 + x), 0, 4)

Ergebnis
2 3 4
T X x
T4($):CIB———|————
2 3 4
Losungsweg

+ Das Maclaurin-Polynom (das Taylorpolynom an der Stelle

k) (0
PR YT
k=0

, n=4

+ Die Ableitungen und ihre Werte an der Stelle a

f@ =@+l f0)=0
1) = — 7o) =1
ey FO=
o= 0=

@)= S0 =6

- Die Werte der Ableitungen eingesetzt

1 1 2 6

Ty(z) = T gxz + 51‘3 — Iyﬁ
& o e
=r— — —_— = —
2 3 4

Mit dem Schieberegler tiber dem Graphen wahlst du den Grad - je
héher, desto besser und weiter um die Stelle ndhert das Polynom
die Funktion an.

- Das Restglied (der Fehler) in Lagrange-Form, £ zwischen
®) = 24
aund x: Ra(z) = s ,(5)7”0 = 5 &
5! (&+1) 5!

Graph

Grad: 4 ﬁ

-3 -2 -1 0 1 2 3

— y=In(1+=x)
932 $3 $4
—_T —p e e L 2
o) =e-5+3 -7

Die Stelle, um die das Polynom die Funktion anndhert:
e (0/0)



Der Grad nach der geforderten Genauigkeit — ein Naherungswert von e*0,5.
Eingabe: taylor(e”x, @, fehler=0.001, x=0.5)

Stelle x den Fehler nicht liberschreitet

Ergebnis
OB M, =1 FO@)|, h=|z—a/ =05
Ty(z)=14+2+—+ —+ — 16487
—1. . 2 _3
2 6 24 n=1: |R|< o 0,5 = 0,2063 > 10
1,6487
f(0,5) ~ 1,6484 n=2: |Rf<o 050~ 00344 > 1070
1,6487
.. n=3: |R3 <= 0,54 ~4,3.107% > 1073
Losungsweg 4!
=4: |Ry < 1,6487 0,5°~4,3-107* < 107?
+ Das Maclaurin-Polynom (das Taylorpolynom an der Stelle ="z [ = Ea =

;o n=4 211
220~ 1,6484
128

" FR(0)
0): Tu(=) = Z ! k'( )mk .
=0 : Der Naherungswert: f(0,5) = Ty(0,5) =

- Die Ableitungen und ihre Werte an der Stelle a

flz)=¢" f(0)=1

Fey=e  fO)=1
fey=e 1) =1
fffl(z) — ez fl//([)) — 1

fO@ = fO0) =1

+ Die Werte der Ableitungen eingesetzt

1 1 . 1 1,

Ty(z) = 1+ﬁm+am2+§m3+aw4
ZZR -
=1 _ 1 —
+Q3+2+6+24

+ Das Restglied (der Fehler) in Lagrange-Form, € zwischen

(%) - §
aund x: R4(;1:) = f 5‘(5) T’ = %w"

+ Der kleinste Grad n, dessen Restgliedabschatzung an der



Graph

Grad: 4 .

50

40

30

20

10

-3 -2 -1 0 1 2 8
—y=e
Tie)=1+et ot =12
— Ty(z) = e i pai
2 6 24
Die Stelle, um die das Polynom die Funktion anndhert:
e (0]1)
Mit dem Schieberegler tiber dem Graphen wahlst du den Grad - je

hoher, desto besser und weiter um die Stelle nahert das Polynom
die Funktion an.



Unbestimmte Integrale

Die App integriert mit den Verfahren aus der Schule und sagt bei jedem Schritt, was sie tut. Das Ergebnis
priift sie durch Ableiten (die Probe ist der letzte Schritt) und zeichnet den Integranden und die
Stammfunktion.

Wurzeln aus Potenzen der Variablen (¥(x#), v(x?)) werden als Potenzen mit rationalem Exponenten
geschrieben; ein Betrag (|cos x|, V(1 - sin?x)) mit der Signumfunktion sgn.

Hat ein Integral keine elementare Stammfunktion (etwa e*(-x?)), sagt die App es und gibt sie mit einer
speziellen Funktion an (erf, Si, ...).

Eingabe
int(x e”x, x) Ein Integral mit der Variablen.
int(x”2 sin x) Ohne Variable, wenn es nur eine gibt.
J x~2 dx Mit dem Integralzeichen, auch vom Foto.
X enrx Eine Funktion mit dem Chip ,Integrieren”.

Grundintegrale und Substitution

Das Integral einer Summe gliedweise, Konstanten vor das Integral, Grundintegrale aus der Tabelle (auch
mit linearer innerer Funktion) und Substitution, wenn im Integranden eine Funktion zusammen mit der
Ableitung ihres Inneren steht.



Beispiele
Gliedweise nach der Tabelle.
Eingabe: int(3x”2 - 2/x + e”x)
Ergebnis Graph

2
/ 3z’ +e — Z |dr =2 +e% —2
T

Losungsweg

+ Das Integral einer Summe ist die Summe der Integrale 5

9 c
/(3m2+617 —) dr = /31’2da¢+/‘ezda¢+/‘ff
x a
0
+ Die Konstante vor das Integral gezogen: /
/3x2dac = 3fm2dm

0 3
Nach der Tabelle der Grundintegrale: /zQ dxr = =

" Nach der Tabelle der Grundintegrale: /e‘T dr =e* -1 -0,5 0 05 1
- Die Konstante vor das Integral gezogen: — f(x) = 322 + e — —
2 1 z
——de=-2 [ —d — — 3 T _
/ 2 /a: Z F(x) = 2" +e® — 2In |z|

. 1 Der Integrand f und die Stammfunktion F fiir C = 0 (ein anderes C
Nach der Tabelle der Grundintegrale: f —dz =1In|z| verschiebt sie nach oben oder unten). Wo f positiv ist, steigt F; wo
Z negativ, fallt F.

+ Probe - die Ableitung des Ergebnisses ist der Integrand:

2
(x® +e" — 2111\95\)/ =3z 4" — =
T



Die Substitution t = x2.

Eingabe: int(2x cos(x”2))

Ergebnis Graph
/2:0 cos (w2) dx = sin (wQ) +C

Losungsweg n ”
5
+ Die Konstante vor das Integral gezogen:
2z cos (x? dm:Q/mcos z?) dx A /X\ /
/ (=) =) AN \7/ /4
+ Substitution t = 22, dt = 2z dx:
t
/wcos (:EQ) dx = f 0025 dt 9 U u

- Die Konstante vor das Integral gezogen:

/COStdt: l/costdt
2 2

P

" Nach der Tabelle der Grundintegrale: /costdt = sint -4 -2 0 2 4
_ 2
. . A ) sint  sin (z?) f(z) = 2z cos (:I,’ )
Zuriick zur urspriinglichen Variablen: — = . 9
2 2 — F(z) = sin (z°)
« Probe — die Ableitung des Ergebnisses ist der Integrand: Der Integrand f und die Stammfunktion F fiir C = 0 (ein anderes C
(sin (;1:2))/ — 92 cos (.7;2) verschiebt sie nach oben oder unten). Wo f positiv ist, steigt F; wo

negativ, fallt F.

Integral mit Konstanten a, b.

Eingabe: int(1/(a - bx)”"3)

Ergebnis

[ PR S
(a — bz) 2b(bx — a)

Bedingungen: b # 0
Losungsweg

+ Nach der Tabelle - die innere Funktion ist linear (ax + b),

das Ergebnis wird daher durch a geteilt:
1 1

dr =
(a— bz)® 2b(bz — a)®

+ Probe - die Ableitung des Ergebnisses ist der Integrand:

1 o
2b(bx — a)” - (a— bz)®

Partielle Integration

Ein Produkt aus einem Polynom und einer Exponential-, trigonometrischen oder Logarithmusfunktion
integriert die App partiell, bei Bedarf mehrfach; Integrale wie e* sin x durch zyklische partielle Integration.



Beispiele

Zweimal hintereinander partiell integriert.

Eingabe: int(x*2 e”x)

Ergebnis Graph

/:cze’“" dr = z%e® — 2ze” + 2¢" + C

Losungsweg 8

+ Partielle Integration (fuv' = u-v - [u"v), u = z2,v' = e,

also U'=2x,V=e‘T:/.$261 dr = z%e” —/Qxefdw

+ Die Konstante vor das Integral gezogen:

/2we$dm:2/memdm 5
/
+ Partielle Integration (fu'v' = u-v - Ju"v),u =, v' = 7, also —_
0
u‘:l,v:ew:/zerdw:wer —feldz
" Nach der Tabelle der Grundintegrale: /e‘* dr =e” -1 -0,5 0 0,5 1
— — e,
+ Probe - die Ableitung des Ergebnisses ist der Integrand: f(m) re

(e — 2ze” + 2¢7) = et — F(z) = 2°€® — 2z + 2€°

Der Integrand f und die Stammfunktion F fiir C = 0 (ein anderes C
verschiebt sie nach oben oder unten). Wo f positiv ist, steigt F; wo
negativ, fallt F.

Gebrochenrationale Funktionen

Eine gebrochenrationale Funktion dividiert die App bei Bedarf, zerlegt den Nenner und die Funktion in
Partialbriiche, die sie zu Logarithmen und Arkustangens integriert.

Einen Nenner, der sich (iber den rationalen Zahlen nicht zerlegen lasst (x* + 1, x> + 1), zerlegt sie tiber den
reellen Zahlen - jedes Paar konjugiert komplexer Nullstellen ergibt einen quadratischen Faktor ohne
reelle Nullstellen.



Beispiele

Partialbruchzerlegung.

Eingabe: int((x + 1)/(x*2 - 3x + 2))

3 2 T+
i 31 —2|—2L —1)) = = =
Ergebnis il =2] nlz—1) z—2 z—1 2-3
z+1
———a———dz =3In|z - 2| - 2L
T — 3R 2 Graph
I
I
Losungsweg |
+ Die gebrochenrationale Funktion in ein Polynom und 10

1 3 2
/Lda} :f _ dz
z2 -3z +2 z—2 z-—1 0
+ Das Integral einer Summe ist die Summe der Integrale
3 2 3 2
- dr = d ——d 5
/(;c—2 x—l) N /x72 ij/ z—1 10
+ Die Konstante vor das Integral gezogen:
3 1 -20
/ ——dz = 3/ ——dzx
Tz —2 z—2

+ Nach der Tabelle der Grundintegrale:

[
[
[
[
\
[
Partialbriiche zerlegt: [
[
[
T
[
[
[
\

1
/ de =In|z — 2| 2 -1 0 1 2 3
z—2
z+1
- Die Konstante vor das Integral gezogen: —_ flz) = 53—
2 i 1 p Tt —3x+2
/7:071 m:fZ/:Eilm — F(z) =3In|z —2| - 2ln|z — 1|

Der Integrand f und die Stammfunktion F fiir C = 0 (ein anderes C
verschiebt sie nach oben oder unten). Wo f positiv ist, steigt F; wo

/ 1 dz =In|z — 1] negativ, fallt F.
z—1

+ Nach der Tabelle der Grundintegrale:

- Probe - die Ableitung des Ergebnisses ist der Integrand



Zerlegung des Nenners x4 + 1 {iber den reellen Zahlen.

Eingabe: int(1/(x*4 + 1))

Ergebnis
1 2
/dez £a,rctan V2 |z—
=+ 1 4
Lésungsweg

* Den Nenner tiber R in Faktoren zerlegen: Seine
komplexen Nullstellen bilden konjugierte Paare r, r, und
jedes Paar ergibt einen quadratischen Faktor (x - r)(x -
r) = x2 - 2:-Re r'x + [r]? ohne reelle Nullstellen:

m4+1:(m2+\/§m+1)(m27\/§w+1)

+ Die gebrochenrationale Funktion in ein Polynom und
Partialbriiche zerlegt

1 B V2z +2 2 — 2z
/m4+1dw/(4(m2+ﬂm+1) +4(w27\@w—

+ Das Integral einer Summe ist die Summe der Integrale

V2 + 2 2 2z _
f(4(m2+fzz+1)+4(aﬂ\@xﬂ))dmfl

+ Der Nenner hat keine reellen Nullstellen: ein Vielfaches
seiner Ableitung im Z&hler ergibt In, der Rest nach
quadratischer Ergénzung arctan

/ﬂ ‘/_f 204V2

4( 2z + 1 22 + 2z + 1 .
1

—f(m):$4+1

— F() = Y2 arctan (va(=- \/75)) VEw

Der Integrand f und die Stammfunktion F fiir C = 0 (ein anderes C
verschiebt sie nach oben oder unten). Wo f positiv ist, steigt F; wo
negativ, fallt F.

Trigonometrische Funktionen

+ Der Nenner hat keine reellen Nullstellen: ein Vielfaches
seiner Ableitung im Z&hler ergibt In, der Rest nach
quadratischer Ergdnzung arctan

/% 77\f_/‘w2fw\}w+l e

+ Probe - die Ableitung des Ergebnisses ist der Integrand

(‘f T (\/5(9: - g)) | V2arctan (V22 + 1

4

Graph

-0,5

Vorrangig Formeln (sin?x = (1 - cos 2x)/2, Produkte in Summen), bei einer ungeraden Potenz die
Substitution t = sin x oder t = cos X, bei einer rationalen Funktion von Sinus und Kosinus eine Substitution
nach der Paritat, die WeierstraR-Substitution t = tan(x/2) erst zuletzt.



Beispiele

Eine ungerade Potenz des Sinus — die Substitution t = cos x.
Eingabe: int(sin(x)”"3 cos(x)"2)

+ Probe — die Ableitung des Ergebnisses ist der Integrand:

Ergebnis 5 3N
Ccos” T cos” T 2 . 3
5 3 ( — ) = Ccos"Tsmn" T
9 . 3 COS" & COS” I 5 3
cos“ xzsin” xdx = T3
Graph
Lésungsweg
+ Eine ungerade Potenz — die Substitution t = cos z, 0,4
sinz =1 — cos’z
dt = —sinzdz
0,2

/1c052 zsin® zdr = / (t4 — t2) dt
+ Das Integral einer Summe ist die Summe der Integrale:

/(t4—t2)dt:/t4dt+‘[7t2 di 02

5 t
Nach der Tabelle der Grundintegrale: /t4 dt = 5 o

» Die Konstante vor das Integral gezogen:

/—tht:f/tht
-4 -2 0 2 4

: 2 t — f(2) = cos® zsin® z
Nach der Tabelle der Grundintegrale: [ t*dt = 3 -

cos’x  cos®zx

) - . — F(z) = -

= Zurlck zur urspringlichen Variablen: b 3
cos’x  costx

t =coszx: — Der Integrand f und die Stammfunktion F fiir C = 0 (ein anderes C
5 3 verschiebt sie nach oben oder unten). Wo f positiv ist, steigt F; wo
negativ, fallt F.
.
Hyperbelfunktionen

Grundintegrale (sinh x dx = cosh x + C, [1/cosh?x dx = tanh x + C, ...), [tanh x dx Uiber den Logarithmus
der Ableitung, partielle Integration (x sinh x, arsinh x), Quadrate mit den Formeln sinh?x = (cosh 2x - 1)/2,
tanh2x = 1 - 1/cosh?x; der Rest nach der Definition tber Exponentialfunktionen.



Beispiele

Die Formel sinh2x = (cosh 2x - 1)/2.

Eingabe: int(sinh(x)"2)

Ergebnis
inh (2
/sinhQ:cd:I: —_ + sinh (22) +C
2 4
Losungsweg

. h2a —1
Wir verwenden die Formel sinh® o = &:

/sinhzacdm:f%dw

+ Das Integral einer Summe ist die Summe der Integrale

2D Djae (1D [0

. ) 1 a3
Nach der Tabelle der Grundintegrale: 5 de = 3

+ Die Konstante vor das Integral gezogen:

/‘”Sl;ﬂdm: %/cosh@m)d:c

+ Nach der Tabelle - die innere Funktion ist linear (ax + b),
das Ergebnis wird daher durch a geteilt:

/cosh (2z)dx = w

- Probe — die Ableitung des Ergebnisses ist der Integrand

(,f = (296))’ _ cosh(2z) — 1

= sinh®z
2 4 2

Wurzeln

Integrale mit der Wurzel einer linearen gebrochenen Funktion durch Substitution, mit der Wurzel eines
quadratischen Terms durch eine Eulersche Substitution und binomische Integrale nach den Bedingungen
von Tschebyschow — gilt keine davon, sagt die App, dass das Integral nicht elementar ist.



Beispiele

Eine Eulersche Substitution.

Eingabe: int(sqrt(x”2 + 1))

Ergebnis

o &
Nach der Tabelle der Grundintegrale: /tdt =5

2

2
/\/rﬂdw:xvx —|—1+ln|x+

Losungsweg

+ Eulersche Substitution (Typ 1) /22 -1 = t —  — das
Integral wird zu einem einer gebrochenrationalen
Funktion von t

t2—1 241

TS e

/mdw:/Mdt

4¢3

dt, z2 +1

+ Die Konstante vor das Integral gezogen

12 z 12 2
@#+y . 1 [+,
4¢3 4 3

+ Die gebrochenrationale Funktion in ein Polynom und
Partialbriiche zerlegt

(2 +1)° 7/ 2 1
/ Gdt= [ (t+S+ )t

+ Das Integral einer Summe ist die Summe der Integrale
2 1 2 1
t+ -+ = |dt= [ tdt —dt —dt
/(+t+t3) f +/t +fﬁ
Graph

15

10

5\

o 1
Nach der Tabelle der Grundintegrale: / B dt =

-10

-15

-4 2 0 2 4

— f(z) =Vva?+1
vVt +1 +1H|$+VZ‘2+1|
2 2

Der Integrand f und die Stammfunktion F fir C = 0 (ein anderes C
verschiebt sie nach oben oder unten). Wo f positiv ist, steigt F; wo
negativ, fallt F.

— F@)=

2

+ Die Konstante vor das Integral gezogen:

/gdt:Q/ldt
t t

. 1
Nach der Tabelle der Grundintegrale: / n dt =1In [¢|

1
2t?

+ Zurlck zur urspringlichen Variablen

1n|m+\/w2+1‘
_ 2 .
t=xz++vaz=+1: 3 +(7x271)(6

+ Probe — die Ableitung des Ergebnisses ist der Integrand

- !
(m;“+lnlww2m2+l) _ Ve



Bekannte Einschrankungen

e Bei manchen Integralen finden wir das Ergebnis ohne Lésungsweg — die App sagt es im Losungsweg.

* Eine Berechnung ohne Losungsweg, die zu lange dauert, bricht die App ab und sagt es.



Bestimmte Integrale und ihre Anwendungen

Ein bestimmtes Integral berechnet die App mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und
zeichnet die Flache unter dem Graphen — den Teil oberhalb der x-Achse in einer anderen Farbe als den
Teil darunter. Sie kann auch uneigentliche Integrale und Anwendungen: Flache, Bogenlange, Volumen
und Mantelflache eines Rotationskorpers, auch fiir Kurven in Parameterform und in Polarkoordinaten.

Bestimmtes Integral

Die Stammfunktion findet die App wie beim unbestimmten Integral und setzt die Grenzen ein. Bei einer
Substitution rechnet sie die Grenzen gleich um. Hat das Integral keine elementare Stammfunktion,
berechnet sie es numerisch.

Eingabe
int(x*2, x, 0, 3) Ein Integral mit Variable und Grenzen.
\int_{@}*{\pi} \sin x\,dx Vom Foto oder in LaTeX.
X2 Eine Funktion mit dem Chip ,Integrieren” — die Grenzen

in die Felder eintragen.



Beispiele
Substitution mit umgerechneten Grenzen.
Eingabe: int(3x"2 cos(x”3), x, @, 1)
Ergebnis Graph

1
f 322 cos (:1:3) dr = sinl ~ 0,8415
0

LﬁSUngSWeg . \ /\

- Die Konstante vor das Integral gezogen:

/3902 cos (1‘3) dr = 3[:1:2 cos (.7;3) dx 2
+ Substitution t = 2%, dt = 322 da:
t -4
/w2 cos (2173) der = f CO; dt
- Die Konstante vor das Integral gezogen: -6
cost 1
dt = = | costdt
3 3)
" Nach der Tabelle der Grundintegrale: /costdt = sint g 0.5 1

— f(z) = 322 cos ($2)
- Mit der Substitution werden auch die Grenzen
umgerechnet - keine Riicksubstitution nétig: uber der x-Achse (+) unter der x-Achse (-)
r=0=t=0, z=1=t=1 Das bestimmte Integral ist die Fldche zwischen dem Graphen und

der x-Achse — der Teil Uber der Achse zahlt positiv, der Teil
+ Hauptsatz (Newton-Leibniz), F(b) - F(a) darunter negativ.

1
/ 327 cos (27) dw = [sint]é =sinl —0=sinl
0

Uneigentliche Integrale

Eine unendliche Grenze oder eine unbeschrankte Funktion behandelt die App mit einem Grenzwert der
Stammfunktion und sagt, ob das Integral konvergiert oder divergiert. Lasst sich dieser Grenzwert nicht
berechnen, entscheidet sie mit einem Vergleichskriterium.



Beispiele

Eine unendliche obere Grenze.

Eingabe: int(1/x72, x, 1, oo)

Ergebnis
<1
1 T
Losungsweg
o ) 1 1
Nach der Tabelle der Grundintegrale: / 3 i = -

+ Ein uneigentliches Integral — an einer unendlichen
Grenze und wo die Funktion unbeschrankt ist, nehmen
wir den Grenzwert der Stammfunktion. Die Grenzwerte
sind endlich, das Integral konvergiert

/106 ﬁd‘r:}iﬂo (’é) —(-D=0-(-1)=1

Graph
08

0,6

04

0,2

-0,2

— f@) =

T
Uber der x-Achse (+) unter der x-Achse (-)

Das bestimmte Integral ist die Flache zwischen dem Graphen und
der x-Achse — der Teil Uber der Achse zahlt positiv, der Teil
darunter negativ.



Eine an der unteren Grenze unbeschrankte Funktion.

Eingabe: int(1/sqgrt(x), x, @, 1)

Ergebnis Graph
1
1
—dr =2
fo Vi 2
Lésungsweg

o 1
Nach der Tabelle der Grundintegrale: / —dz =2z
VL

+ Ein uneigentliches Integral — an einer unendlichen
Grenze und wo die Funktion unbeschrankt ist, nehmen
wir den Grenzwert der Stammfunktion. Die Grenzwerte
sind endlich, das Integral konvergiert

1
1
/ —dr=2—-lim2y/z=2-0=2
0 z—0+

0,5

VT
0 0.5 1
1
— ) = —
fle) =
Uber der x-Achse (+) unter der x-Achse (-)

Das bestimmte Integral ist die Flache zwischen dem Graphen und
der x-Achse — der Teil Uber der Achse zahlt positiv, der Teil
darunter negativ.

Flache unter einer Kurve und zwischen Kurven

Die Flache zwischen einem Graphen und der x-Achse oder zwischen zwei Kurven berechnet die App als
Integral des Betrags der Differenz — Teile oberhalb und unterhalb zahlen beide positiv. Die Grenzen
mussen Sie nicht angeben: sie findet sie als Schnittpunkte der Kurven.

Eingabe
flache(x"2, x) Die Flache zwischen zwei Kurven, Grenzen aus den
Schnittpunkten.
flache(sin x, 0, pi) Die Flache zwischen einer Kurve und der x-Achse auf
einem Intervall.
X"2 Eine Funktion mit dem Chip ,Integrieren” — ,Flache

zwischen Kurven"; zweite Kurve und Grenzen in die
Felder eintragen.



Beispiele

Die Flache zwischen einer Parabel und einer Geraden.
Eingabe: x*2  Flache zwischen Kurven, zweite Kurve x

+ Hauptsatz (Newton-Leibniz), F(b) - F(a)

Ergebnis ) .
3 2 1 1
1 /(7z2+x)dm:{fx—+$—} =—-—0==
S = 0 3 2y, 6 6
. Graph
Losungsweg 14
+ Die Grenzen sind die Schnittpunkte der Kurven:
22=z=>zx=0z=1 12
- Der Flacheninhalt zwischen den Kurven (Teile oberhalb
b
und unterhalb zéhlen positiv), § = f |[f(z) — g(x)| de: 1
1 a
= f ‘;1:2 - az‘ dz
0 08
+ Der Ausdruck im Betrag wechselt auf dem Intervall sein
Vorzeichen nicht — der Betrag danach aufgeldst:
1 1 0,6
/ ‘wzfm‘dm:/ (71'2+;1:)da:
0 0
+ Das Integral einer Summe ist die Summe der Integrale: 0,4
/‘(79:2+z)d;c = ffa:gder/-md:v
) 0,2
+ Die Konstante vor das Integral gezogen:
/7w2dm = 7/m2dm
0
o > x?
Nach der Tabelle der Grundintegrale: /ﬂ:‘ dr = 3
22 0,2
Nach der Tabelle der Grundintegrale: /zdz =3

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
—_ f(z) =2"
— g(z) ==

Die schattierte Flache — ihr Inhalt ist das Ergebnis (Teile ober- und
unterhalb der Achse zéhlen positiv).

Bogenlange

Die Lange eines Graphen auf einem Intervall berechnet die App mit der Formel | = [V(1 + f'2) dx. Sie
versucht, die Wurzel zu vereinfachen (beim Halbkreis ergibt sich der Arkussinus); hat das Integral keine
elementare Stammfunktion, ist das Ergebnis numerisch.

Eingabe

lange(x~(3/2), 0, 4) Die Bogenlange auf einem Intervall.



Beispiele

Die Lange eines Halbkreises.

Eingabe: sqrt(1 - x~2) Bogenlédnge, Grenzen -1 und 1

Ergebnis Graph
| =m~ 3,1416

Lésungsweg

+ Die Bogenlénge

lf/ V1+ (F(x)de, f(z)= \/”"_2

l*/\/” fF 0

-1 -0,5 0 0,5 1
- Nach der Tabelle der Grundintegrale: 2
fle)=vi-=
dr = arcsinx
V1—=x Der hervorgehobene Bogen — seine Lange ist das Ergebnis.

+ Ein uneigentliches Integral — an einer unendlichen
Grenze und wo die Funktion unbeschrankt ist, nehmen
wir den Grenzwert der Stammfunktion. Die Grenzwerte
sind endlich, das Integral konvergiert

| . ) ) . m
dr = lim arcsin® — lim arcsinz = 5

1 V1= x2 z—1 T——1+

Volumen eines Rotationskorpers

Das Volumen eines Rotationskorpers um die x-Achse berechnet die App mit der Formel V = 1t [f2 dx

(zwischen zwei Kurven als Kreisringe), um die y-Achse mit der Zylindermantelmethode. Den Korper zeigt

sie auch in 3D — drehen Sie ihn mit dem Finger.

Eingabe

volumen(sqrt(x), 0, 4) Das Volumen des Korpers bei Rotation um die x-
Achse.

volumen(x*2, @, 2, y) Rotation um die y-Achse.



Beispiele

Ein Rotationsparaboloid.

Eingabe: sqrt(x) Volumen eines Korpers, Grenzen 0 und 4

Ergebnis
V = 8 ~ 25,1327

Lésungsweg
- Das Volumen des Rotationskdrpers um die x-Achse,
b 4 4
14 :77/ fz(x)dmZV:ﬂf (\/E)Qd.’c:ﬂ'f xdr
a 0 0

o 2
Nach der Tabelle der Grundintegrale: /wdw =5

- Hauptsatz (Newton-Leibniz), F(b) - F(a):

4 974
T
/ rdr = |:?} =8-0=38 Die schattierte Flache dreht sich um die x-Achse - es entsteht der
0 0 Korper oben; dreh ihn mit dem Finger.
+ Der Wert des Integrals mal die Konstante davor:
Graph
V=mn-8=8r
Rotationskdrper 2
1
0
0 1 2 3 4
— f(z) ==

Mantelflache eines Rotationskorpers

Die Mantelflache berechnet die App mit der Formel S = 21t [fV (1 + f'2) dx; das Produkt unter der Wurzel
vereinfacht sich oft (bei der Kugel ergibt sich eine Konstante).

Eingabe

oberfliche(sqrt(4 - x*2), -2, 2) Die Mantelflache bei Rotation um die x-Achse.



Beispiele

Die Oberflache einer Kugel mit Radius 2.
Eingabe: sqrt(4 - x~2) Oberflache eines Korpers, Grenzen -2 und 2

Ergebnis
S = 16w ~ 50,2655

Lésungsweg

- Die Mantelflache des Rotationskdrpers um die x-Achse

9 €T
S = 27r/ f@1+ (f'(z)de, f(z)= R/

— I

2 2 2
Sfor[ V4 — z? 1+(7L> dwz?wf
_92 \/472132 g

" Nach der Tabelle der Grundintegrale: /2 dr = 2x Die schattierte Flache dreht sich um die x-Achse — es entsteht der
Korper oben; dreh ihn mit dem Finger.

+ Hauptsatz (Newton-Leibniz), F(b) - F(a):

2 Graph
/ 2dz = [22]°, =4 — (—4) =8
—2
- Der Wert des Integrals mal die Konstante davor: z
S =2m-8 =167
Rotationskorper 1
0
2 1 0 1 2
— f) =12’

Kurven in Parameterform und in Polarkoordinaten

Eine Kurve x = @(t), y = Y(t) schreiben Sie auf zwei Zeilen, eine Kurve in Polarkoordinaten als r = p(¢p). Der
Chip ,Integrieren” bietet dann Flache, Lange, Volumen und Mantelflache an; die Grenzen des Parameters
sind optional (ohne sie von 0 bis 2m). Volumen und Mantelflache berechnet die App durch Rotation des

Kurventeils oberhalb der x-Achse um die x-Achse.

Eingabe

X =t - sin(t) Eine Kurve in Parameterform auf zwei Zeilen.

y =1 - cos(t)

r =1 + cos(phi) Eine Kurve in Polarkoordinaten (auch r*2 = ... fiir eine

Lemniskate).



lange(x=cos(t)”"3, y=sin(t)”3, t, 0, Die geschriebene Form mit Parameter und Grenzen.
2pi)

Beispiele

Die Flache unter einem Zykloidenbogen.

Eingabe: x = t - sin(t)
y =1 - cos(t) Flache

+ Das Integral einer Summe ist die Summe der Integrale

Ergebnis
cos(2t) 1 P 1 gt cos (2t) gt
S = 3m =~ 9,4248 2 T3)u= [ e+ 2
.. . 1 t
Losungsweg Nach der Tabelle der Grundintegrale: / 3 dt = 3

° Bl Sl e e el e - Die Konstante vor das Integral gezogen:

2'(t) =1—cost, y'(t)=sint
/ 0052(215) dt = % fcos (2t) dt

+ Der Flacheninhalt unter einer Parameterkurve (bei einer

geschlossenen Kurve innerhalb) fiir ¢ € [0; 27], + Nach der Tabelle - die innere Funktion ist linear (ax + b),

8 fe Wi ™
g y(t) 2'(£) dt|: das Ergebnis wird .daher durch a geteilt:
sin (2t)
o cos (2t) dt = —5
S = f (—2c05t+c052t+1) dt'
0 - Hauptsatz (Newton-Leibniz), F(b) - F(a)

+ Das Integral einer Summe ist die Summe der Integrale

/(72cost+0052t+1)dt:/Idt+/f2costdtf

sin (2t

2T
3t
/ (72cost+coszt+l)dt: EfQSintJr
0

" Nach der Tabelle der Grundintegrale: /1 dt =1t
+ Die Konstante vor das Integral gezogen:
/72costd,'t: focostdt

" Nach der Tabelle der Grundintegrale: /costdt =sint

. 1+ cos 2t
Wir verwenden die Formel cos® t = ;:

/cosztdt: [ (COS (2t) + 1) dt
2 2




Graph

0 1 2 3 4 5 6
— r =1t —sint, y =1 — cost

Die parametrisch (oder in Polarkoordinaten) gegebene Kurve,
gezeichnet fiir die gewé&hlten Grenzen des Parameters.

Die Lange einer Kardioide.

Eingabe: r = 1 + cos(phi) Bogenlange

Ergebnis - Die Konstante vor das Integral gezogen
=28 /72cos (f) dtp:72‘/cos (f) dy
2 2
ESITERSED + Nach der Tabelle - die innere Funktion ist linear (ax + b),

das Ergebnis wird daher durch a geteilt:

[ eos () do=2m (%)
cos | = )dp =2sin | —
+ Die Lange einer Kurve in Polarkoordinaten fiir 2 2
8
@ e [0; 27,1 = / P2(p) + p2() dp + Hauptsatz (Newton-Leibniz), F(b) - F(a)
& 2T © © 2
2m 5 5 2m ] / —2cos (7) dy = {74 sin (7)] =0—(—4)=:
l:/ \/(costp+1) + (—sin¢) d(p:/ 2|cos (7 P 2 2/1q
0 0

+ Die Werte der Teile addiert:
+ Wir teilen das Intervall an den Nullstellen der Ausdriicke 21 )
f 2cos(§)‘d4p:4+4:8
0

- Die Ableitungen nach dem Parameter: p/(¢) = —sin¢

im Betrag (7) und |6sen den Betrag in jedem Teil nach
dem Vorzeichen auf

2m m 2T
/ 2|cos (f)‘dtp:f 2 cos (f) dip+/ —2cos
0 2 0 2 g
+ Die Konstante vor das Integral gezogen

/2005(2) dtpz?/cos(g) e

+ Nach der Tabelle - die innere Funktion ist linear (ax + b),
das Ergebnis wird daher durch a geteilt:

[ oo () as =25 2)

+ Hauptsatz (Newton-Leibniz), F(b) - F(a)

/(; 2 cos (g) dp = {4sin (g)];r:4,0:4




Graph

05 0 0.5 1 15 2 25
— r=cos@+1

Die parametrisch (oder in Polarkoordinaten) gegebene Kurve,
gezeichnet fiir die gewé&hlten Grenzen des Parameters.

Durch eine Gleichung gegebene Kurven

Bei einer Gleichung in x und y (x3 + y3 = 3xy) bietet der Chip ,Integrieren” Flache, Ladnge, Volumen und
Mantelflache an. Ohne Grenzen nimmt er die ganze geschlossene Kurve: Kreis und Ellipse in
Parameterform ber cos und sin, eine Schleife durch den Ursprung (das kartesische Blatt) tiber die
Geraden y = tx — den Flacheninhalt der Schleife dann exakt aus den Sektoren, Lange, Volumen und
Mantelflache numerisch. Mit Grenzen in x verwendet er den oberen Zweig y = f(x).

Eingabe
X3 + y*3 = 3xy Eine geschlossene Kurve — der Chip ,Integrieren” ohne
Grenzen.
yr2 = X3 Eine nicht geschlossene Kurve — der Chip ,Integrieren”
mit Grenzen in x (der obere Zweig y = x*(3/2)).
Beispiele

Der Flacheninhalt der Schleife des kartesischen Blatts — liber die Geraden y = tx und die Sektoren, S =



3/2.

Eingabe: x*3 + y~3 = 3xy Integrieren — Fliche

Ergebnis
G
2

Losungsweg

+ Die Schleife durch den Ursprung in Parameterform iiber
die Geraden y = tx - in die Gleichung eingesetzt, x
ausgedrickt

3t 3t2

S = 6B = =
y t3+1’ y t3+1’

t € (0; o)

+ Der Flacheninhalt der Schleife aus den Sektoren vom
Ursprung: S = %[(xy' - y'x') dt, auf der Geraden y = tx ist
xy' - yx =x?

1 [~ > 9¢2
S = —/ wQ(t)dt:f ——dt
2 Jy o 2( +1)
- Die Konstante vor das Integral gezogen
9¢2 9 t2
S G
288 +1) 2J (#+1)
* Substitution u = ¢* 4 1, du = 3t dt:
t2 1
/ﬁdt :f—Zdu
(£ +1) 3u

+ Die Konstante vor das Integral gezogen:

1 1 1
/@d“:gfﬁd“

— 22+ y3 = 3zy
3t 32

— e Er YT A

Die ganze durch die Gleichung gegehene Kurve; hervorgehoben ist

der Teil, mit dem gerechnet wird.

Bekannte Einschrankungen

1

o 1
Nach der Tabelle der Grundintegrale: / — du = —
U

+ Zurlck zur urspringlichen Variablen:
1 1

C3u 3(8 1)

+ Ein uneigentliches Integral — an einer unendlichen
Grenze und wo die Funktion unbeschrankt ist, nehmen
wir den Grenzwert der Stammfunktion. Die Grenzwerte
sind endlich, das Integral konvergiert

© g ‘ 3 3
/ 72 dt = lnn 737 — - = [
0 2(8+1) t=oo \ 2(t° + 1) 2

Graph

2,5

« Die Bogenldnge von y = ¥/x (und dhnlichen Kurven) berechnen wir nur numerisch - sie fiihrt auf ein
elliptisches Integral, das keine elementare Stammfunktion hat.

e Bei Kurven in Parameterform und in Polarkoordinaten fehlen noch die eingefarbte Flache und der 3D-

Korper; Rotation nur um die x-Achse.

e Rotation um die y-Achse nur fiir einen Bereich auf einer Seite der Achse.

e Beiimpliziten Kurven ohne Grenzen werden nur Kreis, Ellipse und eine Schleife durch den Ursprung

unterstiitzt; Rotation nur um die x-Achse.



Unendliche Reihen

Bei einer Zahlenreihe priift die App zuerst das notwendige Konvergenzkriterium (Nullfolge) und wahlt
dann ein Kriterium nach der Form der Reihe — geometrische Reihe, X 1/n?, Quotienten-, Wurzel-,
Grenzwertvergleichs-, Integral- oder Leibniz-Kriterium; bei einer alternierenden Reihe unterscheidet sie
absolute und bedingte Konvergenz. Wo es geht, summiert sie die Reihe. Der Graph zeigt die Glieder und
die Partialsummen.

Zahlenreihen

Die Summe findet die App bei geometrischen und Teleskopreihen, bei Reihen X P(n)g" und bei bekannten
Reihen (X 1/n? = 1?/6); sonst berechnet sie sie numerisch. Eine endliche Summe wird wie in der Schule
berechnet — Teleskopsumme, arithmetisch, geometrisch, sonst Glied fir Glied. Auch eine Gleichung mit
der Summe einer geometrischen Reihe wird geldst und die Konvergenzbedingung |q| < 1 gepriift.

Eingabe
summe (1/n"2) Das allgemeine Glied; der Index n ab 1 (auch sum).
summe(1/n”2, n, 1, 00) Mit Index und Startwert.
\sum_{n=1}*{\infty} \frac{1}{n”2} Vom Foto oder in LaTeX.
1/n”2 Das allgemeine Glied mit dem Chip ,Reihe” — den
Startindex in das Feld eintragen.
summe(2k+1, k, 1, 100) Eine endliche Summe — mit Index, unterer und oberer

Grenze.



Beispiele
Die Reihe X 1/n% — konvergiert, Summe n?/6.
Eingabe: sum(1/n”2)

Ergebnis Graph
Die Reihe konvergiert.

eeeoe

ad 1 71'2 15 .00000000"°."'....'

’ L
Y = ~1,6449 .
n 6

n=1 .

.. 1 e
Lésungsweg
+ Die notwendige Konvergenzbedingung ist erfullt (sie

entscheidet allein nicht): lim — =0

n—oo 7 0.5
o0
' Die Reihezl istvonder FormZ 1/n*p mitp=2>1- °
n=1 ﬂ2
sie konvergiert. 0 — 29000000.00000000000080000000
oG
) ) . 1 2
Die Summe einer bekannten Reihe: Z 26 5 10 15 20 25 30
n=1
® Glieder a_n @ Partialsummen s_n die Summe

Die Punkte sind die Glieder a_n und die Partialsummen s_n =a_1 +
.. + a_n. Konvergiert die Reihe, gehen die Glieder gegen null und
die Partialsummen gegen ihre Summe.



Das Leibniz-Kriterium — bedingt konvergent.

Eingabe: sum((-1)*~(n+1)/n)

Ergebnis

Die Reihe konvergiert, aber nicht
absolut.

o d] n+1
> ST In2 ~ 0,6931

n
n=1
Lésungsweg
+ Die notwendige Konvergenzbedingung ist erfillt (sie
_1\n+1
entscheidet allein nicht): lim & =0
n—00 n

- Die Glieder haben verschiedene Vorzeichen — zuerst die
absolute Konvergenz

Z ( 1)n+1

n=1

oo

Z_

+ Die harmonische Reihe divergiert — die Glieder nach
Zweierpotenzen gruppiert, jede Gruppe mindestens 1/2

RN (- PR (- S S R -
2" \3 "4 56 7 8 5

. 1
Leibniz-Kriterium: |a_n| = faIIt und lim — = 0 - die
n—o0 N

Reihe konvergiert.

Das Quotientenkriterium und die Summe.

Eingabe: sum(n/27n)

Ergebnis
Die Reihe konvergiert.

(o.¢]

S 5-

n=1

Lésungsweg

+ Die notwendige Konvergenzbedingung ist erfillt (sie
.oon
entscheidet allein nicht): im — =0
n— 00 2

- Quotientenkriterium (d’Alembert) - die Reihe
konvergiert.
n+l1 1

. L
lim = lim ==-x1
n—oo @y, n—oo 2N 2

- Eine Reihe £ P(n)-q", summlert durch Ableiten der

geometrischen Reihe: an —, s$=2
n=>0 (1 - Q)

s o0 (— n+l
Ergebnis: die Reihe ; B konvergiert, aber nicht
absolut (nach dem Leibniz-Kriterium).

. ‘ . (™!

Die Summe einer bekannten Reihe: Z B

n=1

=In2

Graph
1 e
°
[ ] ° °
® © o o o o0 o 0 0 o0y
e 6 o © e & o @ e °
°
05 @
[ ]
°
[ ]
°
) ® % % 0006000 o
e © © © & o o
PR T °
°
°
05 e
5 10 15 20 25 30
® Glieder a_n ® Partialsummen s_n die Summe

Die Punkte sind die Glieder a_n und die Partialsummen s_n =a_1 +
..+ a_n. Konvergiert die Reihe, gehen die Glieder gegen null und
die Partialsummen gegen ihre Summe.

Graph
2 0000 000000000000000000
«®
[
[ ]
1,5
°
1 e
05 @@
L ]
°
°
®e
0 $0.0-0-000000000060660606060606060
5 10 15 20 25 30
® Glieder a_n @ Partialsummen s_n die Summe

Die Punkte sind die Glieder a_n und die Partialsummen s_n =a_1 +
..+ a_n. Konvergiert die Reihe, gehen die Glieder gegen null und
die Partialsummen gegen ihre Summe.



Das notwendige Kriterium ist nicht erfiillt — die Reihe divergiert.

Eingabe: sum(n/(n+1))

Ergebnis
Die Reihe divergiert.

Lésungsweg

- Die notwendige Konvergenzbedingung ist nicht erfillt:

n
i =31%"10)
nlilganrl ?é

Graph

20 o

10 e

5 10 15 20 25 30

® Gliedera_n @ Partialsummen s_n

Die Punkte sind die Glieder a_n und die Partialsummen s_n = a_1 +

..+ a_n. Konvergiert die Reihe, gehen die Glieder gegen null und
die Partialsummen gegen ihre Summe.

Teleskopsumme — das erste und das letzte Glied bleiben.

Eingabe: sum(sqrt(2i+1) - sqrt(2i-1), i, 1, 60)

Ergebnis
60
d (V2i+1-v2i-1) =10

i=1

Losungsweg

+ Teleskopsumme — benachbarte Glieder heben sich auf,

nur das erste und das letzte bleiben:
60

Y (Vai+1-v2i-1)=11-1=10

i=1



Gleichung mit der Summe einer geometrischen Reihe.

Eingabe: sum((2”x)”~n, n, 1, oo) = 1

Ergebnis
z=—1

Losungsweg

+ Die Reihe ist geometrisch mit q = 2” und konvergiert fir

- n ay 2e
z 2 ] § 2T)" — =
|27 < 1;ihre Summe: ) (27) g 1 %

n=1

o 2t
Losen:ﬁzl = r=-1

o 1
z = —1 erfiillt die Konvergenzbedingung: ‘5' <1

Potenzreihen

Bei einer Potenzreihe bestimmt die App den Konvergenzradius mit dem Quotientenkriterium, untersucht
die Randpunkte als Zahlenreihen und gibt den Konvergenzbereich an; wo es geht, auch die Summe. Der
Graph zeigt die Partialsummen mit einem Schieberegler fiir die Anzahl der Glieder.



Beispiele

Der Konvergenzbereich [-1; 1).

Eingabe: sum(x*n/n)

Ergebnis Graph
ze|-1;1
= [ Z ) Glieder: 5 ——‘
Losungsweg
+ Der Konvergenzradius R = 1 mit dem Quotientenkriterium 20
Lim |22 = fim |22 ‘ = |z <1
n—oo | Ay, n—oo |1+ 1
15
: - (D"
Der Randpunkt z = —1: die Reihe Z
5 L 10
konvergiert, aber nicht absolut (nach dem Leibniz-
Kriterium).
5
0
' Der Randpunkt z = 1: die Reihe Z l divergiert nach
p =1L i g
n 0
der Gruppierung der Glieder der harmonischen Reihe. 7k
+ Das Konvergenzintervall: ¢ € [—1; 1)
-1 0,5 0 05 1
15 pld 13 212 L1l 410
— g == Tree e T e T S
e TR VI T I T TRy

Wahle mit dem Schieberegler die Anzahl der Glieder — die
Partialsummen nahern sich der Summe nur im
Konvergenzintervall.

Taylorreihe

Die Taylorreihe einer Funktion leitet die App aus bekannten Entwicklungen (e, sin x, In(1 + x), ...) durch
Einsetzen her und bestimmt ihren Konvergenzbereich.

Eingabe

taylor(e”x, @, 00) Funktion, Stelle und oo statt des Grades; oder der Chip
,Taylorpolynom” — ,Reihe”.



Beispiele

Die Reihe von In(1 + x) und ihr Konvergenzbereich.

Eingabe: taylor(ln(1 + x), @, o00)

Ergebnis Graph

0 -1 n+l_., ‘ ‘
].n (CB + ]_) = Z ()T:E’ T € (_ Glieder: 5 q
n=1

Losungsweg

+ Aus der bekannten Entwicklung

0 71 n+1 n
ln(1+u):Z()Tumitu:1‘: !
n=1
© (_1\nt+l..p -2
ln(:v+1):z( 1)n ‘”

n=1

+ Der Konvergenzradius R = 1 mit dem Quotientenkriterium

a zn -4
lim || = = =|z| <1
n—00 a, n—00 + 1
-5
oo
" Der Rand ktfl'd'R‘hZfld‘ jert
er Randpunkt x = —1: die Reihe ” ivergier
n=1 = -0,5 0 0,5
nach der Gruppierung der Glieder der harmonischen
Reihe. — s(z) =Iln(z+1)
N » ( ) $5 3:4 N a:.i% 1132 n
0 L (—1)" — @R s === =I5
Der Randpunkt z = 1: die Reihe Z % 5 £l 3 2
n=1 Wahle mit dem Schieberegler die Anzahl der Glieder — die
kOnVergiert, aber nicht absolut (naCh dem Leibniz- Partialsummen nidhern sich der Summe nur im
Kriterium). Konvergenzintervall.

- Das Konvergenzintervall: © € (—1; 1]



Fourierreihen

Die App stellt die Fourierreihe einer Funktion auf einem Intervall als einer Periode auf (ohne Angabe auf
[-m; mt]) oder die Sinus- bzw. Kosinusreihe einer Funktion auf [0; L]. Die Funktion kann auch stiickweise
gegeben sein.

Die Koeffizienten berechnet sie iiber Integrale mit vollstandigem Lésungsweg (partielle Integration mit
dem Parameter n), setzt sin nit = 0 und cos nmt = (-1)" ein und nutzt bei geraden und ungeraden
Funktionen die Symmetrie. An Sprungstellen bestimmt sie die Summe der Reihe nach dem Satz von
Dirichlet, und durch Einsetzen eines Punktes und mit der Parsevalschen Gleichung leitet sie Summen von
Zahlenreihen her (etwa X 1/n? = 1?/6). Der Graph zeigt die periodische Fortsetzung der Funktion und die
Partialsummen mit einem Schieberegler.

Eingabe
fourier(x”*2, -pi, pi) Funktion und Intervall.
fouriersin(x, 0, pi) Die Sinusreihe (fouriercos — die Kosinusreihe).
-1, -pi < x<@© Eine stiickweise Funktion zeilenweise, mit dem Chip
1, @ < x < pi JFourierreihe”.
X~2 Eine Funktion mit dem Chip ,Fourierreihe” — Art der

Reihe und Intervall wahlen Sie dort.



Beispiele

Eine gerade Funktion — nur Kosinusse; die Summen X 1/n2 und X 1/n4.

Eingabe: fourier(x*2)

. o 2 (7
Ergebnis Der Koeffizient @o: ay = ;/ 22 dz
0
o0 n
2 4(—1) . - 2 z?
f(SC) = ? + E — 5 COS (nx)’ { Nach der Tabelle der Grundintegrale: | z°dz = 3
n
n=1 . 2 [x3]" 272
Wir setzen die Grenzen ein: ag = — {—} = —
w3 ], 3

Lésungsweqg

o 2 7
Der Koeffizient @n: a,, = — z? cos (nzx) dz
- Das Intervall [—; 7] ist eine Periode: T' = 2, die halbe T -/o (nz)

Periode [ = 7. Wir suchen die Reihe mit den

+ Partielle Integration (Ju-v' = u-v - [u"v), u = g2, v'=
Koeffizienten g9 (] Ju'v) x

u o cos (nz), also u' = 2z, v = M
0 . n
f(a) ~ 25" Z (ar cos (nx) + b, sin (n)) 2 z2sin (na) 2z sin (nx)
n=1 x° cos (nz) de = — dx
n n
1 s
ag = 7/ f(z)dz
T™J + Die Konstante vor das Integral gezogen:
™ 2 si 2
an:%/__rf(ac)cos(nm)dm /m+(m:)dm:;/xsin(nx)dm
b, = z fW f(z) sin (nz) do + Partielle Integration (Ju'v' = u-v - fu"v), u = @, v' = sin (nx)
S . cos (nx)
,alsou'=1,v=——~
n
+ Die Funktion ist gerade, f(—xz) = 2% = f(z), also sind /wsin (nz) dz = ~ wcos (nx) 7/7005 (n) da
die Sinuskoeffizienten null und die tbrigen geniigt es n n
Gber das halbe Intervall zu berechnen
- + Die Konstante vor das Integral gezogen:
b,=0
i cos (nz) 1
B [ —————de = —— [ cos(nz)dz
ay = */ flz) da n n
™ Jo

+ Nach der Tabelle — die innere Funktion ist linear (ax + b),

Qap

%/: f(z) cos (ne) dx



das Ergebnis wird daher durch a geteilt:

/cos (nz)dx = sin (ne)

n

Fir ganzzahliges n giltsinnm =0, cosnm = (—1)

Wir setzen die Grenzen ein

n = — 2 3 -

2 [z?sin (nw) N 2z cos (nz) 2sin(nz)]|” 4
™ n n n

Wir setzen die Koeffizienten in die Reihe ein

s(w) = %2 + Z 4(;21) cos (nx)

n=1

Die periodische Fortsetzung der Funktion ist stetig, also
ist die Summe der Reihe nach dem Satz von Dirichlet
gleich f(x) firz € [—m; 7]

Einsetzen von & = 0 ergibt die Summe einer Zahlenreihe

T o= 4(-1)" > (- w
O=F+L " =0 =
n=1 n=1

Einsetzen von = T ergibt die Summe einer Zahlenreihe
2 o9 & 2
s 4 5 1 b3
s(My=—=+)») =7 = ==
( ) 3 nz 21 ')‘L2 6
—

n=1

Aus der Parsevalschen Gleichung folgt

2 T ,a_(% . 2 2
F/g f(z)yde = 5 +;(an+bn)

Die Funktion ist periodisch fortgesetzt. Mit dem Schieberegler
fligst du Glieder der Reihe hinzu — die Partialsummen nahern sich
der Funktion; an einer Sprungstelle schwingen sie tiber
(Gibbssches Phanomen) und gehen durch den Mittelwert beider
Seiten, als Punkt markiert.

Graph

Glieder bisn =3 —.

— f(z)

— s3(x)

Eine stiickweise Funktion — Spriinge und das Gibbs-Phanomen.

Eingabe: -1, -pi < x < @



1, 0 < x < pi Fourierreihe

Ergebnis

= in((2k —1
@)= g = Sin (k= 1))
Losungsweg

- Das Intervall [—7; 7] ist eine Periode: T' = 2, die halbe
Periode [ = . Wir suchen die Reihe mit den
Koeffizienten

o0
~— + Z (@, cos (nx) + by, sin (nx))

apg = — /f

;/;ﬁ f(z) cos (nz) dx
b, = %/: f(z)sin (nz) dz

an

Die Funktion ist ungerade, f(—x) = — f(z), also sind
das konstante Glied und die Kosinuskoeffizienten null
und die Sinuskoeffizienten geniigt es liber das halbe
Intervall zu berechnen

ag=a, =0

= %/: f(z)sin (nx) dx

m
Einsetzen von * = 3 ergibt die Summe einer

Zahlenreihe

T 4( 1)‘"+1 (-0«
s(3) = ZW(% Z o% 1 4
+ Aus der Parsevalschen Gleichung folgt

2 [" 4.5 >

— ydr = = b

77/0 f? (z) dz = 2 a *

n=1

o0 (oo} 9
e e D e il

= (Qk = 1

. 2 [T
Der Koeffizient by: b, = ;/ sin (nx) de
0

Nach der Tabelle - die innere Funktion ist linear (ax + b),
das Ergebnis wird daher durch a geteilt:

/Sin (nz)dx = 7%

Fiir ganzzahliges n gilt sinnm = 0, cosnm = (—1)"

+ Wir setzen die Grenzen ein
b — 2 [ cos(nm)}ﬁ 2-2(-1)"
0

n
™ n nm

Wir setzen die Koeffizienten in die Reihe ein:

s(z) = Z 2-2() sin (ne)

nmw
n=1

Die Glieder mit geradem n sind null — es bleiben nur die
ungeraden n = 2k - 1

o

4 .
s(z) = 2 m sin ((2k — 1)z)

Nach dem Satz von Dirichlet ist die Summe der Reihe
gleich f(x) fir z € (—m; 0) U (0; 7); an einer
Unstetigkeitsstelle ist sie der Mittelwert der einseitigen
Grenzwerte

fE )+ f(=n) _1+(=1)

s(—m) =s(m) = > = 5 =0

FO0)+£(07)  -1+1

=0

5(0) =

2 2

Graph

Glieder bisn=5 —.

— f(z)
— s5(x)

Die Funktion ist periodisch fortgesetzt. Mit dem Schieberegler
fligst du Glieder der Reihe hinzu — die Partialsummen nahern sich
der Funktion; an einer Sprungstelle schwingen sie tber
(Gibbssches Phanomen) und gehen durch den Mittelwert beider
Seiten, als Punkt markiert.



Eine Sinusreihe und die Summe 1 - 1/33 + 1/53 - ... = m3/32.

Eingabe: fouriersin(x*(pi - x), @, pi)

Ergebnis

e9]

8 .
f(z) = Z m sin ((2k — 1)z

k=1

Lésungsweg

+ Wir setzen die Funktion von [0; 7| ungerade und dann
periodisch fort (T' = 27) — es entsteht die Sinusreihe
o0

flz) ~ Z b, sin (nx), wobei

n=1

b, = %f(: f(z)sin (nz) de

. 9 [T )
Der Koeffizient by: b, = - / z(w — x) sin (nz) dx
0

+ Partielle Integration (Ju-v' = u-v - Juv),u = (™ — ), v' =

sin (nz), alsou' = 7 — 2z, v = _cos (nz)
n

/w(ﬁ — ) sin (nz)dr = z(z —mcos(nz)  f (22
n

- Die Konstante vor das Integral gezogen

/wdz:%/@wfﬂcos(nm)dz

n

- Partielle Integration (Ju'v' = u-v - fu"v),u =2z — m, V' =

cos (nz), also u'= 2, v = 20 (nz)

n

(2z — ) sin (nx) 7/'2si

7

/(235 — @) cos (nz) de =

+ Die Konstante vor das Integral gezogen:

25i 2
[P0 gy 22 [ ) e
n

n

+ Nach der Tabelle — die innere Funktion ist linear (ax + b),

das Ergebnis wird daher durch a geteilt:

/sin (nz)dx = 7%

- Fir ganzzahliges n gilt sinnm = 0, cosnm = (—1)"

+ Wir setzen die Grenzen ein

by =~ .

2 [.7;2 cos (nz)  mzcos (nx) N (m — 2z) sin (na’
m

T n n

+ Wir setzen die Koeffizienten in die Reihe ein:

s(x) = Z % sin (n)

+ Die Glieder mit geradem n sind null — es bleiben nur die

ungeraden n = 2k - 1

- 8
s(z) = ————sin ((2k — 1)z
@) =3~y in (2 - o)

—1

+ Die periodische Fortsetzung der Funktion ist stetig, also

ist die Summe der Reihe nach dem Satz von Dirichlet
gleich f(x) fir z € [0; ]

T
* Einsetzen von x = 3 ergibt die Summe einer

Zahlenreihe



7r = 8( 2 s
_ = — = —
2 Z7r(21<:4L 4 Z 2k—1) 32

k+1 0 lwrl
k=1 k=1

-+ Aus der Parsevalschen Gleichung

/ f(z)de = Ebz folgt

n=1
T 64 = 1 6
—_—_— = _— —
15 Z 7T2( 6 Z 6 960
Graph

Gliederbisn=5 -‘

Bekannte Einschrankungen

 Eine unbeschrankte Funktion (etwa In x auf [0; 2m]) lasst sich nicht entwickeln — die Reihe wiirde an

-6 -4 -2 0 2 4 6

— f(z)
— s5()

Die Funktion ist periodisch fortgesetzt. Mit dem Schieberegler
fligst du Glieder der Reihe hinzu — die Partialsummen n&hern sich
der Funktion; an einer Sprungstelle schwingen sie tber
(Gibbssches Phanomen) und gehen durch den Mittelwert beider
Seiten, als Punkt markiert.

der Stelle divergieren, an der die Funktion ber alle Grenzen wachst.

 Fihren die Koeffizienten auf ein Integral ohne elementare Stammfunktion (In x auf [1; 3]), werden sie

mit dem Integralsinus und Integralkosinus ausgedrickt.



Differentialgleichungen

Die App I6st gewohnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung: separierbare, lineare, exakte, homogene (y'
= f(y/x)), Bernoullische Gleichungen und Gleichungen y' = f(ax + by + c). Sie erkennt den Typ selbst und
zeigt den Losungsweg wie in der Schule — Trennung der Variablen, Variation der Konstanten oder
integrierender Faktor, Substitution, Stammfunktion einer exakten Gleichung. Die Integrale im
Losungsweg haben eigene Schritte.

Hohere Ordnungen: lineare Gleichungen mit konstanten Koeffizienten beliebiger Ordnung tber die
charakteristische Gleichung (auch mehrfache und komplexe Nullstellen), eine partikuldre Losung nach
der speziellen rechten Seite (auch Resonanz und Summe rechter Seiten) oder durch Variation der
Konstanten, ein Anfangswertproblem in null auch mit der Laplace-Transformation (Chip ,Methode").
AuRerdem die Eulersche Gleichung mit x = et, y™ = f(x) durch wiederholtes Integrieren und die Reduktion
der Ordnung — wenn y fehlt (p = y’) oder x (y' = p(y)).

Die Gleichung y' = y-(a(x)-In y + b(x)) wird durch die Substitution z = In y linear. Eine lineare Gleichung 2.
Ordnung mit nichtkonstanten Koeffizienten wird gelést, wenn sich eine Lésung erraten ldsst (x¥, e, ...):
die zweite durch Reduktion der Ordnung (d'Alembert), die rechte Seite durch Variation der Konstanten.
Die Ordnung wird auch um mebhr als eins reduziert (p = y‘™ mit einer Gleichung 2. Ordnung fiir p). Bei
Parametern werden Falle unterschieden — ein gedampfter Oszillator nach dem Vorzeichen von 62 - w?
(Kriechfall, aperiodischer Grenzfall, Schwingfall), eine Resonanz (y" + w?y = cos 2t fiir w = 2) und das
Vorzeichen einer Konstanten, von dem das Integral abhangt (y" = 2yy’). Die Laplace-Transformation I0ost
auch Anfangswertprobleme an einer anderen Stelle als 0 (Verschiebung T =t - to) und mit Parametern.

Das Ergebnis ist die allgemeine Losung mit einer Konstanten C, bei hoheren Ordnungen mit Konstanten
C4, Cy, ... (explizit, wo das nicht geht, implizit); mit Bedingungen die Lésung, die sie erfiillt — Anfangs- und
Randbedingungen, auch die Falle ,keine Losung” und ,unendlich viele Losungen®. Durch Division
verlorene konstante Losungen findet die App ebenfalls. Jede Losung wird durch Einsetzen in die
Gleichung gepriift. Der Graph zeigt bei 1. Ordnung das Richtungsfeld und Lésungen fiir verschiedene C,
bei hoheren Ordnungen Losungen fiir verschiedene Konstanten; bei einer autonomen Gleichung 2.
Ordnung (ohne x) zeigt ein Umschalter auch die Phasenebene (y, y').

Eingabe
y' = x*y Die Ableitung mit Strich.
dy/dx = x y”2 Leibniz-Schreibweise — sie nennt auch die Variable

(dm/dt, dT/d).



\frac{dy}{dx} = \frac{y}{x} + x Schreibweise aus einem Foto.
(2xy + 6x)dx + (x*2 + 4y~3)dy = 0 Die Form M dx + N dy = 0 (exakte Gleichung).

y' =y*2 +1, y(0) =1 Eine Anfangsbedingung nach einem Komma oder in
der nachsten Zeile.

dm/dt = m + 2, m(@) = 0 Funktion und Variable konnen beliebige Buchstaben
sein.
y'' - 3y' + 2y = 3e7(2x) Eine Gleichung héherer Ordnung — die Ableitungen mit

mehreren Strichen.
yM@4)} + 2y +y =29 Hohere Ableitungen als y*{(4)} (auch vom Foto).

y'''+y =0, y(0) =1, y'(0) = 2 Anfangsbedingungen y(0), y'(0) — oder
Randbedingungen in verschiedenen Punkten.

\ddot{x} + \omega”2 x = 0 Newtons Punkte (Ableitungen nach der Zeit t) und
griechische Parameter.



Beispiele

Getrennte Variablen — die allgemeine Losung und das Richtungsfeld.

Eingabe: y' = x*y

Ergebnis

* Probe - die Ableitung der Losung 5/ — Cmeé eingesetzt
in die Gleichung ergibt eine Gleichheit.

2
y==Ce?r, CeR
Graph
Lésungsweg [ I O O A I O
[ T A | | [
- Eine Gleichung mit getrennten Variablen — die rechte [ T \ | [
Seite ist ein Produkt einer Funktion der Variablen und A I B \ | 1T T
einer Funktion der Unbekannten: v' = zy L \ / [
(A \ / [ 1]
+ Trennung der Variablen (wir dividieren unter der 210 \ / I A |
dy (R R A \ / A
Annahme y # 0): ? =xdr VRN N p s/
0
" Wir integrieren beide Seiten; / dy _ /:cd:n 171/ 777 NNN AL VD
Y [ 1] / A W T U T
. 1 o |11 /- NS T
Nach der Tabelle der Grundintegrale: / —dy =1Inly| R | VAol
Y s : | j ’[ | | VL } } | :
© ' . _® . || | [ | ||
Nach der Tabelle der Grundintegrale: /mdm =3 4 BN | RN
) L o [ | T T T T
+ Die allgemeine Losung in impliziter Form: [ ]| | UL
.
In|y| = 5 T C -4 2 0 2 4

+ Wir entlogarithmieren - die Konstante ze”C heil}t wieder
22
C: Y= Ce?

+ Die konstante Lésung ¥ = 0, die wir durch das Dividieren

ausgeschlossen haben, ist in der allgemeinen L&sung fir
C = 0 enthalten.

—— Ldsungen fir verschiedene C

Die kurzen Striche zeigen in jedem Punkt die Richtung, die die
Gleichung vorschreibt (Richtungsfeld). Die grauen Kurven sind
Losungen flir verschiedene C - sie berlihren die Striche tberall.



Die Anfangsbedingung bestimmt die Konstante C.

Eingabe: y' = y*2 + 1, y(0) = 1

. . 1
Ergebnis Probe — die Ableitung der Losung Y = T
T cos (m + Z)
Y= tan (CL‘ + _) eingesetzt in die Gleichung ergibt eine Gleichheit.
Graph
Losungsweg

+ Eine Gleichung mit getrennten Variablen - die rechte
Seite ist ein Produkt einer Funktion der Variablen und
einer Funktion der Unbekannten: i/ = 3% + 1

~

» Trennung der Variablen (wir dividieren unter der

Annahme 3> 4+ 1 # 0): =dz

e
e —— e —

e
v +1

N S =

5 d
Wir integrieren beide Seiten:/ziy :/da:
y-+1
+ Nach der Tabelle der Grundintegrale:

1
——— dy = arctan
/f+1y Y

" Nach der Tabelle der Grundintegrale: / ks = a3

_—— e — — L ST

+ Die allgemeine Lésung in impliziter Form:

|
|
|
|
2

arctany =z + C 4 0 2 4
+ Wir stellen die Lésung explizit dar: ¥ = tan (z + C) —— Ldsungen fiir verschiedene C
m
+ Wir setzen die Anfangsbedingung y(0) = 1 ein: — y = tan (w + 7)
T 4
l=tanC = C = Z

+ Die Losung der Anfangsbedingung (partikulédre Lésung):

t (+7T
=tanl|lx —
o 1

Die kurzen Striche zeigen in jedem Punkt die Richtung, die die
Gleichung vorschreibt (Richtungsfeld). Die grauen Kurven sind
Lésungen fiir verschiedene C — sie beriihren die Striche Gberall.
Hervorgehoben ist die Lésung der Anfangsbedingung; der Punkt
ist die Anfangsbedingung.



Eine lineare Gleichung durch Variation der Konstanten.

Eingabe: y' + 2y = e*x  Variation der Konstanten

Ergebnis ' Probe - die Ableitung der Losung ¥’ = % —20e™™
_9 e’ eingesetzt in die Gleichung ergibt eine Gleichheit.
y=Ce = +—, CeR
3 Graph

SHTERENE
- Eine lineare Gleichung 1. Ordnung y' + p(x)'y = q(x): a Ly

oy — e BENERERE

[

+ Zuerst lIsen wir die homogene Gleichung (rechte Seite \ \ \ \ \ \ \ \ \

nul):y' +2y =0 e W U U T W o

LY W WA W W W W SN

" Nach der Tabelle der Grundintegrale: /2dm =2z o NANNAN NN NN

N ) > S S S TS
- Lésung der homogenen Gleichung: y;, = Ce™** ARV AR
+ Variation der Konstanten — wir suchen die Losung in der 2 ;,' ; ; ; ; j ; ; /

Formy = C'(z) e~ %; eingesetzt in die Gleichung: RN

Claye™ = e RN ERARE
e
- Nach der Tabelle — die innere Funktion ist linear (ax + b), [ A

3z
das Ergebnis wird daher durch a geteilt: feh‘ dr = % gl 2 g 2 4

—— Loésungen fir verschiedene C

. ) 631
Wir integrieren: C'(z) = /335 da = - +C

x

. o €
Die allgemeine Lésung: y = Ce > + 3

Die kurzen Striche zeigen in jedem Punkt die Richtung, die die
Gleichung vorschreibt (Richtungsfeld). Die grauen Kurven sind
Lésungen fir verschiedene C - sie berlhren die Striche tberall.



Dieselbe Gleichung mit integrierendem Faktor.

Eingabe: y' + 2y = e”x

Ergebnis

—2z e*
y=Ce " + 3 CeR
Lésungsweg

- Eine lineare Gleichung 1. Ordnung y' + p(x)-y = q(x):
Yy +2y=¢€"

" Nach der Tabelle der Grundintegrale: f2dm =2z

- Der integrierende Faktor: p(z) = ef 24 = ¢2r

« Wir multiplizieren mit dem integrierenden Faktor — die
linke Seite ist die Ableitung eines Produkts:

(yeu)’ — i

+ Nach der Tabelle - die innere Funktion ist linear (ax + b),

edx

das Ergebnis wird daher durch a geteilt: | €% dx = —

3
. 63I
Wir integrieren beide Seiten: yeh = 3 +C
. - €T
Die allgemeine Losung: ¥ = Ce™" + 3

xr

. e ~
Probe - die Ableitung der Losung 3’ = == 202

eingesetzt in die Gleichung ergibt eine Gleichheit.

Integrierender Faktor

Graph

N
St e —— —
P P R—
S ————— —
S ——— — —
St ———— —
P R P
S s
S ot ———
/ e — —

L

——~

N
—_—— e — — — ~ U
—_—— e — — — L
—_——— e — — L~
—_—_—— e — ==
e e e e e e e S, N
—_——— e — L~
—_———— — — —

I S -

A

—— Loésungen fir verschiedene C

Die kurzen Striche zeigen in jedem Punkt die Richtung, die die
Gleichung vorschreibt (Richtungsfeld). Die grauen Kurven sind
Losungen flir verschiedene C - sie berlihren die Striche tiberall.



Eine homogene Gleichung — die Substitution u = y/x.

Eingabe: y' = (x - y)/(x + y)

Ergebnis
2 —2zy—y*=C, Ce€R

Losungsweg

+ Eine homogene Gleichung - die rechte Seite héngt nur

vom Quotienten y/x ab: y = Ty
y ’ T4y
* Die Substitution u = %, y = ux, Yy =u -+ zu fihrt die
2
Gleichung tiber in zv' = —u — 1 +
u+1
» Trennung der Variablen (wir dividieren unter der
u+1 1
Annah 2 — i ——————du=—-=dz
nnahme v~ + 2u — 1 # 0) P ou_1 o

+ Wir integrieren beide Seiten:
1 1

/QL du = fffdm
u” + 2u — 1 T

+ Die Konstante vor das Integral gezogen:

u-+1 u+1
727du:7 Qidu
—u” —2u—+1 —u” —2u+1

+ Im Z&hler steht die Ableitung des Nenners (oder ihr
Vielfaches), f(x) = —42 — 2y + 1, nach der Formel

pw
[ s =m0

wep 1 —2u — 2 In
/27@:,,/27@:77
—u® —2u+1 2) —u?—2u+1
Graph
TR TR N N N N S N
[ \“:{\_,\t\\\\\&,} N P P
SV VAN S e
I IV AN
/1 \
/1]
277
avav
s
0
VAVAN A Ve
VAV v a4
2 \ A,
\\ \ o rr
N
-4 E \\\\\\‘\; |
W\ EERE
NN N\ \ N
_‘\\\\\\\\ \\\\\k\i\;\\:\\ \ \ \ \
4 2 0 2 4

—— L&sungen fiir verschiedene C

Die kurzen Striche zeigen in jedem Punkt die Richtung, die die
Gleichung vorschreibt (Richtungsfeld). Die grauen Kurven sind

Losungen fiir verschiedene C — sie berlihren die Striche tberall.

Die Konstante vor das Integral gezogen:
1 1
f—— de = — / —dx
z &
1
Nach der Tabelle der Grundintegrale: - dr = In|z|

Die allgemeine L6sung in impliziter Form:
In|—u?—2u+1|

C —In|z|
2
Wir entlogarithmieren - die Konstante +e*C heiRt wieder
C
C—w? —2ut+l=—;
T

Die konstante Losung 4, — —1 — /2, die wir durch das
Dividieren ausgeschlossen haben, ist in der allgemeinen
Losung fir C = 0 enthalten.

Die konstante Lésung 4 — —1 - /2, die wir durch das
Dividieren ausgeschlossen haben, ist in der allgemeinen
Losung fir C = 0 enthalten.

+ Zurlck zur urspringlichen Unbekannten:

z2 — 2xy — y? C
2 )

T T

Die allgemeine L6sung in impliziter Form:
22— 2zy—y*=C



Eine Bernoullische Gleichung — die Substitution z = y*(1-n) und die konstante Lésung y = 0.

Eingabe: xy' - y = -xy”2

Ergebnis

2x

Y= 57

C € R;
ZU-i—C, € K}

y=20

Losungsweg

+ Eine Bernoullische Gleichung y' + p(x)-y = q(x)-y™

Yy
yri_:7y2
T

. 1
Die Substitution z = —, 2z’ = —1 Ey/ fuhrt die

t e im

z
Gleichung tiber in 2’ —_ 1

+ Zuerst losen wir die homogene Gleichung (rechte Seite
z
null): 2/ - = =0
xr

0 1
Nach der Tabelle der Grundintegrale: / . de = In|z|

o C
Losung der homogenen Gleichung: z, = —
a3

+ Variation der Konstanten — wir suchen die Ldsung in der

1 T,
Form z = C(z) - —; eingesetzt in die Gleichung:
T
1
Clz)-— =1
(2) ~

+ Daraus C'(z) =«

. 22
Nach der Tabelle der Grundintegrale: /wdz =5

Graph
T O I
T T O O
4!ll|!llli
PP rTid
{1 T T A O
L O T T T T
L W Y U W A S
A R A U U S W
NSNS NNSNNSNNNN
0

o)

Y
———le s 2 g

—— Lo&sungen fir verschiedene C
_—y = 0
Die kurzen Striche zeigen in jedem Punkt die Richtung, die die

Gleichung vorschreibt (Richtungsfeld). Die grauen Kurven sind
Losungen fir verschiedene C — sie berlihren die Striche tberall.

T /

o 1
Zurlick zur urspriinglichen Unbekannten: ; =

" Wir stellen die Lésung explizit dar:y =

" Probe - die Ableitung der Lésung ¥" =

e 22
Wir integrieren: C'(z) = fwda: =5 @

. C
Die allgemeine Losung: z = g 4+ =
a3

C
+7
73

|8

2x
z? + 20

+ Durch das Dividieren haben wir die konstante Losung

y = 0 ausgeschlossen - sie ist eine weitere Lésung der
Gleichung.

+ Wir benennen die Konstante um (ein Vielfaches einer

beliebigen Konstante ist wieder eine beliebige
2z
Konstante): y = ———
onstante): ¥ 210
2C — 2x2
zt+ 202> + C?
eingesetzt in die Gleichung ergibt eine Gleichheit.



Eine exakte Gleichung — die Stammfunktion F(x, y) = C.
Eingabe: (2xy + 6x)dx + (x"2 + 4y~3)dy = ©

+ Die Konstante vor das Integral gezogen:

Ergebnis
f4y3dy :4fy3dy

v+ 2y+322=C, CeR

4
" Nach der Tabelle der Grundintegrale: /y3 dy = yz
Losungsweg

+ Aus 9F/3y = N: ¢'(y) = 4y° = =y
+ Eine Gleichung M dx + N dy = 0 — wir priifen, ob sie exakt Y #(@) Y P =y

ist (die linke Seite ein totales Differential): + Die allgemeine L&sung in impliziter Form:
(2zy + 6x)dx + (4y3 + mz) dy =20 v +zly+ 322 =C
+ M =2zy + 6z, N = 44° + x?; die Gleichung ist exakt,
ON Graph
T 9= 2
denn dy oz SN ) S S R

P e N

+ Das Integral einer Summe ist die Summe der Integrale:

/(6m+2ym)dm:f6wdm+f2ymdw

+ Die Konstante vor das Integral gezogen:

/dew:G/mdw

. T
Nach der Tabelle der Grundintegrale: /wdz =5

+ Die Konstante vor das Integral gezogen:

/2ywdx:2y/wda: ] T i

o x
Nach der Tabelle der Grundintegrale: / rdr = 5 —_————r——————

+ Die Stammfunktion F durch Integration von M nachx. ~ —————— —— —
F(z,y) = /(2zy + 6z) dx = 2%y + 32% + () gl 4 0 Z 4

—— Losungen fir verschiedene C

Die kurzen Striche zeigen in jedem Punkt die Richtung, die die
Gleichung vorschreibt (Richtungsfeld). Die grauen Kurven sind
Losungen fir verschiedene C - sie beriihren die Striche tberall.



Die Substitution z = x - y; Symja wiirde hier einen Faktor 2 verlieren, die App priift das Ergebnis.

Eingabe: y' = cos(x - y), y(0@) = pi/2

Ergebnis " Nach der Tabelle der Grundintegrale: fl @ = 3
y =z + 2arccot (z + 1)

+ Die allgemeine Losung in impliziter Form:
z
— cot (*) =z2+C
Lésungsweg 2

+ Wir stellen die Lésung explizit dar: z = 2 arccot (C' — )
+ Die rechte Seite ist eine Funktion von ax + by + ¢ — wir

nehmen es als neue Unbekannte: y' = cos (z — y) + Durch das Dividieren haben wir die konstante Lésung
z = ( ausgeschlossen — sie ist eine weitere Losung der

‘ o o o T o T T
+ Die Substitution z = =z — y, 2 = 1 — 4/ fiihrt die Gleichung.

Gleichung Gberin 2z’ =1 — cos z
+ Zuriick zur urspringlichen Unbekannten:

+ Trennung der Variablen (wir dividieren unter der y =z — 2arccot (C' — z)

dz
Annahme 1 —cosz # 0); ——— =dzx . ) - .
1—cosz + Wir benennen die Konstante um (ein Vielfaches einer

. . ‘ ) dz beliebigen Konstante ist wieder eine beliebige

Wir integrieren beide Seiten: / T cosz /dx" Konstante): ¥ = @ + 2 arccot (= + C)

T
+ Keine einfachere Substitution passt — die universelle * Wir setzen die Anfangsbedingung ¥(0) = 3 ein:
z
Substitution ¢ = tan (§> g = 2arccot C = C =1
. 2t 1-—1¢2 2dt
smz = 178 cosz = 1+ 3= (1 T tg) - Die Lésung der Anfangsbedingung (partikulédre Lésung):

y = x + 2arccot (z + 1)

[mast=/
1—cosz = 2 . z? + 2z

Probe - die Ableitung der Lésung ¢y = ————
9 Je 242242

1 eingesetzt in die Gleichung ergibt eine Gleichheit.

o 1
Nach der Tabelle der Grundintegrale: / 7 dt = ==

« Zuriick zur urspriinglichen Variablen:

() e ()



Die charakteristische Gleichung mit komplexen Nullstellen -2 * 3i.

Eingabe: y'' + 4y' + 13y = @

Ergebnis Graph
Y= 672:6(01 Cos (333) + 02 sin (3:‘17))’ C Lésungen Phasenebene )

Losungsweg
+ Eine lineare Gleichung mit konstanten Koeffizienten: o
v + 4y +13y =0 2
+ Wir suchen Lésungen y = e*(Ax); Einsetzen und Teilen 2
durch e*(Ax) ergibt die charakteristische Gleichung:
A 4ar+13=0 0
+ Die Diskriminante D — 42 — 4.13 = —36; die @
Nullstellen: Ay = —2+ 317
-4
+ Jede Nullstelle A liefert die Losung e*(Ax), eine k-fache
auBerdem x-e*(Ax), ..., x*(k-1)-e*(Ax), ein Paar a £ Bi die 6
Lésungen e*(ax)-cos Bx und e*(ax)-sin Bx. Das
Fundamentalsystem: 8
y; = e cos (3z), yp = e 2% sin (3x)
- Die allgemeine Lésung: ¥4 6 4 4 0 2 4 6 €
y = e **(Cy cos (3z) + Cysin (3z)) —— Lasungen fiir verschiedene C

Die grauen Kurven sind Lésungen fiir verschiedene Werte der
Konstanten.



Spezielle rechte Seite mit Resonanz — 2 ist Nullstelle der charakteristischen Gleichung.
Eingabe: y'' - 3y' + 2y = 3e”(2x) Spezielle rechte Seite

Exponentialfunktion geteilt), gleichartige Terme

Ergebnis zusammengefasst: 4 = 3

y = Ce® + Coe®® + 3ze®®, Cy,Cy ¢

+ Eine partikuldre Lésung: ¥, = 3ze”

+ Die allgemeine Losung:

Losungsweg - _ T 2 2z
Yy =1y, + Yy, = Cre" + Coe™ + 3ze

+ Eine lineare Gleichung mit konstanten Koeffizienten:
y" — 3y + 2y = 3e%° Graph

- Zuerst 16sen wir die homogene Gleichung (rechte Seite 20
null):y” — 3y +2y =0

+ Wir suchen Losungen y = e*(Ax); Einsetzen und Teilen

durch e*(Ax) ergibt die charakteristische Gleichung: 1
A -3X+2=0
- Die Diskriminante D = (—3)* — 4-2 = 1; die -

Nullstellen: Ay =1, Ay =2

+ Jede Nullstelle A liefert die Losung e*(Ax), eine k-fache
auBerdem x-e*(Ax), ..., x*(k-1)-e*(Ax), ein Paar a  Bi die 5
Lésungen e*(ax)-cos Bx und e*(ax)-sin Bx. Das
Fundamentalsystem: y; = e®, y, = €*

+ Lésung der homogenen Gleichung: g, = C,e® + Cye?®

- Die rechte Seite 3¢2* hat eine spezielle Form; die Zahl 2

ist eine Nullstelle der charakteristischen Gleichung 2 q 0 1 2
(Vielfachheit 1), der Ansatz wird daher mit x multipliziert:
Y, = Ape® Losungen fir verschiedene C

+ Die Ableitungen: Die grauen Kurven sind Lésungen fiir verschiedene Werte der
y;,u — 2 Are® T AeZ:ﬁ’ yg — 4 Ape® +4A621 Konstanten.

+ In die Gleichung eingesetzt (durch die



Die rechte Seite tan x ist nicht speziell — Variation der Konstanten und Wronski-Determinante.

Eingabe: y'' + y = tan x
Ergebnis

y=Cicosz+ Cysine —cosz -In|—
cc

Lésungsweg

+ Eine lineare Gleichung mit konstanten Koeffizienten:
y' +y=tanz

+ Zuerst lIosen wir die homogene Gleichung (rechte Seite
nul):y’ +y=0

+ Wir suchen Lésungen y = e*(Ax); Einsetzen und Teilen
durch e*(Ax) ergibt die charakteristische Gleichung:
AX41=0

- Die Nullstellen der charakteristischen Gleichung:
Ao =+

+ Jede Nullstelle A liefert die Losung e*(Ax), eine k-fache
auBerdem x-e*(Ax), ..., xA(k-1)-e*(Ax), ein Paar a  Bi die
Lésungen e*(ax)-cos Bx und e*(ax)-sin Bx. Das
Fundamentalsystem: ¥; = cosx, yy =sinz

+ Losung der homogenen Gleichung:
yp = Crcosz + Cysine

- Variation der Konstanten — wir suchen die Lésung in der
Form y = C(z) cosx + Cy(z) sin z, die Ableitungen der
Funktionen C_k erfiillen das System

Ci(z)cosz + Cf(z)sinz =0
—C{(x)sine + Cf(x) cosz = tanx

+ Die Determinante des Systems (Wronski-Determinante)

cosz  sinx
W = . =
—sinxz  cosx
W,
. 1 .
Daraus C'{(z) = — = —sinz - tanx
W

: W,
Daraus C(z) = WQ = sinx

+ Die Konstante vor das Integral gezogen:

/fsinw'tanmdm:f/sin:nAtan:ndm

- Die Funktion ist ungerade im Kosinus — die Substitution

t =sinx

dt = cosx dx

t2
/sinm-tanmdmzfidt
(1—-t)(t+1)

+ Die gebrochenrationale Funktion in ein Polynom und

Partialbriiche zerlegt

fﬁdt:f(*ﬁ*w—in)

+ Das Integral einer Summe ist die Summe der Integrale

O st 1o

" Nach der Tabelle der Grundintegrale: / —1dt = —t



Die Konstante vor das Integral gezogen:
1 1 1
[sra=—3 [
2(t — 1) 2) t—1
Nach der Tabelle der Grundintegrale:

1
/*dt:ln‘tfl‘
t—1

Die Konstante vor das Integral gezogen:
1 1 1
[t st [
2(t+1) 2/ t+1

Nach der Tabelle der Grundintegrale:

1
. dt=Inlt+1
/t+1 nlt+1]

Zurlick zur urspriinglichen Variablen
Inlsinz + 1| In|sinz — 1|
2 2

—sinxz = In

t=sinz:

Integriert (die Integrationskonstanten stecken schon in
der homogenen L&sung):

Cy(z) = /7sinz~tanmdw =sinz —In

+tanz
cos T

Nach der Tabelle der Grundintegrale:

/sinmdm: —cosx

Integriert (die Integrationskonstanten stecken schon in

der homogenen Lésung): Csy(z) = fsinmdm = —cosx

Eine partikulare Losung:

Yp = —cosz-In +tanz

COos T

- Die allgemeine L&sung

Yy=yp+Yp=Crcosz +Cysinz — cosx-In

1

Cos T




Ein Anfangswertproblem — ein System fiir die Konstanten C,, C..

Eingabe: y'' - 4y' + 3y

Ergebnis

y=2e"—e¢

2z

Losungsweg

Eine lineare Gleichung mit konstanten Koeffizienten:
yu o 4y/ + 3y _ 621

Zuerst l6sen wir die homogene Gleichung (rechte Seite
null): y" — 4y' +3y =0

Wir suchen Losungen y = e*(Ax); Einsetzen und Teilen
durch e*(\x) ergibt die charakteristische Gleichung:
AN —4X+3=0

Die Diskriminante D = (—4)* — 4 -3 = 4; die
Nullstellen: Ay = 1, Ay =3

Jede Nullstelle A liefert die Losung e*(Ax), eine k-fache
auBerdem x-e*(Ax), ..., xA(k-1)-e*(Ax), ein Paar a + Bi die
Lésungen e*(ax)-cos Bx und e*(ax)-sin Bx. Das
Fundamentalsystem: y; = €, 1, = e

L6sung der homogenen Gleichung: y, = C e” + Che3®

Die rechte Seite ¢2* hat eine spezielle Form; die Zahl 2 ist

keine Nullstelle der charakteristischen Gleichung, die
partikuldre L6sung suchen wir daher in der Form
Yp = Ae?

Die Ableitungen: ¥;, = 24€%, Yy = 4Ae*

In die Gleichung eingesetzt (durch die

Graph

6 -4 -2 0 2 4 6

_y:2ez_€21

Hervorgehoben ist die Loésung, die die Bedingungen erfillt; die
Punkte sind die gegebenen Werte.

e’\(2x), y(@) =1, yl(@) =0

Exponentialfunktion geteilt), gleichartige Terme
zusammengefasst: —A4 =1

- Daraus A = —1

Eine partikulare Losung: y, = =
Die allgemeine Losung:

Y=y +Yp = Cre” + Coe™ — &

Die Ableitungen der allgemeinen Losung:
y' = C1e” — 2€*® + 3C,€". Die Bedingungen ergeben
das System daraus ¢y =2, Cy, =0

-1+CG+G =1

—24+C;+3C,=0

- Die Losung, die die gegebenen Bedingungen erfiillt:

y:26l7621



Dieselbe Aufgabe mit der Laplace-Transformation.

Eingabe: y'' - 4y' + 3y = e~(2x), y(@) = 1, y'(®) = @ Laplace-Transformation
Ergebnis Graph
y = 2¢% — eZw
4
Losungsweg
2

+ Eine lineare Gleichung mit konstanten Koeffizienten:

Y — Ay + 3y =™ /.\

* Laplace-Transformation beider Seiten: £(y) = Y, £(y") = sY

- y(0), L(y") = s2Y - s'y(0) - y'(0); mit den 2
Anfangsbedingungen:
1
2
sY —s) —4(sY —1)+3Y = —— -4

(Y —5) —4(sY ~ 1) +3Y = —
o s—3

Wir driicken die Bildfunktion Y aus: ¥ = —————~

(6-2(-1) s 4 2 o

. 1 2 e _ z _ 2z

Partialbruchzerlegung: ¥ = P + 51 y=2e €

Hervorgehoben ist die Lsung, die die Bedingungen erfillt; die

+ Die Rucktransformation (nach der Korrespondenztabelle) Punkte sind die gegebenen Werte.

ergibt die Losung: y = L H{Y} = 2¢* — ¥

Ein Randwertproblem mit unendlich vielen Lsungen.

Eingabe: y'' +y =0, y(0) = 0, y(pi) = ©

Ergebnis
y=Cysinz, CycR

Lésungsweg

- Eine lineare Gleichung mit konstanten Koeffizienten:
y'+y=0

+ Wir suchen Lésungen y = e*(Ax); Einsetzen und Teilen
durch e*(Ax) ergibt die charakteristische Gleichung:
Nr1=0

+ Die Nullstellen der charakteristischen Gleichung:
A =i

+ Jede Nullstelle A liefert die Losung e*(Ax), eine k-fache
auRerdem x-e*(Ax), .., x*(k-1)-e*(Ax), ein Paar a t Bi die
Lésungen e*(ax)-cos Bx und e*(ax) sin Bx. Das
Fundamentalsystem: y; = cos, yy = sinx

+ Die allgemeine Lésung: ¥y = Ccosz 4 Cysinw

- Wir setzen die Bedingungen in die allgemeine Lésung ein
daraus C, =0

C,=0
-C; =0
- Die Konstante C) bleibt beliebig — die Aufgabe hat

unendlich viele Lésungen.

» Die LOosung, die die gegebenen Bedingungen erfiillt:
y=Chysinz



Eulersche Gleichung — die Substitution x = et.

Eingabe: x”2y'' - 2xy' + 2y = x"2 + 2

Ergebnis

y=Cix+Cox’ +’lnzc+1, Cp,(

Lésungsweqg

Eulersche Gleichung — bei jeder Ableitung y*(k) steht x*k;
die Substitution x = e*t macht daraus eine Gleichung mit
konstanten Koeffizienten: 22" — 2zy’ + 2y = 2 + 2

Die Substitution z = ', zy' = ¢, a*y” = §j — y fihrt
die Gleichung tiber in 4 — 3§ 4 2y = e* + 2

Zuerst l6sen wir die homogene Gleichung (rechte Seite
nul): 4 —3y+2y =0

Wir suchen Losungen y = e*(At); Einsetzen und Teilen
durch e*(At) ergibt die charakteristische Gleichung:
A2 30 4+2=0

Die Diskriminante D = (—3)* — 4 -2 = 1; die
Nullstellen: Ay = 1, Ay =2

Jede Nullstelle A liefert die Losung e*(Ax), eine k-fache
aulerdem x-e*(Ax), ..., x*(k=1)-e*(Ax), ein Paar a t Bi die
Lésungen e*(ax)-cos Bx und e*(ax)-sin Bx. Das
Fundamentalsystem: y;, = e, y, = &*

Lésung der homogenen Gleichung: y, = C,e! + Cye*

Wir teilen die rechte Seite in Teile spezieller Form - fiir
jeden eine partikuldre Losung, die wir addieren:

f1:2» f2:62t

+ Die rechte Seite 2 hat eine spezielle Form; die Zahl 0 ist

Graph

15

10

59 -1 0 1 2
Losungen fiir verschiedene C

Die grauen Kurven sind Losungen fiir verschiedene Werte der
Konstanten.

keine Nullstelle der charakteristischen Gleichung, die
partikuldre Losung suchen wir daher in der Form ¢, = A

Die Ableitungen: ¥, =0, v, =0

+ In die Gleichung eingesetzt (durch die

Exponentialfunktion geteilt), gleichartige Terme
zusammengefasst: 24 = 2

Daraus A =1

- Eine partikulédre Losung: ¥p, = 1

Die rechte Seite ¢2! hat eine spezielle Form; die Zahl 2 ist
eine Nullstelle der charakteristischen Gleichung
(Vielfachheit 1), der Ansatz wird daher mit x multipliziert:
Yp, = Ate?

+ Die Ableitungen:

Yy, = 2Ate? + Ae*, Yy = 4Ate® + 44

In die Gleichung eingesetzt (durch die
Exponentialfunktion geteilt), gleichartige Terme
zusammengefasst: 4 = 1

Eine partikulare Losung: y,, = te?t

Eine partikulére Lésung: ¥, = Y, + Yp, = te® +1

- Die allgemeine L&sung:

Y=y, +y, = Cre' + Coc® +te* + 1

Zuriick zur urspriinglichen Variablen (t = In x, fir z > 0):
y=Ciz+ Coz® + 2°Inz + 1



Reduktion y' = p(y), die Konstanten schrittweise aus den Anfangsbedingungen.

Eingabe: y'' = er(2y), y(0)
Ergebnis
y=—In(l-=2)
Lésungsweg

Die unabhéangige Variable fehlt — wir fassen y' als
Funktion von y auf: ¢ = &%

dp
dy

d;
Gleichung uber in pd—i = €2y; aus den

Die Substitution ¥’ = p(y), y" = p— fiihrt die

Anfangsbedingungen folgt p(0) = 1

Eine Gleichung mit getrennten Variablen - die rechte
Seite ist ein Produkt einer Funktion der Variablen und

. 4 dp e¥
einer Funktion der Unbekannten: — = —
dy p

Trennung der Variablen: pdp = e? dy
Wir integrieren beide Seiten: /pdp = fe29 dy

2
Nach der Tabelle der Grundintegrale: /pdp = %

Nach der Tabelle - die innere Funktion ist linear (ax + b),

g €2y
das Ergebnis wird daher durch a geteilt: fezy dy = >

Die allgemeine Lésung in impliziter Form:
p2 ey
Eemag
p o O

=0, yl(@) =1

- Wir stellen die Lsung explizit dar: p> = €2V + ()

Wir setzen die Anfangsbedingung p(0) = 1 ein:
1=C,+1=0C, =0

Die Losung der Anfangsbedingung (partikulare Losung):
p=¢e'

- Zuriick zur urspriinglichen Unbekannten: ¢’ = €Y

+ Eine Gleichung mit getrennten Variablen — die rechte

Seite ist ein Produkt einer Funktion der Variablen und
einer Funktion der Unbekannten: y' = eV

Trennung der Variablen (wir dividieren unter der

Annahme e¥ £ 0): d_i} = dx
e

d
Wir integrieren beide Seiten:/e—f = fdar:

Nach der Tabelle - die innere Funktion ist linear (ax + b),
das Ergebnis wird daher durch a geteilt:

fe_y dy = —e™

" Nach der Tabelle der Grundintegrale: /1 de ==

Die allgemeine Losung in impliziter Form:
—eV=z+0C)

Wir stellen die Losung explizit dar: y = —In (Cy — x)

Wir setzen die Anfangsbedingung ¥(0) = 0 ein:
0:711'102:&02:1



+ Die Losung der Anfangsbedingung (partikuldre Losung):
y=—In(l—x)

Graph

( Losungen Phasenebene )

4 3 2 a4 0 1 2 3 4
—y=—In(1-=)

Hervorgehoben ist die Losung, die die Bedingungen erfiillt; die
Punkte sind die gegebenen Werte.



Ein gedampfter Oszillator — drei Falle nach 6 und w.

Eingabe: y'' + 28y' + w*2y = ©

Ergebnis

§>w: y = 016(767\/524‘;2)1 + 026(«
d=w: y=(C,+Coz)e ™

d<w: y:e‘sm(Clcos( w? — 8%

Lésungsweg

+ Eine lineare Gleichung mit konstanten Koeffizienten:
yu +25y/ +w2y -0

-+ Wir suchen Lésungen y = e*(Ax); Einsetzen und Teilen
durch e*(Ax) ergibt die charakteristische Gleichung:
A2 4 26A +w?i=0

+ Die Nullstellen der charakteristischen Gleichung:

Ag=—0= V62— w?
« Fird > walso

M=—-0—-V&2—w? M=V —w?—3§
y = Ole(—é—\/dz—uz)z + 026(\/62—u2—5)$

< Fird = w: M2 = —6,alsoy = (C) + Cyz)e

» Fird < w: Ajp=—6+ Vw? — 824, also
y=e" (01 cos (\/ w? — 521‘) + Oy sin( w? — 52.%)



Resonanz — fiir w = 2 hat die Losung eine andere Form.

Eingabe: y'' + w*2y = cos(2t)
Ergebnis

w#2: y=Ccos(wt)+ Cysin (wt
w=2: y=Cjcos(2t) + Cysin(2t)

Lésungsweg

- Eine lineare Gleichung mit konstanten Koeffizienten:
y" + w?y = cos (2t)

+ Zuerst losen wir die homogene Gleichung (rechte Seite
null): ¢’ + w?y =0

+ Wir suchen Losungen y = e*(At); Einsetzen und Teilen
durch e?(At) ergibt die charakteristische Gleichung:
Nywr=0

+ Die Nullstellen der charakteristischen Gleichung:
/\1=2 = fwi

+ Jede Nullstelle A liefert die Losung e*(Ax), eine k-fache
auBerdem x-e*(Ax), ..., x*(k-1)-e*(Ax), ein Paar a  Bi die
Lésungen e*(ax)-cos Bx und e*(ax)-sin Bx. Das
Fundamentalsystem: y; = cos (wt), o = sin (wt)

+ Losung der homogenen Gleichung:
yp = O cos (wt) + Cy sin (wt)

- Die rechte Seite cos (2t) hat eine spezielle Form; die Zahl
21 ist keine Nullstelle der charakteristischen Gleichung,

" Eine partikuldre Lésung: Y, = —5——
w

die partikuldre Losung suchen wir daher in der Form
yp = Acos (2t) + Bsin (2t)

+ Die Ableitungen

Y, = 2B cos (2t) — 2Asin (2t), y) = —4Acos (2t) — 41

+ In die Gleichung eingesetzt (durch die

Exponentialfunktion geteilt), gleichartige Terme
zusammengefasst

(Aw® — 44) cos (2t) + (Bw® — 4B) sin (2t) = cos (2t)

+ Koeffizientenvergleich gleichartiger Terme auf beiden

i A= — , B=0
Seiten daraus 4
Aw? —44=1
Bw? —4B =0
cos (2t)

—4

+ Die allgemeine L&sung

cos (2t)
w?—4

Y =Y + yp = C cos (wt) + Cy sin (wt) +

+ Fir w = 2 ist die Zahl der rechten Seite eine Wurzel der

charakteristischen Gleichung (Resonanz) - die Losung
hat eine andere Form:
tsin (2t)

y = Ccos(2t) + Cysin (2t) + n



Eine erratene Losung y; = x und Reduktion der Ordnung (d'Alembert).

Eingabe: (1-x22)y'' - 2xy' + 2y = ©

Ergebnis
y=Ciz+Cy(zln|z—1| —zln|z +

Lésungsweqg

+ Eine lineare Gleichung 2. Ordnung mit nichtkonstanten
2x 2
Koeffizienten: ¢ + —¢ + ——y =0
oeffizienten: y +$271y + lfcch

» Eine Losung erraten wir und prifen sie durch Einsetzen:
Y1 = 7 Die zweite durch Reduktion der Ordnung
(d'Alembert, y = y;-u)

e—[pdx 1
y2:y1f 3 dzzx/ — 5 dr=zlnfz — 1]
i Tt —x

» Die gebrochenrationale Funktion in ein Polynom und
Partialbriiche zerlegt

/x4ix2 dm:f(Q(xl—l) - 2(3:1+1) 7%) dr

+ Das Integral einer Summe ist die Summe der Integrale

1 1 1 1
- ——|de = | ————dzx
2z —1) 2(z+1) 2° 2(x—1)
+ Die Konstante vor das Integral gezogen:

1
iy
2(x — 1) 2) z—1

» Nach der Tabelle der Grundintegrale:

1
/7d1':1n\m71\
z—1

Graph

6 -4 -2 0 2 4 6
Loésungen fir verschiedene C

Die grauen Kurven sind Losungen fiir verschiedene Werte der
Konstanten.

+ Die Konstante vor das Integral gezogen:

1 1 1
[ o= [
2(z +1) 2/ z+1

+ Nach der Tabelle der Grundintegrale:

/dezln\x+l\
z+1

+ Die Konstante vor das Integral gezogen:

1 1
/f?dm:ffgdw

o 1
Nach der Tabelle der Grundintegrale: / 5 dx =
z

+ Die allgemeine Losung:

y=Cz+ Cy(zln|z — 1| —zInjz + 1| + 2)

1
T



Bekannte Einschrankungen

* Eine Gleichung, die einen Hinweis aus der Aufgabe braucht (aufer z = Iny), wird noch nicht gelost.

 Bei einer Gleichung mit Parameter (k, A, w) zeichnet die App keinen Graphen und nimmt die Parameter
als positiv an.

e Wo sich die Losung nicht explizit ausdriicken lasst, bleibt sie implizit.

* Die Laplace-Transformation kennt die Heaviside-Funktion, Verschiebungen und periodische rechte
Seiten noch nicht.



Rekursionen und erzeugende Funktionen

Die App |0st lineare Rekursionen mit konstanten Koeffizienten beliebiger Ordnung tber die
charakteristische Gleichung — auch mehrfache und komplexe Wurzeln (die komplexe Form der Lsung
und ihre Umwandlung in die reelle nach dem Satz von Moivre) — und mit einer rechten Seite der Form
P(n)-q" (auch cos ne, sin ngp, Resonanz und eine Summe rechter Seiten). Die Anfangsbedingungen
bestimmen die Konstanten; zur Probe berechnet die App weitere Glieder aus der Rekursion und
vergleicht sie mit der Formel.

Mit dem Chip ,Methode” lassen sich auch die erzeugende Funktion (A(x) = X a,x", Partialbriiche,
geometrische Reihen), Matrixpotenzen (Diagonalisierung) oder bei 1. Ordnung das Aufsummieren
wahlen. Eine Rekursion 1. Ordnung mit variablem Koeffizienten (a,.1 = (n + 1)a,) wird tiber ein Produkt
gelost (Fakultaten), umformbare nichtlineare Rekursionen tiber die Substitution b, = 1/a, oder b, = In a,.
Ein System zweier Rekursionen |6st sie durch Elimination einer Folge oder mit der Matrix, eine Teile-und-
herrsche-Rekursion T(n) = aT(n/b) + f(n) Gber n = b* — mit der Abschatzung nach dem Master-Theorem.

Mit der Operation ,Erzeugende Funktion” findet die App die erzeugende Funktion einer Folge, gegeben
durch eine Formel (n2 + 2") oder ihre ersten Glieder (1, 0, 1, 0, ...), und umgekehrt die Formel fiir a, aus
einer Funktion A(x). Die Anzahl der nichtnegativen ganzzahligen Losungen von x; + X, + ... = N (auch mit
Schranken oder Koeffizienten — Bezahlen mit Miinzen) ist ein Koeffizient einer erzeugenden Funktion.

Der Graph zeigt die Glieder der Folge als Punkte (bei einem System beide Folgen).

Eingabe
a(n+2) = 5a(n+1l) - 6a(n), a(@) = 1, Mit Klammern, die Bedingungen nach einem Komma.
a(l) = 4
a_{n+2} = 5a_{n+1} - 6a_n Mit Indizes (auch vom Foto). Ohne Bedingungen: die
allgemeine Losung mit Konstanten C,, C..
Fn=F{n-1} + F.{n-2}, F.1 = F 2 = Der Index darf sinken (a,-1, a.-2); ein Wert kann
1 mehreren Gliedern gegeben werden.
a {n+l} = an + 2b n Ein System - die Gleichungen in Zeilen, die
b {n+1} = 3a_n + b_n Bedingungen in der letzten.

a®=1,bo=0

T(n) = 2T(n/2) + n, T(1) =1 Teile und herrsche — ein Glied bei n/b.



N2 + 2°n Die Formel einer Folge mit der Operation ,Erzeugende
Funktion” (auch a, = ...).

1, 0, 1, o, ... Die ersten Glieder, durch Kommas getrennt.

1/(1 - x - x*2) Eine erzeugende Funktion in x (auch A(x) = ...) — die
Formel fir a,.

Anzahl der Lésungen x_1 + x_2 + x_3 =  Die Anzahl der nichtnegativen ganzzahligen Losungen
10, x 1 <=3 mit Schranken.
Beispiele

Zwei verschiedene reelle Wurzeln, die Probe mit weiteren Gliedern.

Eingabe: a_{n+2} = 5a_{n+1} - 6a_n, a ® =1, al1=4

Ergebnis Graph
7 n
Ay, — 2-3" -2 1500
[ ]

Losungsweg
+ Lineare Rekursion 2. Ordnung mit konstanten 1000

Koeffizienten: a,,.» = 5a,.1 — 6a,
+ Wir suchen Lésungen @n = \"; eingesetzt und durch \"

geteilt ergibt sich die charakteristische Gleichung:

A2 —B5A+6=0

500 3

- Die Diskriminante D = (—5)* — 4- 6 = 1; die

Nullstellen: Ay = 2, Ay =3
+ Die allgemeine Lésung: a,, = C; - 2" + Uy - 3" ]

[ ]

+ Wir setzen die Bedingungen in die allgemeine L&sung ein C T e

daraus C; = —1, Cy =2

C 4O —1 0 1 2 3 4 5 6
1 B =
2C; +3C, =4 ®a,
Die Punkte sind die Glieder aus der Formel — die Rekursion selbst

- Die Losung, die die gegebenen Bedingungen erfiillt: liefert dieselben Werte.

a, =2-3"-2"

+ Probe: Die Rekursion liefert a; = 14, a3 = 46, a, = 146
- genauso wie die Formel.



Die Fibonacci-Folge — die Formel von Binet.

Eingabe: F. n = F_{n-1} + F_{n-2}, FO =0, F.1 =1

Ergebnis P - ?(1 +2\@) B g(l —2\/5)
n
V5 (1++/5 V5 (1—+/5

F=—| ——— = — | =—— - Probe: Die Rekursion liefert Fy = 1, F3 =2, F, =3 -

n

5 2 5 2 genauso wie die Formel.

Losungsweg Graph
- Lineare Rekursion 2. Ordnung mit konstanten .

Koeffizienten: F, = F,,_; + F), 000
+ Wir suchen Lésungen F,, = \*; eingesetzt und durch

A"~2 geteilt ergibt sich die charakteristische Gleichung:

2y 1

A=A—-1=0 400 -
- Die Diskriminante D = (—1)* — 4. (—1) = 5; die

Nullstellen: )\, = L— \/5, Ay = 1+v5

2 2 R
+ Die allgemeine Losung 200
1-+5\" 1++5\" o
B0 (1Y) o (L5
2 2 °
o *

- Wir setzen die Bedingungen in die allgemeine Lésung ein 0 -e—e—o_—o o o o © °

daraus () = ,ﬁ7 Cy = E

5 5 0 2 4 6 8 10 12 14
Ci+Cy=0 o
1—+/5 14++5
B} Oy + B Cy=1 Die Punkte sind die Glieder aus der Formel - die Rekursion selbst

liefert dieselben Werte.

+ Die Losung, die die gegebenen Bedingungen erfiillt



Komplexe Wurzeln 1 i — die komplexe Form und der Satz von Moivre.

Eingabe: a_{n+2} = 2a_{n+1} - 2a_n, a_o

Ergebnis
oo () (e () 50 ()

Losungsweg

- Lineare Rekursion 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten: @, .o = 2a,.1 — 2a,

+ Wir suchen Losungen @» = \"; eingesetzt und durch \”
geteilt ergibt sich die charakteristische Gleichung:

220 +2=0

* Die Diskriminante D = (—2)° — 4-2 = —4; die
Nullstellen: Ay o =1 +1¢

+ Die komplexen Wurzeln 1 =+ ¢ schreiben wir in Polarform:
™ ™ .. T
N =2, = JoalsoA= \/i(cosZ izsmz), Nach

dem Satz von Moivre ist A" =
(\/5) (cos (%) + isin (%n))

+ Die allgemeine Losung in komplexer Form (komplexe
Konstanten): a, = C;(1 +)" + Cy(1 —4)". Die
konjugierten Glieder addiert, mit neuen reellen
Konstanten, ergibt sich die reelle Form

n= (vVE)"(Creos () + Cooin (7))

« Wir setzen die Bedingungen in die allgemeine Lésung ein
daraus C, =1, Ch, =1

liefert dieselben Werte.

1, a1l =2
C =1
Cr+Cy=2

+ Die Losung, die die gegebenen Bedingungen erfiillt
n T . [T
o= (V) (cos () +3in ()

+ Probe: Die Rekursion liefertas = 2, a3 =0, ay = —4 -
genauso wie die Formel.

Graph
* o
)
0 o900 ® ® °
® e
-50
°
-100
e o
0 2 4 6 8 10 12 14
®a,

Die Punkte sind die Glieder aus der Formel — die Rekursion selbst



Die rechte Seite n, eine doppelte Wurzel 2.

Eingabe: a_{n+2} = 4a_{n+1} - 4an+n, a ® =0, a1l =290

. B-24A=0
Ergebnis
n—4 i Heulsre 16 . o(p)
+ E tikulare L ral) =
a, = 2n+n+2 ine partikulare Losung: a,’ n+ 2
2 + Die allgemeine L&sung:
an =a® +a® = (C; + Cyn) - 2" +n 42
Lésungsweg
+ Wir setzen die Bedingungen in die allgemeine Losung ein
+ Lineare Rekursion 2. Ordnung mit konstanten daraus C) = —2, Cy = —
y Y2 —
Koeffizienten: a,+2 = 4a,_, —4a, +n 2

Ci+2=0
20, +2C,+3=0

Zuerst losen wir die homogene Rekursion (rechte Seite
0): Gpro — 4a,.q +4a, =0

Wir suchen Losungen @» = \"; eingesetzt und durch A" - Die Lésung, die die gegebenen Bedingungen erfillt:

) . B B g ! . 4
geteilt ergibt sich die charakteristische Gleichung: a, = e SO L 49
A4 +4=0 2

Probe: Die Rekursion liefertas =0, a3 =1, ay = 6 -
genauso wie die Formel.

Die Diskriminante D = (—4)* — 4.4 = 0; die
Nullstellen: Ap o = 2

Die allgemeine Losung der homogenen Rekursion:
agl) = (C) + Cyn) - 2"

Die rechte Seite 1 hat eine spezielle Form; die Zahl 1 ist
keine Nullstelle der charakteristischen Gleichung, die
partikuldre Lésung suchen wir daher in der Form

a&tp) =An+ B

In die Rekursion eingesetzt und zusammengefasst:
An+B - 2A=n

Koeffizientenvergleich gleichartiger Terme auf beiden
Seiten daraus A =1, B =2

A=1

Graph
[}
1000
500 ®
L]
[ ]
0 —o—eo—o—o—o0 _°

0 2 4 6 8

® a3,

Die Punkte sind die Glieder aus der Formel — die Rekursion selbst
liefert dieselben Werte.



Dieselbe Rekursion mit der erzeugenden Funktion.

Eingabe: a_{n+2} = 5a_{n+1} - 6a_n, a_ ® =1, a_1 = 4  Erzeugende Funktion

+ Der Koeffizient von x" ist das gesuchte Glied:

Ergebnis 4, =2.3" 9
n n
a, =2-3"—2
Graph
Lésungsweqg 1500
°
+ Lineare Rekursion 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten: a,.p = 5a,.; — 6a,
+ Wir fiihren die erzeugende Funktion ein:
s 1000
A(z) = Zanm”
n=0
- Die Rekursion mit z"+2 multipliziert und Gber alle n = 0
summiert 00
o0 o0 o0 °
Z an+2m"+2 -5 Z anﬂmnﬁ _ 6 Z anmn+2
n=0 n=0 n=0
°
- Die Summen durch die erzeugende Funktion und die o 1 o °
Anfangswerte ausgedrickt: T
A(z) — 1 — 42 = 5z(A(x) — 1) — 622 A(2)
0 1 2 3 4 5 6
+ Die erzeugende Funktion ausgedriickt, der Nenner
1—-2z ®a,
zerlegt: A(2) = —————F—
gt: A(@) (1—2z)(1— 3z) Die Punkte sind die Glieder aus der Formel — die Rekursion selbst
1 9 liefert dieselben Werte.

* Partialbruchzerlegung: A(z) = T tT 50

+ Die Briiche als geometrische Reihen

1 o0 1 o0
— 271 n — 371 n
1— 2z ZO 0 T ZO *
— =




Dieselbe Rekursion mit Matrixpotenzen.

Eingabe: a_{n+2} = 5a_{n+1} - 6a_n, a_ 0 =

Ergebnis
a,=2-3"-2"
Losungsweg

+ Lineare Rekursion 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten: a,.» = 5a,.4 — 6a,

* Die Rekursion in Matrixform also v,.; = M-v, mit

Ant2) _ 5 —6) (ay

L] 1 0 anp

5 —6
u-(0)

* Durch wiederholtes Einsetzen v, = M"-v,

Apiq - M" 4

a, 1

+ Die Eigenwerte der Matrix:

det (M —AE) = A2 — 5\ + 6 = 0,also A\, = 2, Ay — 3

+ Die Eigenvektoren — Lésungen von (M - AE)u =0

w=() ()

* Die Matrix diagonalisiert, M = P-D-P?
2 3
()
Graph
1500

1000

500

®a,

Die Punkte sind die Glieder aus der Formel — die Rekursion selbst
liefert dieselben Werte.

1, a1 =4 Matrixpotenzen

* Die Matrixpotenz die Koeffizienten also v, = P-D"(P"v,).

M" = PD"P1, D":(zn O)

()

+ Die Losung, die die gegebenen Bedingungen erfiillt:

ap =2-3"— 2"

- Probe: Die Rekursion liefert a; = 14, a3 = 46, ay, = 146

— genauso wie die Formel.



Eine Rekursion 1. Ordnung durch Aufsummieren.

Eingabe: a_{n+1} = 2a.n + 1, a_ @ = @  Aufsummieren

Ergebnis Graph
n
a,=2"—1
1000 <
Losungsweg
+ Lineare Rekursion 1. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten: a,.1 = 2a, +1
- Wir setzen die Rekursion wiederholt in sich selbst ein:
a, =2a, | +1=4a, 5 +... allgemein 200 ¢
n—1
a, =ag-2" + Z gn-1-7
J=0 °
. n—1 )
Die Summe ausgewertet: Z =201 °
= °
e 0 —eo—eo——9o o o °
» Die LOosung, die die gegebenen Bedingungen erfiillt:
a, =2"—1 0 2 4 6 8 10

Probe: Die Rekursion lieferta; =1, a; =3, a3 =7 - ®:

genauso wie die Formel.
Die Punkte sind die Glieder aus der Formel — die Rekursion selbst

liefert dieselben Werte.

Ein variabler Koeffizient — das Produkt ergibt eine Fakultat.

Eingabe: a_{n+1} = (n+l1)a_n, a @ = 1

Ergebnis Graph
a, =n!
°
Lésungsweqg
600
+ Lineare Rekursion 1. Ordnung mit variablem
Koeffizienten: a,.q = a,(n +1)
- Wir setzen die Rekursion wiederholt in sich selbst ein — 400
das Glied ist ein Produkt
n—1
a, =(n+1a, , =nn+1)a, s=---= a0H<j + 1
izo 200
[ ]
+ Das Produkt vereinfacht (die Fakultaten kiirzen sich):
n—1 A
1[G+ =n 0 —e——o—— o
j=0
+ Die Losung, die die gegebenen Bedingungen erfiillt: 0 ! 2 ¢ 4 ° o
a, =n! ®a,
« Probe: Die Rekursion liefert ay = 1, ay = 2, az =6 - Die Punkte sind die Glieder aus der Formel - die Rekursion selbst

genauso wie die Formel liefert dieselben Werte.



Eine nichtlineare Rekursion — die Substitution b, = 1/a,.
Eingabe: a_{n+1} = a_n/(1 + a_n), a @ =1

+ In die Rekursion eingesetzt und zusammengefasst:

Ergebnis
g A=1

1
n-+1

a, Eine partikuldre Losung: bgf’) =n

Die allgemeine Losung: b,, = bgl) + bgf) =C,+n

Lésungsweg + Wir setzen die Bedingungen in die allgemeine Losung ein
daraus C; =1
+ Eine nichtlineare Rekursion — die Kehrwerte der Glieder C 1
n 1=
- a _
machen sie linear: @p+1 o]
. 1 1 + Die Losung, die die gegebenen Bedingungen erfiillt:
Beide Seiten als Kehrwert: =—+1die b,=1+n
n+1 T
1
Substitution b, = — macht die Rekursion so linear: - Probe: Die Rekursion liefert by = 2, by = 3, by = 4 -
a
bpsy = by + 1 " genauso wie die Formel.
) ) o 1 1
+ Die Anfangsbedingungen der neuen Folge: by = 1 Zuriick zur urspriinglichen Folge: a,, = b_ = |
n

Zuerst l6sen wir die homogene Rekursion (rechte Seite
0): bn—l - bn =0 Graph

Wir suchen Lésungen b, = \"; eingesetzt und durch A"
geteilt ergibt sich die charakteristische Gleichung:
A—1=0

Die Nullstellen der charakteristischen Gleichung: A; = 1

Die allgemeine Lésung der homogenen Rekursion:
b = ¢y
0,5 °

Die rechte Seite 1 hat eine spezielle Form; die Zahl 1 ist
eine Nullstelle der charakteristischen Gleichung
(Vielfachheit 1), der Ansatz wird daher mit n multipliziert: L
bP) = An

®a,

Die Punkte sind die Glieder aus der Formel — die Rekursion selbst
liefert dieselben Werte.

Ein System zweier Rekursionen durch Elimination der Folge b,,.

Eingabe: a_{n+1} = a_n + 2b n
b {n+l} = 3a . n + b n



Ergebnis
(1-+6)"  (1++6)"
5 +

(1+f)

a, =

b,

I8

(o)

Losungsweg

+ Ein System zweier linearer Rekursionen
Apiy = Ay + an
bn+1 - Sa'n + bn

[

2
Upio — @,
() = %; in die zweite eingesetzt ergibt sich

* Aus der ersten Gleichung b,, = ,also

eine Rekursion fir eine einzige Folge:
Apoo — 20y — Da, =0

+ Die zweite Anfangsbedingung aus der ersten Gleichung:
a=1+0=1

+ Wir suchen Lésungen @n = \"; eingesetzt und durch A"
geteilt ergibt sich die charakteristische Gleichung:
A2 —2X-5=0

- Die Diskriminante D = (—2)* — 4. (—5) = 24; die
Nullstellen: \; =1 — /6, A\, =1+ 6

Graph
1000 !
[ ]
500
[ ]
[ ]
®
0 —e ) o L)
0 1 2 3 4 5 6
®a ©Obh,

Die Punkte sind die Glieder aus der Formel — die Rekursion selbst
liefert dieselben Werte.

+ Die allgemeine L&sung:

o= 01(1 - \/E)" +02(1+ \/6)"

+ Wir setzen die Bedingungen in die allgemeine Ldsung ein
1

1
daraus C; = =, Cy = =
2 2

Ci+0C, =1

(17\/6)01+ (1+\/6)02 —1

+ Die Losung, die die gegebenen Bedingungen erfiillt:

" 2

Y RS

+ Probe: Die Rekursion liefert as = 7, a3 = 19, ay = 73 -

genauso wie die Formel.

+ Die andere Folge aus dem Ausdruck

by = 2l ‘/_(1+f) f%(hx/é)”



Teile und herrsche (Mergesort) — n = 2« und das Master-Theorem.

Eingabe: T(n) = 2T(n/2) + n, T(1) = 1

Ergebnis

T(n) =n+nlog,n

Bedingungen: n = 2*, k ¢ N,

Losungsweg

* Eine Teile-und-herrsche-Rekursion: T'(n) = 2T(%) +n

+ Fir n eine Potenz der Basis: die Substitution
n=2% 8, = T(Qk) ergibt eine lineare Rekursion 1.
ordnung: S;,.; = 25, 4 2F+!

+ Die Anfangsbedingungen der neuen Folge: S; = 1

+ Zuerst lI6sen wir die homogene Rekursion (rechte Seite
0): Skwrl —-25.=0

- Wir suchen Lésungen Sy, = \*; eingesetzt und durch \*
geteilt ergibt sich die charakteristische Gleichung:
A—2=0

+ Die Nullstellen der charakteristischen Gleichung: A; = 2

- Die allgemeine Ldsung der homogenen Rekursion:

s = ¢, - oF

+ Die rechte Seite 2*+1 hat eine spezielle Form; die Zahl 2
ist eine Nullstelle der charakteristischen Gleichung
(Vielfachheit 1), der Ansatz wird daher mit k multipliziert:

(») _ k
S, = Ak -2

+ In die Rekursion eingesetzt, durch 2 geteilt und
zusammengefasst: 24 = 2

+ Daraus A =1
* Eine partikuldre Lésung: S,Ep) = k- 2F

+ Die allgemeine Losung:

Sp=8M 4180 ¢y .2¢ L k-2

+ Wir setzen die Bedingungen in die allgemeine Losung ein

daraus C, = 1
C =1

+ Die Losung, die die gegebenen Bedingungen erfiillt:

S =2F 4+ k.2

- Probe: Die Rekursion liefert S; = 4, S, =12, 53 = 32

— genauso wie die Formel.

+ Zuriick zu n (B =log, n): T(n) = n + nlogy n

+ Das Master-Theorem (a =2, b = 2, f(n) = 0(n)): 2 = 21,

also T(n) = ©(nlogn)



Die erzeugende Funktion der Folge n2 + 2",

Eingabe: n”2 + 27n  Erzeugende Funktion

Ergebnis 2 n_ .4 z _ wta
2 3 Zonx ‘ d’”((lw)Q) 1-=2)°
(@) 1—2z+4 2z° -3z "=
L) — G
3 o 1— 2z + 222 — 323
(]- - 513) (1 - 2513) Die erzeugende Funktion: 4 () = e

(1—z)*(1—2z)

Losungsweg + Probe — die Entwicklung beginnt mit den Gliedern der
Folge: A(z) = 1+ 3z + 82 + 172° + ...

+ Wir fiihren die erzeugende Funktion ein:
o0

A(z) = Z (n® +2")a"

n=0

- Die Reihe nach Linearitat zerlegt:

o0 o0
A(z) = Z 2"z + Zn2$”
n=0 n=0

o0
0 1
q . . Qnmn —
Eine bekannte Reihe: nio 2z
. €9 1
. ovmp " =
Eine bekannte Reihe: E 1=

n=0

- Die Glieder mit n multiplizieren heilt ableiten und mit x
multiplizieren

= d 1 x
Swrea ()
— de\1—=z 1-x

+ Die Glieder mit n multiplizieren heil3t ableiten und mit x
multiplizieren



Die Formel fiir a, aus einer erzeugenden Funktion — Partialbriiche uiber irrationale Wurzeln.

Eingabe: 1/(1 - x - x*2) Erzeugende Funktion

Ergebnis Graph
n
5—+v5(1—+5 5+ +/5 1000 .
an = + ——
10 2 10
800
Losungsweg
+ Die erzeugende Funktion ausgedriickt, der Nenner 600 i
zerlegt
A(z) ! 400
€Tr) =
~144/5 145 °
(1 = m) (1 =55 1')
[ ]
200
- Partialbruchzerlegung °
5-/5 514/ oo * !
A(:C): 10 + 10 0 -e—e—e—o—0_o_80
~1+4/5 1+4/5
1+ — 1-— —
0 2 4 6 8 10 12 14
+ Die Briiche als geometrische Reihen P
o n o "
1 _ Z 1-v5 z", 1 _ E Die Punkte sind die Glieder aus der Formel — die Rekursion selbst
14 —12\@:0 o 2 1 H;/Ex - liefert dieselben Werte.

- Der Koeffizient von x" ist das gesuchte Glied
_ VB (1-VBY" 5B 144BY
10 2 10 2

G

» Probe - die Entwicklung beginnt mit den Gliedern der
Folge: A(z) = 1+ +22° + 32> + ...

Die Anzahl der Losungen von x4 + X, + X3 = 10 mit x4 = 3.

Eingabe: Anzahl der Lésungen x 1 + x 2 + x_3 = 10, x_1 <= 3

Ergebnis
38
Losungsweg
+ Die Unbekannte 1 (0 < xy < 3) liefert die Reihe
2 g L=af
l+ztx+a’ =
l1—=
- Die Unbekannte Z2 (zo > 0) liefert die Reihe
1
l4zt+ara®+-.- =
l-=

+ Die Unbekannte #3 (x3 > 0) liefert die Reihe
1

1—=z

l4zt+ara®+-- =

+ Die erzeugende Funktion ist ihr Produkt — der Koeffizient
1-—azt
(1-2)

+ Die Anzahl der Losungen ist der Koeffizient von z10: 38

von x*N z&hlt die Losungen: G(z) =



Bekannte Einschrankungen

e Noch nicht: lineare Rekursionen hoherer Ordnung mit variablen Koeffizienten, Systeme aus drei oder
mehr Rekursionen, Teile und herrsche mit mehreren Gliedern (T(n/2) und T(n/3)) und nichtlineare
Rekursionen, die diese Substitutionen nicht linear machen.



Anwendungen von Differentialgleichungen

Die Schaltflache ,Anwendungen von Differentialgleichungen” auf dem Startbildschirm 6ffnet ein
Formular mit 23 Modellen: Radiokarbonmethode, Zerfall und Halbwertszeit, exponentielles Wachstum,
Zerfallsreihe, Newtonsche Abkiihlung (auch Todeszeitpunkt aus zwei Messungen), chemische Kinetik
0.—2. Ordnung, Medikament im Blut, Blutalkohol, Sparen und Kredit, RC-, RL- und RLC-Kreis, Federpendel,
Fall mit Luftwiderstand, Ausfluss aus einem Gefal3, Mischen, logistisches und Gompertz-Wachstum,
Population mit Ernte, SIR-Epidemie, Rauber und Beute, Konkurrenz zweier Arten und Chemostat.

Sie wahlen das Modell, die Variante und die gesuchte GréR3e; Konstanten sind vorausgefillt und
anderbar. Fir jede GroRe und das Ergebnis wahlen Sie die Einheit — die App rechnet um (die Umrechnung
ist ein Schritt). Das ,?“ beim Modell erklart, woher seine Gleichung kommt.

Die Schritte stellen das Modell auf, [6sen die Gleichung (Trennung der Variablen, integrierender Faktor,
charakteristische Gleichung), setzen die Bedingungen ein, driicken die gesuchte Grofke aus und setzen
die Zahlen ein. Systeme werden numerisch mit Runge-Kutta gelost, Gleichgewichte und Stabilitat exakt.
Der Graph zeigt die GroRen im Zeitverlauf, bei Systemen auch die Phasenebene.



Beispiele

Alter eines Fundes mit 35 % verbliebenem '4C.

Eingabe: model(radiocarbon; find=t[yr]; T12=573@[yr]; p=35[pct]; input=ratio)

Ergebnis
t ~ 8700 J.

Lésungsweg

o N
Gesucht t; gegeben: T} 5 = 5730J., N 35%
i 0

N
Einheiten umrechnen: — = 35% = 0,35

No
Lebewesen nehmen Kohlenstoff aus der Luft auf und
enthalten daher denselben Anteil des radioaktiven
Isotops *C wie die Atmosphéare. Nach dem Tod endet
die Aufnahme und das '“C zerfallt. Die Zahl der Zerfélle
pro Zeit ist proportional zur Zahl der verbleibenden
Kerne: dN/dt = -AN mit der Zerfallskonstante A. Die
Lésung ist N = Ng-e*(-At); nach der Halbwertszeit T% =
5730 Jahre ist die Halfte zerfallen, also A =In 2 / T%. Aus
dem verbleibenden Anteil von *C (oder der gemessenen
Aktivitat im Vergleich zu einer lebenden Probe) folgt das

Alter. Gleichung des Modells: % = —AN

Trennung der Variablen: % = —Adt

Wir integrieren beide Seiten: In |[N| = —At + C

Wir entlogarithmieren - die Konstante ze”C heilt wieder
C:N =Ce™

Wir setzen die Anfangsbedingung N (0) = Nj ein:
Ny—=C

Graph
[%]
100
50
.\
2000 4000 6000 8000 10k
t[J]
N @ t~8679
No

Die GroRen des Modells im Zeitverlauf, aus der Losung berechnet;
die Antwort ist markiert.

- Die Lésung der Anfangsbedingung (partikulédre Lésung):

N = Npe ™

In einer Halbwertszeit halbiert sich die Menge - die
Zerfallskonstante
Ny ~ In2 2

N(Tys) = =2 =2

= % % 12110740
2 Ty, 5730

+ Gesuchte GroRe ausdriicken:

1 N Tl_‘/Q ND

t=——Iln— =
AN T me W
i U= 5730l - ~ 8679J
Einsetzen:t = 2 n O,ﬁ ~= .

Labore geben das ,Radiokarbonalter” mit Libbys
Halbwertszeit von 5568 Jahren an und rechnen es mit
einer Kalibrierkurve um (der *C-Gehalt der Atmosphére
war nicht immer gleich) — das wahre Alter kann etwas
abweichen.



Todeszeitpunkt: 30 °C beim Fund, eine Stunde spater 28 °C, Raum 20 °C.

Eingabe: model(cooling; find=t[h]; T@=3@[degC]; Ta=20[degC]; tl=1[h]; T1=28[degC];
Tt=37[degC]; k=measured)

1. T T, 1 2820

Ergebnis Tt =T, = k=——1 = —=1 ~
9 () =T LT, T, 173020
t~ —2,38h
+ Gesuchte GroBe ausdriicken
= 1. T-T,
Losungsweg T,+(Ty—T)eM=T=t=—"In—1=
a+(0 a)e k’nTnga
+ Gesucht t; gegeben
T,=30°C, T,=20°C, t;=1h, T, =28°C, ' Einsetzen:t = — ! 1nw‘20x71m8h
’ 0,2231 30— 20
* Ein Kdrper gibt Warme umso schneller ab, je grofer der - Eine negative Zeit bedeutet vor der ersten Messung
Temperaturunterschied ist: dT/dt = -k(T - T), T, ist die (beim Todeszeitpunkt so viele Stunden vor dem Fund).
Umgebungstemperatur, k hangt vom Korper ab. Die
Losung ist T =T, + (To - T.)-e*(-kt). k |dsst sich aus zwei Graph
Messungen bestimmen. So schétzt die Rechtsmedizin
den Todeszeitpunkt: Man misst die Kdrpertemperatur rel 20
beim Fund und etwas spater und berechnet, wann der
Korper 37 °C hatte. Gleichung des Modells: \
dr
— = —k(T -1,
— = k(T -T,) .
0 dT
Trennung der Variablen: = —kdt
T-T, 35
+ Wir integrieren beide Seiten: In |T' — T,| = —kt + C
- Wir entlogarithmieren — die Konstante te*C heil3t wieder
C:T =T, + Ce™
+ Wir setzen die Anfangsbedingung 7'(0) = Tj ein: o0
TO:TQ+C:>C:T07TG
- Die Losung der Anfangsbedingung (partikuldre Lésung):
T=T,+(Ty—T,)e "
+ k aus der zweiten Messung -2 -1 0 1

t[h]
— T @t~ 2378

Die Grofken des Modells im Zeitverlauf, aus der L6sung berechnet;
die Antwort ist markiert.

500 mg alle 8 Stunden — der stationare Spiegel.

Eingabe: model(drug; find=steady[mg 1]; D=500[mg]; V=40[1]; T12=6[h]; tau=8[h];



mode=repeated)

Ergebnis
Crmaz ~ 20,7mg/1
Cmin ~ 8,22 mg/]

Losungsweg

+ Gesucht ¢mnaz; gegeben

D =500mg, V=401, Tj,=6hL 7=8h

Ein Medikament verteilt sich im Verteilungsvolumen V;
Nieren und Leber scheiden es mit einer zur
Konzentration proportionalen Geschwindigkeit aus: dc/dt
= -ke mit k = In 2 / T%. Nach einer Dosis D ist ¢ = (D/
V)-e*(-kt). Bei wiederholter Gabe im Abstand T addieren
sich die Reste (geometrische Reihe) und der Spiegel
pendelt sich zwischen c_min und c_max ein. Bei einer
Infusion mit der Rate R gilt dc/dt = R/V - kc und die
Konzentration nahert sich R/(kV). Gleichung des

dc
Modells: — = —k
dt c

Anfangskonzentration nach der Dosis:
D 500
cy = V=10 ~ 12,5 mg/1

Eliminationskonstante aus der biologischen
In2 In2 _a

Halbwertszeit: Kk = /— = — &~ 0,1155h
Ty 6

Trennung der Variablen: de = —kdt
c

Graph

[mg/1]

20

15

10

t[h]

—

Die GrofRen des Modells im Zeitverlauf, aus der Lésung berechnet;
die Antwort ist markiert.

Wir integrieren beide Seiten: In |¢| = —kt + C

Wir entlogarithmieren - die Konstante +e*C heilt wieder
Cie= (e ™

- Wir setzen die Anfangsbedingung ¢(0) = ¢y ein: ¢g = C'

Die Lésung der Anfangshedingung (partikulare Losung):

@= coe’kr

+ Anteil des Medikaments, der bis zur ndchsten Dosis

bleibt: ¢ = on) _ ek =
&)

e 011958 ~ 0,3969

Gesuchte GroRe ausdriicken

C
Cmar:CD(1+q+q2+"') = 0 s Cmin = 9 Cnax
I—gq
} 12,5
Einsetzen: Cpaz = Tﬁgﬁg ~ 20,72 mg/1

Einsetzen: ¢,,;, = 0,3969 - 20,72 ~ 8,225 mg/1

Kumulationsfaktor (wie viel hoher der stationére Spiegel

als nach einer Dosis ist): £ = 14 ~ 1,658

Monatliche Rate eines Kredits von 1 000 000 CZK fiir 20 Jahre bei 5 %.

Eingabe: model(interest; find=a[CZK_mo]; B@=1000000[CZK]; r=5[pct_yr]; t=20[yr]; B=0[CZK];



kind=1loan)

Ergebnis
a ~ 6592 CZK/Mon.

Lésungsweg

Gesucht a; gegeben

Dy =1000000CZK, r=5%p.a., t=20J, D

Einheiten umrechnen: r = 5% p. a. = 0,05J.7}

Bei stetiger Verzinsung wéchst der Zins in jedem
Augenblick proportional zum Guthaben: dB/dt = rB mit
dem Jahreszinssatz r. RegelmaRige Einzahlungen a
erhéhen das Guthaben (dB/dt = rB + a), Kreditraten
senken die Schuld (dD/dt = rD - a). Die Gleichung wird
durch Trennung der Variablen geldst; daraus folgen
Guthaben, Laufzeit oder Ratenhdhe (stetige Annuitét).

Gleichung des Modells: chth =rD—a

Trennung der Variablen: =rdl

D —

SR

a
Wir integrieren beide Seiten: In ‘D = ;’ =rt+C

Wir entlogarithmieren - die Konstante te”C heillt wieder
a

cD=—+4Cet
T

Wir setzen die Anfangsbedingung D(0) = Dj ein:
c=p, 2
r

Graph
[czK]

™

500k

-500k

t[J]
-1 @D

Die GrolRen des Modells im Zeitverlauf, aus der Losung berechnet;
die Antwort ist markiert.

Die Losung der Anfangsbedingung (partikulare Losung):
D=2+ (Do~ 2)e
T T

Stetige Verzinsung ist ein Modell — Banken verzinsen
monatlich oder jahrlich; die Unterschiede sind gering.

rt
Gesuchte GroRe ausdriicken: ¢ = M
et —1
Einsetzen
0,05(1 000 0000520 — Q)
@ = ~ 79100 CZK/J.

00520 _ 1

Insgesamt gezahlt: a ¢ = 1582 000 CZK

Einheiten umrechnen:
a ~ 79100 CZK/J. = 6592 CZK /Mon.



Wie lange ein Kondensator bis zur halben Quellenspannung braucht.

Eingabe: model(rc; find=t[ms]; R=1@[kohm]; C=1@0[uF]; U=12[V]; u=6[V]; mode=charge)

U
Ergebnis ' Gesuchte GroRe ausdriicken: ¢ = —7In (1 = E)
t ~ 693 ms . 6
Einsetzen:t = —1000In | 1 — 2 ~ 693,1 ms
Losungsweg
+ Gesucht ¢; gegeben Crap
R=10kQ, C=100uF, U =12V, u=6V v

+ Beim Laden eines Kondensators iiber einen Widerstand
gilt nach Kirchhoff U = Ri + u, und der Strom |adt den
Kondensator: i = C-du/dt. Zusammen RC-du/dt +u = U. 10
Die Spannung nahert sich der Quellenspannung: u = U(1
- e*(-t/1)) mit der Zeitkonstante T = RC; der Strom i =
(U/R)-e*(-t/T) fallt. Beim Entladen ist u = Up-e*(-1/T).

du
Gleich des Modells: RC =
eichung des oesRCdt+u U .
+ Zeitkonstante: 7 = RC' = 10 - 100 ~ 1000 ms o
o ) d dt
Trennung der Variablen: = ——
u—U T
0 t
Wir integrieren beide Seiten: In [u — U| = ——= + C
T

- Wir entlogarithmieren — die Konstante te*C heil’t wieder

t
T — L Ol 1000 2000 3000 4000 (el

+ Wir setzen die Anfangsbedingung u(0) = 0 ein: U @i=6931

0=U+C=C=-U
+ Die Losung der Anfangsbedingung (partikulédre Lésung):
u = U(l — e’%)

[mA]

05

1000 2000 3000 4000
t [ms]

Die GrolRen des Modells im Zeitverlauf, aus der Losung berechnet;
die Antwort ist markiert.

Gedampftes Federpendel — Auslenkung nach 1 s.

Eingabe: model(spring; find=x[cm]; m=0.5[kg]; k=20[N_m]; b=1[kg_s]; x@=5[cm]; vO=0[m_s];



t=1[s])

Ergebnis
T ~ 1,827 cm

Lésungsweqg

Gesucht Z; gegeben
m=0,5kg, k=20N/m, b=1kg/s, zy=5cm,

Einheiten umrechnen: 25 = 5cm = 0,05 m

Auf einen Kdrper an einer Feder wirken die Federkraft
-kx (Hooke), die Dampfung -b-v und eventuell eine
Antriebskraft Fo'cos wt. Nach dem 2. Newtonschen
Gesetz m'x" + b'x' + kx = Fo'cos wt — eine lineare
Gleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Die
Wurzeln der charakteristischen Gleichung zeigen, ob der
Kdrper schwingt (schwache Dampfung) oder nur
zurlickkehrt. Ein Antrieb nahe der Eigenfrequenz w, =

v(k/m) fuihrt zur Resonanz. Gleichung des Modells:
T b3 k=0

m—s; +b— 1B =

dt? dt

Eigenkreisfrequenz (ohne Dampfung):
k 20 3

Wy = — = — = 6,3255
m 5

. b 1 B
Abklingkonstante: § = — = ~ls
2m

Wir suchen Losungen x = e*(At); Einsetzen und Teilen
durch e?(\t) ergibt die charakteristische Gleichung:
05X +X+20=0

Graph

[em]

0,04

0,02

M

-0,02

1 2 3 4
t [s]
— 2z @z~ 001827

Die GrolRen des Modells im Zeitverlauf, aus der Losung berechnet;
die Antwort ist markiert.

Die Nullstellen der charakteristischen Gleichung:
Aip = —1£6,245¢

Schwache Dampfung (6 < wg; d =1,  wy = 6,325):
komplexe Wurzeln — gedampfte Schwingung.

Losung der homogenen Gleichung:
x5, = e (O} cos 6,245t + C, sin 6,245t)

+ Wir setzen die Bedingungen in die allgemeine Lésung

ein: (0) = 0,05, 2/(0) = 0, daraus
C, ~ 0,05, C,~ 0,008006

Die Lésung der Anfangsbedingung (partikulare Losung):
x = e (0,05 cos 6,245t + 0,008006 sin 6,245t)

- Einsetzen: (1) ~ 0,01827m

Einheiten umrechnen:  ~ 0,01827m = 1,827 cm



Epidemie mit Ry = 2,5 — Hohepunkt und Gesamtzahl der Infizierten.

Eingabe: model(sir; find=overview[d]; N=10000[pcs]; I@=1@[pcs]; R@=2.5; D=7[d]; rates=re)

+ Die Summe S + 1 + R = N ist konstant (die Gleichungen

Ergebnis
ergeben addiert null).

Iz =~ 2340 Ind.

+ Herdenimmunitatsschwelle (Anteil Immuner, ab dem

tmaz’ ~ 34;1 d sich die Krankheit nicht mehr ausbreitet):
1
R ~ 8930 Ind. R, ~60%
.. + Die Epidemie bricht aus, da anfangs
Losungsweg N
I'>0& 8> = ~ 4000 gilt.
+ Gesucht ¢y4.; gegeben 0
N =10000Ind., I,=10Ind., Ry=25, D=7 * Der Héhepunkt liegt bei S = N/Ro; aus der Gleichung fiir
dl/ds
+ Die Bevolkerung N wird in Empféangliche S, Infizierte | dl N N
und Genesene R geteilt. Neuinfektionen sind proportional =t 55 =21+5 - mS=0C= [, =1
ds RyS R,

zu den Begegnungen: B-S:I/N; Infizierte genesen mit der
Ratey = 1/D (D = Krankheitsdauer). Das System S' =
-BSI/N, I' = BSI/N - yl, R' = yl hat keine Losung in
elementaren Funktionen — es wird numerisch geldst. It
Exakt folgen die Basisreproduktionszahl R, = B/y, der
Hohepunkt, die Gesamtzahl der Infizierten und die

+ Die Gleichung wird numerisch gel6st (Bisektion)
Sw  Ro(Ss% —N)

n?O =N = S, =~ 10721Ind.

+ Insgesamt erkranken:

aer:elrllimmunitétsschwelle‘l - 1/Ro. Gleichung des R, — N — S, ~ 8928Ind. (89,3%)
odells
, BSI + Das System ist nicht elementar [6sbar — es wird
i N numerisch mit dem Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung
7 BSIT I mit Schrittweite 0,05 auf [0; 100] gelést.
===
R =~I + Aus der numerischen Lésung: t,,4, ~ 34,1d
"G t L1 014200
enesungsrate: y = — = - &
9 T=pT 7 )

- Ubertragungsrate: 8 = Ryy ~ 0,3571d !

Graph

<Zeitverlauf Phaseneben9

[Ind.]

10k

5000

20 40 60 80
t[d]
8§ =1 =— R @ I

Die GrofRen des Modells im Zeitverlauf, aus der Losung berechnet;
die Antwort ist markiert.



Rauber und Beute — Gleichgewicht, Stabilitat und Periode.

Eingabe: model(predator; find=overview[mo]; a=@.5[per_mo]; b=0.@1[per_pcs _mo];

c=0.4[per_mo]; d=0.005[per_pcs mo]; x0=100[pcs]; y0=20[pcs])

Ergebnis
[z*; y*] =~ [80; 50]
T ~ 14,9 Mon.

Lésungsweg

+ Gesucht T, gegeben
a=05Mon."!, b=0,01(Ind. - Mon.)’l, c=041I

- Beute x vermehrt sich ohne Réuber (ax), Rdubery
sterben ohne Beute (-cy). Begegnungen (proportional zu
xy) verringern die Beute (-bxy) und erndhren die Rduber
(+dxy). Das System x' = ax - bxy, y' = -cy + dxy (Lotka,
Volterra) hat das Gleichgewicht [c/d; a/b] mit rein
imaginaren Eigenwerten der Linearisierung — die
Populationen schwanken periodisch, die Rauber hinter
der Beute her. Numerisch geldst; Gleichgewichte und
erstes Integral exakt. Gleichung des Modells
' =ax — bxy

Y = —cy + dzy
+ Gleichgewichte — alle Ableitungen sind null

z(a —by) =0, y(de —¢) =0 = [0; 0], [c a4

23]~ 80

+ Stabilitat durch Linearisierung — Jacobi-Matrix des
Systems

_fa—by bz
4= ( dy dr — c)
Graph

(Zeitverlauf Phasenebene)
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50

10 20 30 40
t [Mon.]
—_— —

Die GrofRen des Modells im Zeitverlauf, aus der Losung berechnet;
die Antwort ist markiert.

+ Im Punkt [0; O] Eigenwerte A; = —0,4, Ay =0,5-

Sattel (instabil).

05 0
0 04

+ Im Punkt [80; 50] Eigenwerte Ay o = £0,44727 —

Zentrum (Schwingungen um das Gleichgewicht).

0 -08
025 0

- Division der Gleichungen und Trennung ergeben ein

erstes Integral — eine entlang der Trajektorie konstante
GroRe: V =dz —clnz + by —alny = C

+ DaV entlang einer Trajektorie konstant ist, sind die

Trajektorien geschlossene Kurven - die Populationen
schwanken periodisch.

+ Periode kleiner Schwingungen um das Gleichgewicht

2w
(aus den Eigenwerten): 7' ~ Jac ~ 14,05 Mon.

+ Das System ist nicht elementar [6sbar — es wird

numerisch mit dem Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung
mit Schrittweite 0,0125 auf [0; 50] gel&st.

+ Aus der numerischen Lésung: T' == 14,95 Mon.



Demnachst

An diesen Aufgabentypen arbeiten wir oder haben sie geplant. Die Reihenfolge kann sich danach richten,
was Sie am meisten brauchen.

Gleichungen und Ungleichungen

» Unvollsténdige quadratische Gleichungen durch Ausklammern oder Wurzelziehen (x2 = 9) statt der
Diskriminante.

Funktionen, Ableitungen und Integrale

* Integralanwendungen mit Parametern - allgemeine Formeln (Kugel mit Radius r, Ellipse, Kegel).
e Eingefarbte Flache und 3D-Korper bei Kurven in Parameterform und in Polarkoordinaten.

» Physikalische Anwendungen von Ableitungen und Integralen (Geschwindigkeit, Beschleunigung,
Arbeit, Schwerpunkt).

e Die komplexe Form der Fourierreihe und das Spektrum.

» Das Riemann- und das Lebesgue-Integral spezieller Funktionen (Dirichlet- und Riemann-Funktion).

Differentialgleichungen

» Systeme von Differentialgleichungen als Gleichungen eingegeben (in den Anwendungen schon
vorhanden) und ihr Phasenportrat.

e Laplace-Transformation mit Heaviside-Funktion, Verschiebungen und periodischen rechten Seiten.

Weitere Gebiete

» Vektoren — Betrag, Skalar-, Kreuz- und Spatprodukt, Winkel, Flachen und Volumen.
e Matrizen — Operationen, Determinante, Rang, inverse Matrix, Eigenwerte und Eigenvektoren.

e Konstruktionsaufgaben — Dreiecke, Vierecke und Kreise aus gegebenen Stiicken,
Konstruktionsbeschreibung und Anzahl der Losungen.

e Komplexe Zahlen in Polar- und Exponentialform, der Satz von Moivre, n-te Wurzeln.
¢ Die Cramersche Regel bei linearen Gleichungssystemen.

e Funktionen mehrerer Variablen, Mehrfach-, Kurven- und Oberflachenintegrale.



e Exakter und numerischer Ergebnismodus (Dezimalzahlen statt Briichen und Wurzeln).

e Textaufgaben — Gleichungen aus dem Text aufstellen und l6sen.



