MathSolver — prirucka

Co MathSolver umi vyresit, jak zadani zapsat a jak vypada vysledek.

MathSolver resi ulohy z fotky i ru¢né zapsané a ke kazdému vysledku ukaze postup tak, jak se pocita ve
skole — krok za krokem, s vysvétlenim a tam, kde to dava smysl, i s grafem.

Kazda kapitola popisuje jeden typ uloh: co od reseni cekat, jak zadani zapsat a ukazky skutecnych
vystupu aplikace. Na konci kapitoly jsou znama omezeni, pokud o néjakych vime.
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Jak zadat ulohu

Ulohu muzete vyfotit — pied odeslanim ofiznéte fotku jen na zadani. Aplikace ho rozpozna a ukaze
nahled; pokud se prepis nepoved|, opravite ho v poli pod nahledem. Stejnym polem se da uloha i rovnou
napsat.

Je-li zadanim vyraz bez rovnitka, vyberete ¢ipem, co s nim udélat: zjednodusit, rozndsobit, rozlozit,
rozlozit na parcialni zlomky, derivovat, vysetrit pribéh funkce, spocitat Taylor(iv polynom, integrovat,
secist radu nebo spocitat Fourierovu radu. Volbu ,Zaméreni“ na uvodni obrazovce si nastavite podle
toho, co pravé procvicujete — predvybere vhodny cip.

Rovnice a nerovnice se fesi rovnou. Kde je vic moznosti postupu (metoda reseni soustavy, absolutni
hodnoty, derivace z definice), vyberete ji ¢Cipem; vysledek se prepocita hned. Rovnici a nerovnici resite v
realnych cislech; ¢cipem ,Obor rfeseni” zvolite misto toho I, Z, Q nebo R*. U limity si ¢ipem vyberete, zda se
ma neurcity vyraz resit Upravou, nebo rovnou I'Hospitalovym pravidlem.

Jak zadat

X"2 + 3x - 4 Mocnina se pise *, nasobeni cislem i proménnou se
nemusi psat (3x, 2xy).

(x+1)/(x-2) Zlomek lomitkem; Citatel i jimenovatel, které nejsou
jedno cislo nebo pismeno, dejte do zavorek.

sqrt(x+1), x~(1/3) Druha odmocnina sqrt(...), obecna jako mocnina se
zlomkem v exponentu.

[2x - 1] Absolutni hodnota svislymi carami. Jde-li zapis dist vic
zpusoby (|x|y|z]), aplikace nabidne moznosti na vybér;
jednoznacné je uzavrit absolutni hodnotu do zavorek:
2x(Ix - 11).

1n x, log x, log 2 x In je prirozeny logaritmus, log (nebo Ig) desitkovy,
log_2 se zakladem 2.

sin x, cos 2x, tg x, cotg x Goniometrické funkce; argument bez zavorky je
jednoclen za funkei (cos 2x = cos(2x)).

sinh x, cosh x, tgh x, argsinh x Hyperbolické funkce sinh, cosh, tgh, cotgh a

hyperbolometrické argsinh, argcosh, argtgh, argcotgh



sin alpha = 1/2, sin(x + 30°)

sin x = 1/2, x € <0; 2pi)

pi, e, oo

X sin x, 2x(x+1)
2X + 3y =7

X -y=1

(3+41)/(1-2i)

x"2 < 10, x € Z

Znama omezeni

(pfijme i tanh, coth, arsinh, ...).

Uhel ve stupnich: fecké pismeno jako neznama (alpha,
beta, ... nebo pfimo a), nebo stupné u ¢isla; latinska
pismena jsou v radianech.

Koreny v intervalu — za ¢arkou nebo na dal$im radku (x
€ <0; 2pi) i 0 <= x < 2pi).

Ludolfovo ¢islo pi, Eulerovo cislo e, nekonecno oo.

Mezi proménnou a funkci dejte mezeru (x sin x) -
xsinx se Cte jako soucin pismen.

Soustavu rovnic nebo nerovnic napiste po radcich,
kazdou na vlastni radek.

Komplexni cisla: i je imagindarni jednotka (ve vyrazech i
rovnicich).

Obor reseni za ¢arkou: x € N, Z, Q, R+ (nebo N, Z, Q, R”,
v N“); N je bez nuly.

» Vysledek je v presném tvaru (zlomky, odmocniny, 1) s pribliznou hodnotou; Cisté numericky rezim

zatim neni.



Linearni rovnice a nerovnice

Linearni rovnici aplikace upravi tak, jak se to déla ve skole — roznasobi zavorky, prevede neznamou na
jednu stranu a vydéli. U nerovnice hlida zménu znaménka pfi nasobeni zapornym cislem a vysledek
zapise intervalem; graf ukaze obé strany jako primky a reseni vyznaci na ose x.

Ukazky

Rovnice se zavorkou.
Zadani: 3(x - 2) = 2x + 5

Vysledek Praseciky grafu:
o [11;27]

Kazdy prusecik odpovida jednomu feseni rovnice — jeho prvni
soufadnice je hodnota x.

Postup
+ Prevedeme vse na jednu stranu: @ — 11 =0

- Cleny s neznamou nechame vlevo, ostatni pfevedeme
doprava: « = 11

Graf
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Nerovnice — déleni zapornym cislem obrati znaménko.

Zadani: 2x - 3 < 5x + 6

Vysledek : Z _ gi _T_ 2
LS (_3’ OO) Reseni nerovnice - kde vztah mezi obéma kiivkami
plati
Postup . )
Praseciky graf(:
- Cleny s neznamou nechame vlevo, ostatni pfevedeme e [-3;-9

doprava: —3x < 9

+ Vydélime zédpornym ¢islem —3, znaménko nerovnosti se
obrati:x > —3
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Kvadratické rovnice

Kvadratickou rovnici aplikace prevede do tvaru ax2 + bx + ¢ = 0 a fesi ji diskriminantem a vzorcem; pozna
i dvojnasobny koren. Nema-li rovnice realné reseni, rekne to a tlacitkem ,Zobrazit komplexni reseni”
ukaze komplexni koreny.

Ukazky

Dva realné koreny.

Zadani: x*2 - 5x + 6 = @

-1 0 1 2 3 4
Vysledek 5
. — y=x —5x+6
L1 — 3 —y=0
Ty =2 Priseciky graf(:
e [2;0] e [3;0]
Postup Kazdy prisecik odpovida jednomu Feseni rovnice — jeho prvni

soufadnice je hodnota x.
+ Vypod&itdme diskriminant:

D=0 —dac=(-5)7—-4-1-6=1

» Dosadime do vzorce pro koreny:

—b++vD 5+1
Tipg = —F(H = 5
2a 2
Graf
20
15
10

._____.._________________________________




Zaporny diskriminant — komplexni koreny.

Zadani: x*2 + 2x + 5 = @  Zobrazit komplexni Feseni

Vysledek Graf
T, =—14+22

Lo — —1—2z 10
Postup 8

» Vypocitame diskriminant:

D=0 —dac=2>-4-1-5=-16 o
+ Diskriminant je zaporny — v oboru komplexnich ¢&isel: a

VD = /=16 = 4i
- Dosadime do vzorce pro kofeny: 2
~b+vD  2+4i
;1;1,2 = =
2a 2

-2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1

—y=z"+22+5
—_—y =0

Grafy se neprotinaji — rovnice nema zadné redlné feseni.



Rovnice vyssich stupniu

Bikvadratickou rovnici aplikace prevede substituci na kvadratickou. Obecnou rovnici vyssiho stupné
rozlozi Hornerovym schématem: koreny hleda mezi déliteli absolutniho ¢lenu a kazdy nalezeny koren ze
rovnice vydéli, dokud nezbude kvadraticka rovnice.

Ukazky

Bikvadraticka rovnice substituci y = x2.

Zadani: x*4 - 5x*2 + 4 = @

Vysledek Graf
Ty = — 2

Lo = -1
150

100
Postup

+ Substituci o = g2 pfevedeme rovnici na kvadratickou:

50
u? —bu+4=0

+ Vypocitame diskriminant: E E E
D:b274ac:(75)274‘1-4:9 0—,,,:=’=

- Dosadime do vzorce pro kofeny: E E E

~b+vD 5+3 : : |

2a 2

Uro =
-3 -2 -1 0 1 2 3
+ Vratime se k plvodni nezndmé: z2 =1 = z = +1
— y=z' -5z +4
+ Vratime se k plivodni neznamé: 22 =4 = g =42 — = 0
Praseciky graf(:
e [2;0] e[-1;0] e [1;0] e [2;0]
Kazdy prusecik odpovida jednomu feseni rovnice — jeho prvni
soufadnice je hodnota x.



Hornerovo schéma — koreny mezi déliteli absolutniho ¢lenu.

Zadani: x”3 - 6x2 + 11x - 6 = @

Vysledek Graf
gy = X : : :
2 20 | i i
L3 = 3 E E 3
0 o—o—o
Postup L~ : ‘
- Racionalni kofeny mohou byt jen délitelé absolutniho 20 ! E 3
&lenu —6: £1, +2, £3, £6 ! ! :
+ Hornerovym schématem ovéfime kofenxz = 1 a o E E 3
vydélime jim polynom: | | 3
[1 -6 11 —6 ! 5 3
11 -5 6 [0] -60 ; 5 |
P(z) = (& = 1)(2* - 52 + 6) o
+ Vypo&itdme diskriminant: B 0 ! z 3 4
D=0 —dac=(-57—-4-1-6=1 —y=x>—62"+112 -6
—_—=0
+ Dosadime do vzorce pro kofeny: J
b= vD _5=+1 Praseciky grafi:
2T T T T2 e [1;0] (20 e][30]

Kazdy prisecik odpovida jednomu feseni rovnice — jeho prvni
soufadnice je hodnota x.



Lomeneé rovnice

U rovnice s neznamou ve jmenovateli aplikace nejdriv stanovi podminky, pak rovnici vynasobi spolecnym
jmenovatelem a vyresi. Koreny porovna s podminkami a ty, které jim nevyhovuiji, vyradi.

Ukazky

Podminky, spolecny jmenovatel, kvadraticka rovnice.

Zadani: (x+3)/(x-1) = 2/(x-1) + x

Vysledek Graf
T = 1 — \/5

8
Ty =1++2

6

Podminky: = # 1
o—
Postup 1\

+ Podminky — jmenovatel nesmi byt nula: © # 1

+ Obé strany vynasobime jmenovatelem = — 1: \

z+3=a>—z+2 2/"".‘\‘
+ Pfevedeme v&e na jednu stranu: 2 922 -1=0 4 ]
» Vypocitame diskriminant: %

D=0 dac= (-2 —4-1-(-1)=8

+ Dosadime do vzorce pro kofeny: 1 0 1 2 3
—b+vD 2+22
T = = x+3
2a 2 _—y =
-1
+ Kofen z = 1 — /2 podmink&m vyhovuije. * 9
y o . —y= +z
- Kofen z = 1 + +/2 podminkam vyhovuije. z—1

Praseciky grafi:
o 1fx/§;172\/§] o [1+\/§;1+2\/§

Kazdy prusecik odpovida jednomu feseni rovnice - jeho prvni
soufadnice je hodnota x.



Iracionalni rovnice

Rovnici s neznamou pod odmocninou aplikace resi osamostatnénim odmocniny a umocnénim.
Umocnéni maze pridat koreny, které rovnici nesplnuji — proto vzdy nasleduje zkouska a nevyhovuijici
koreny vyradi.

Ukazky

Umocnéni a zkouska — jeden z kofen( rovnici nespliuje.

Zadani: sgrt(x+5) = x - 1

Vysledek Graf
T =4 i
Postu
p . , /
+ Obé strany umocnime na druhou (neni to ekvivalentni ‘/
Uprava, koreny proto ovéfime zkouskou): / :
z+5=(z— 1) 2 __——] 5
+ Pfevedeme vée na jednu stranu: z°> — 32 — 4 =0 |
+ Vypocitame diskriminant: 0 !
D=8 dac—(-3)% 4-1-(-4) =25 / !
+ Dosadime do vzorce pro kofeny: E
~b+vD 345 2 :
;L‘LQ = - = — |
2a 2 !
+ ZkouSkaprox = —1:L=2,P = —2,L # P - kofen {
nevyhovuje. A 0 ] 5 3 4 5
» Zkouska prox = 4: L =3, P =3, L =P - kofen vyhovuje. —y = [z +5
—_— =T — 1

Praseciky graf(:
o [4;3]

Kazdy prusecik odpovida jednomu feseni rovnice — jeho prvni
soufadnice je hodnota x.

Znama omezeni

¢ Jraciondlni nerovnice zatim neresime.



Exponencialni a logaritmicke rovnice a nerovnice

Exponencialni rovnici aplikace resi prevedenim na stejny zaklad, logaritmovanim nebo substituci;
logaritmickou sloucenim logaritmd podle pravidel a odlogaritmovanim, vzdy s podminkami. Nerovnice
resi pres monotonii — u zakladu mensiho nez 1 se znaménko obrati.

Rovnice s raznymi zaklady: a* + b* = ¢* se zaklady ze dvou prvocisel (25 + 10* = 4%) vydéli mocninou a
substituci t = (5/2)* prevede na kvadratickou; logaritmy riznych zakladd prevede na jeden (logs x = log, x
/10g, 5).

Logaritmy, jejichz zaklady jsou mocninami jednoho cisla (log, x + loga(x + 2) = 2), prevede na jeden
zaklad (logs a = log, a / 2), rovnici vynasobi a logaritmy sloudi. Logaritmus s nezndmou v zakladu (log, 8
= 3) odlogaritmuje podle definice (x® = 8) s podminkami x > 0, x # 1. Rovnici s nezndmou v zakladu i v
exponentu (x*(log x) = 100) zlogaritmuje a vyresi substituci t = log x. Nerovnice se substituci t = log(x +
1) a soustavy logaritmickych a exponencidlnich nerovnic resi stejné jako jednotlivé nerovnice — pres
monaotonii.

Rovnice a nerovnice s hyperbolickymi funkcemi prevede podle definice (sinh x = (e* - €™)/2, ..) na
exponencidlni a vyresi substituci t = e argsinh x = ¢ vyresi inverzni funkci (x = sinh c).



Ukazky

Substituce t = 2.

Zadani: 4~x - 3*2~Ax - 4 = @

Vysledek

T =2

Postup

- Zavedeme substitucit = 2%:¢2 — 3t —4 =10

+ Vypocitame diskriminant:
D=1 —dac=(-3)>—4-1-(—4) =25

+ Dosadime do vzorce pro koreny:

bt vD 3E5
tly=—7F7—=—5—
2a 2
* Rovnice 2° = —1 nema realné feseni.

+ Vratime se k plvodni nezndmé: 2* =4 = =2

Graf

200

150

100

50

1 0 1 2 3
—_—y=4"—-3.2" -4
_— = 0
Praseciky grafi:
e [2;0]

Kazdy prusecik odpovida jednomu feseni rovnice - jeho prvni
soufadnice je hodnota x.



Slouceni logaritma, podminky.

Zadani: log 2(x+1) + log 2(x-1) = 3

Vysledek

W= 3

Podminky: =z > 1

Postup

+ Definiéni obor — podminky: ¢ > —1, z > 1 = = >1

+ Podle pravidel pro po¢itani s logaritmy je slou¢ime:
log, (z — 1)(z + 1)) =3

- Odlogaritmujeme: (z — 1)(z + 1) = 2°
+ Pfevedeme vse na jednu stranu: z2 — 9 =

+ Vypocitdme diskriminant:
D=t —4dac=0"—4-1-(-9)=36

- Dosadime do vzorce pro kofeny:

~b++vD 46
BAS —F—— & F
2a 2
+ Kofen z = —3 nevyhovuje podmince > 1, neni tedy
feSenim.

- Kofen z = 3 podminkdm vyhovuje.

Graf

-1 0 1 2 3 4
— y = log, (z + 1) +log, (z — 1)
—y=3
Praseciky grafi:
® [3;3]

Kazdy prusecik odpovida jednomu feseni rovnice — jeho prvni
soufadnice je hodnota x.

Rizné zaklady — vydélime 49 a substituce t = (5/2)¢.

Zadani: 25°d + 10~d = 4~d

Vysledek
-1 5
d = log: i
2 2
Postup

+ Rovnici vydélime kladnym vyrazem 44:
5\ 2 5\ 4
2 Z) =1
) ()
. 5\ ¢
Zavedeme substituci ¢ = (5) B 4t—1=0

+ Vypocitame diskriminant:
D=t —dac=1>-4-1-(-1)=5

- Dosadime do vzorce pro kofeny:

. -b+vD —-1x+5
BT T 2
s (B 1=B
Rovnice | = )] = ————— nemaé rediné feSeni.
2 2
+ Vratime se k plivodni neznamé
5\ —1++6 —1++5
= =0 = d:logg —
2 2 2 2

Graf

20

Praseciky grafi:
-1 5
° {log% (%[) : 0,4829}

Kazdy prusecik odpovida jednomu feseni rovnice — jeho prvni
soufadnice je hodnota d.



Zaklad mensi nez 1 — znaménko nerovnosti se obrati.

Zadani: (1/2)"x > 8

Vysledek Graf
z € (—oo; —3) |
30 ;
Postup 1
25 |
+ Obé strany zapiSeme jako mocniny se stejnym zakladem: |
27% > 9° 20 ;
- Exponencialni funkce o zakladu 2 je rostouci — pro 3
exponenty plati nerovhost se stejnym znaménkem: 15 1
-z >3 !
10 !
- Cleny s neznamou nechame vlevo, ostatni prevedeme ®

doprava: —z > 3 5 ,\\\\\\\~‘_‘__
i
i
+ Vydélime zédpornym ¢islem —1, znaménko nerovnosti se ‘ —

0 ﬁ}
obrédti: x < —3

+ Regenim této nerovnice je & € (—oo; —3)

—y=(3)
—_—y =8

Reseni nerovnice — kde vztah mezi obéma k¥ivkami
plati

Praseciky graf:
e [3;8]

Hyperbolicky tangens z definice — substituce t = e?~.
Zadani: tgh x = 1/2
Vysledek

_ I3
2

T

Postup

+ Dosadime definice

e —eg=® el _1

tgha = et e @ T +1
e2r -1 1 e —3

Tl 2 22eFi2

+ Zavedeme substituci¢ = ¢2:t —3 =0
+ Vyfesime:t =3
In3

* Vratime se k plvodni neznamé: e?* = 3 = z = —



Neznama v zakladu — podle definice, koren -1 nevyhovuje podminkam.
Zadani: log x (2x+3) = 2
Vysledek Graf

rx=3

Podminky: = > 0, & # 1

Postup

+ Defini¢ni obor — podminky: z > 0,  # 1
- Odlogaritmujeme: 22 = 2z + 3
- Pfevedeme vie na jednu stranu: z2 — 22 — 3 =0

« Vypocitame diskriminant: 0

D=0 —dac= (-2 —4-1-(-3) =16
+ Dosadime do vzorce pro kofeny: 1
—b+vD 244

= o 2

- Kofen & = —1 nevyhovuje podmince z > 0,  # 1, neni
tedy feSenim.

-1 0 1 2 3 4

— y = log, (22 + 3)
+ Kofen z = 3 podminkam vyhovuje. —_y =2

Praseciky grafi:

® [3;2]

Kazdy prusecik odpovida jednomu feseni rovnice — jeho prvni
soufadnice je hodnota x.



Neznama v zakladu i v exponentu — zlogaritmujeme, substituce t = log x.

Zadani: x~(log x) = 100

Vysledek Graf
L1 = ]_07\/5
Iy = 10\/5 300

Podminky: > 0
200
Postup

+ Obé strany zlogaritmujeme: 1
100 [ ] @

log (ml"gz) =2 = logz-logz =2 ‘
+ Defini¢ni obor — podminky: z > 0 /

+ Zavedeme substitucit = logz: {2 — 2 = 0

+ Vypocitame diskriminant:
D=b —4dac=0%-4.-1-(-2)=38

. . 0 10 20 30
» Dosadime do vzorce pro koreny:
‘ 7—():5:\/D7:t2\/§ _y:mlogw
YT 2 T 2 — y = 100
+ Vratime se k plivodni neznamé: Praseéiky grafi:
e _ 10V :
logz =—v2 = =10 o [10*\5;100} o {10\/5;100]
PSS L nez\;_ame: Kazdy prusecik odpovida jednomu feseni rovnice — jeho prvni
logz = V2 = & =10V? soufadnice je hodnota x.

+ Kofen , _ 107\/5 podminkam vyhovuje.

+ Kofen ,, _ 10\/5 podminkam vyhovuje.

Znama omezeni

» Logaritmy raznych zakladu, které nejsou mocninami jednoho ¢isla (log, x + logs(x + 1) = 2), fesi jen
numericky.

» Hyperbolické rovnice, které vedou na rovnici 4. stupné v e* (cosh?x - 3 sinh x = 3), resi jen numericky;
nerovnice s hyperbolometrickymi funkcemi zatim neumime.



Absolutni hodnota

Rovnice a nerovnice s absolutni hodnotou aplikace resi dvéma zpUsoby, které vyberete ¢ipem: ,Podle
definice” — zkratkou rozepsanim |a| = b nebo |a] < b — a ,Nulové body” — rozdélenim ciselné osy na
intervaly, na nichz ma kazda absolutni hodnota pevné znaménko. Bez volby zvoli vhodnéjsi zplisob sama.

v _vs

Vnorené absolutni hodnoty (J[x] = 2| = 1) fesi stejné: podle definice postupné zvenku dovnitf, metodou
nulovych bodu zevnitr ven — nejdriv nulové body vnitinich absolutnich hodnot, na kazdém intervalu pak
zbylou absolutni hodnotu.

Nerovnici [f| < |g| (na kazdé strané jen absolutni hodnota) Ize vyresit i cipem ,Umocnénim": obé strany
jsou nezaporné, takze ji umocni na druhou a vyresi jako kvadratickou. Samotny vyraz s absolutnimi
hodnotami (Jx - 1| + |x + 2|) zjednodusi po ¢astech — nulové body, tabulka znamének a na kazdém
intervalu vyraz bez absolutnich hodnot.

Ukazky

Jedna absolutni hodnota — rozepsani podle definice.

Zadani: |2x - 1] = 5
Vysledek Graf
L1 = —2 ;
Ty =3 10 !
Postup 8 l
+ Absolutni hodnota je jen jedna a na druhé strané je Cislo 3
- staéi ji rozepsat podle definice. 6 !
[ ) ®
- Podle definice plati |22 — 1| = 5, pravé kdyz 2z — 1 = 5, . !
nebo 2z —1 = -5 3
+ Vyfe§ime: 2z —1=5 = =3 2 3
- Vyfe§ime: 2z — 1= -5 = == -2 3
0 ‘
2 0 2 4
—y =2z — 1]
—_—y = 5

Praseciky grafi:
®[-2;5 e [3;5

Kazdy prisecik odpovida jednomu Feseni rovnice — jeho prvni
soufadnice je hodnota x.



Dvé absolutni hodnoty — metoda nulovych bodd.

Zadani: |x - 1] + |x + 2| < 5

Vysledek
x e (—3; 2)

Postup

+ Absolutni hodnoty odstranime metodou nulovych bodu:
rozdeéli ¢iselnou osu na intervaly a na kazdém z nich maji

vyrazy v absolutnich hodnotéach stélé znaménko.

+ Nulové body vyrazu v absolutnich hodnotach:
z—1=0=2z=1, z4+2=0= z=-2

+ Znaménka na jednotlivych intervalech:
| (-o03 =2) (=21) (1;00)
z—1 = = +
z+2 = I +

+ Naintervalu (—oo; —2) odstranime absolutni hodnoty

podle znamének: (1 — @) + (—z —2) <5

+ Vyfesime: —2x — 1 < 5

- Cleny s neznamou nechame vlevo, ostatni pfevedeme

doprava: —2z < 6

+ Vydélime zapornym ¢islem —2, znaménko nerovnosti se

obrati: z > —3
+ Regenim této nerovnice je @ € (—3; 00)
- Prlnik s intervalem (—oo; —2): @ € (—3; —2)

+ Naintervalu (—2; 1) odstranime absolutni hodnoty
podle znamének: (1 — ) + (z +2) <5

Graf

10

—y=lz—-1]+|z+2|
—y=5

Reseni nerovnice — kde vztah mezi obéma kfivkami

plati

Praseciky grafu:
® [-3;5] e[2;5]

+ Neznama se vyrusila a zbylo pravdivé tvrzeni 3 < 5 -

fesenim je cely interval (—2; 1)

- Naintervalu (1; o) odstranime absolutni hodnoty podle

znamének: (z — 1) + (z +2) <5

+ Vyfesime: 2z + 1 < 5

+ Cleny s nezndmou nechame vlevo, ostatni pfevedeme

doprava: 2x < 4

+ Vydélime kladnym cislem 2, znaménko nerovnosti se

nemeéni: x < 2

+ Regenim této nerovnice je ¢ € (—o0; 2)
+ Pranik s intervalem (1; oo): z € (15 2)

- Resenim je sjednoceni vysledkil: € (—3; 2)



Vnorena absolutni hodnota — podle definice zvenku dovnitr.

Zadani: ||x| - 2] = 1

Vysledek
T = —3
Ty = —1
T3 — 1
T4 = 3
Postup

- Absolutni hodnota je jen jedna a na druhé strané je ¢islo
— stadi ji rozepsat podle definice.

+ Podle definice plati ||| — 2| = 1, pravé kdyz |z| —2 =1
,nebo |z] —2=—1

+ Osamostatnime absolutni hodnotu: [z| = 3

- Podle definice plati || = 3, prévé kdyz = = 3, nebo
r=-3

- Osamostatnime absolutni hodnotu: [z| =1

+ Podle definice plati || = 1, pravé kdyz = = 1, nebo
B = =il

Graf

-4 2 0 2 4
— y=|lz[-2|
Praseciky grafi:
e [-31 e[-1;1] e[1;1] e [3;1]

Kazdy prusecik odpovida jednomu feseni rovnice — jeho prvni
soufadnice je hodnota x.

Absolutni hodnota na obou stranach — umocnéni na druhou.

Zadani: |x - 1| < |2x + 3]  Umocnénim

Vysledek

z € (—oo; 4)U|—2;

_ 3 :
Postup

+ Na obou stranach je jen absolutni hodnota — obé strany
jsou nezaporné, nerovnici proto miizeme umochnit na
druhou (je to ekvivalentni Gprava).

- Umocnime obg strany: (z — 1) < (2z + 3)?
+ Pfevedeme vée na jednu stranu: —3z> — 14z — 8 < 0
+ RozloZime na sougin: —(z +4)(3z +2) <0

+ Nulové body rozdéli ¢iselnou osu na intervaly:

T = —4, Ty = 75
+ Znaménka na jednotlivych intervalech:
(—00; —4) (=4 -3) (=3i00)
1 . = =
S - T T
3z +2 = = +
—(z +4)(3z + 2) = + =

Graf
2 i :
6 i :
° i
: e s
: | 7
I @
: N
0 —:) I®¥
5 4 3 2 1 0 1
—y=|[z—1

—y = |22 + 3]

Reseni nerovnice - kde vztah mezi obéma k¥ivkami
plati

Praseciky graf(:
e [—4;5] { 2 5}
e |——;-
3'3



Vyraz s absolutnimi hodnotami — po ¢astech na intervalech.

Zadani: |x - 1] + |x + 2|

Vysledek
—2x—1, z € (—o0; —2)
a3 ze(—2;1)
2e+1, z€(1; 00)

Postup

+ Absolutni hodnoty odstranime metodou nulovych bodu:
rozdéli Eiselnou osu na intervaly a na kazdém z nich maji
vyrazy v absolutnich hodnotach stalé znaménko.

+ Nulové body vyrazi v absolutnich hodnotach:
z—1=0=>2=1, z+2=0= z=-2

+ Znaménka na jednotlivych intervalech:
| (zo0s =2) (=%1) (I;00)
z—1 = = +
T+ 2 = alx +

+ Naintervalu (—o0; —2) odstranime absolutni hodnoty
podle znamének: (1 — z) + (—z — 2) = —2z — 1

+ Naintervalu (—2; 1) odstranime absolutni hodnoty
podle znamének: (1 — ) + (z +2) =3

+ Naintervalu (1; co) odstranime absolutni hodnoty podle
znamének: (z — 1)+ (z+2) =2z +1

Znama omezeni

e Vyraz s absolutni hodnotou zjednodusime jen na celé ciselné ose, ne na zadaném intervalu; umocnéni
nabizime jen u nerovnice s jedinou absolutni hodnotou na kazdé strané.



Goniometrickeé rovnice a nerovnice

Aplikace prevede rovnici na zakladni rovnice typu sin x = a a ty vyresi na jednotkové kruznici: najde uhly v
jedné otocce a pricte k nim nasobky periody (x = 1/6 + 2k, k € Z). Kruznice je nakreslend pfimo v
postupu.

Prednostné pouziva znamé vzorce — dvojnasobny a polovi¢ni argument, sin?x + cos2x = 1, soucet na
soucin —, dale vytykani, substituci t = sin x, déleni homogenni rovnice cos"x a pomocny uhel u a-sin x +
b-cos x = c. Vysledek jesté ovéri numericky na celé periodé.

Neznama latinskym pismenem (x, t) je v radidnech, reckym pismenem (alpha, B, ...) ve stupnich — stejné
jako zaddni se znakem ° (sin(x + 30°)). Koreny v daném intervalu dostanete, kdyz interval pripisete za
carku nebo na dalsi radek.

vvvvvv

vysledek jsou intervaly s periodou.



Ukazky

Dvé vétve reseni, thly na jednotkové kruznici.

Zadani: sin x = 1/2

Vysledek Graf
73 : : | |
5 L : : :
S /N /TN
6 S g

05 -@ :
kel / \ \
0
Postup
Zakladni rovnice sinx = 5: na jednotkoveé kruznici ji v 0,5

o LT BT -
jedné otocce vyhovuji uhly g ?; vSechna feseni

L

dostaneme piictenim nasobku periody:

5
m:g+2kw,$:%+2kﬂ'

-3n/2 - -1/2 0 /2 e 3m/2

—_— y =sinz
1

__ 6. & | _____ @ 6 __ —y:§

Praseciky grafi:

117w 1 o1 T 1 hr 1
@ |—5-| @ |——-| @ |=i-| @ |—;—
6 2 62 6’2 62
Kazdy prisecik odpovida jednomu Feseni rovnice — jeho prvni
soufadnice je hodnota x.




Substituce t = sin x a kvadraticka rovnice.

Zadani: 2sin”2 x - sin x - 1 =0

Vysledek

™
T = 5 + 2km

7
LTy = —ﬂ- + 2k7‘(’

6

11 BEE e N R “OmT T
L3 = Tﬂ- -+ 2km 6 6
kel

+ Zakladni rovnice sin x = 1: na jednotkové kruznici ji v
Postup L LT, L
jedné otocce vyhovuji thly 5; vsechna rfeseni dostaneme
I . T
* Zavedeme substitucit = sin2:2t* — ¢t — 1 =0 pfiétenim nasobk periody: z = S 2k
« Vypocitame diskriminant:
D=0 —dac=(-1)*—-4-2-(-1)=9

+ Dosadime do vzorce pro kofeny:

-bt+tvD 143
o= —p—— =~
2a 4
Zakladni rovnice sin z = ——: na jednotkové kruznici ji v

o T llw -
jedné otocce vyhovuji Ghly rE T; vSechna reseni

dostaneme pfi¢tenim nasobku periody:

7 11
m:%+2k7,$:Tﬂ+2kW

Graf

o
.______________..________________________

-31/2 - -T/2 0 w2 m 3n/2

— y=2sin’z —sinz — 1
—_y=0

Praseciky grafu:

° {,3?”;0} ° {75%;0] ° [—%;0} ° E;O]

i 117
[ ] F; 0 L ] T; 0
Kazdy prisecik odpovida jednomu feseni rovnice - jeho prvni
soufadnice je hodnota x.



Vzorec pro sin 2x a rozklad na soucin.

Zadani: sin 2x = cos x

Vysledek %
T
1 = g + 2km
T
Lo — 5 + kﬂ'
5%
T3 = F + 2k -
kel 2

Postup + Resime rovnici 2sinz — 1 =10

c : . . - 1
+ Prevedeme vée na jednu stranu: sin (2z) — cosz = 0 Osamostatnime goniometrickou funkci: sin z = 3

+ Pouzijeme vzorec sin 2z = 2sin & cos : 5 oo . o 1 e
; Zakladni rovnice sinx = —: na jednotkové kruznici ji v
2cosx-sinx —cosx =0

L I L N
jedné otoéce vyhovuji thly & —; v8echna feseni

- RozloZime na souéin — soucin je nulovy, pravé kdyz je o . . 6 i
nulovy néktery z &initelli: (2sin@ — 1) cosz = 0 dosta:eme pr|cten|m5r71rasobku periody:
. r=—+2km, x = — + 2km

+ Resime rovnici cosz = 0 6 ’ 6

+ Zdakladni rovnice cos = 0: na jednotkové kruznici ji v

o oo 3m S
jedné otocce vyhovuji thly 3 —; v8echna Feseni

2
s
dostaneme pfi¢tenim nasobku periody: © = 3 + km
— y = sin 2z
— Y = COST
5T z Praseciky graf:
__ 6 & ___ 6. _ . 3
) 711_71';@ ) |:7_ﬂ—;0} ) ,7_71-;,@
6 2 2 6 2
° [,z.o} T /3 ° {Io} 5t /3
9’ o | — 9’ ® | —
6" 2 6 2
3
=0
- [3]

Kazdy prusecik odpovida jednomu feeni rovnice — jeho prvni
soufadnice je hodnota x.

-T/2 0 /2 e 3n/2



Pomocny uhel: sin x + cos x = v2-sin(x + 1/4).

Zadani: sin x + cos x = 1

Vysledek
3 m
1 = 2km T 1
s
To = — + 2km
2
keZ
Postup
+ Prevedeme vse na jednu stranu: cosz +sinxz — 1 =0
+ Zavedeme pomocny thel : - . VyjadFime neznémou
cosz + sinz = v/2sin (er—),kde . . . 3
4 z+—-=—+2kr = x=2kr V 2+ - = — +2k7
V2o V2 ™ 4 4 4 4
costp:T, squo:T = tp:z

- Osamostatnime goniometrickou funkci:

. ™ V2
T+ —)=—
s ( + 4) 5
" Zakladni rovnice sin (:n I Z) — ?: na jednotkove
kruznici ji v jedné otocce vyhovuji uhly g, %; viechna
feSeni dostaneme pfi¢tenim nasobkU periody:
T T T 3w
3:+Z:Z+2k7r, $+Z:I+2kﬂ
Graf
1,5 ' | )
1—e o—e ¢
05 ' i 1
0 i
05 | i ! 1
a i | |
as e s
-3n/2 - -T/2 0 /2 s 3n/2

— y =sinz + cosx
Praseciky grafa:
o [—2m;1] |: 3

e |——;1

) el . 2]

2

® [2m; 1]

Kazdy prisecik odpovida jednomu feseni rovnice — jeho prvni
soufadnice je hodnota x.



Recké pismeno — vysledek ve stupnich.
Zadani: sin alpha + cos alpha = sqrt(2)
Vysledek 90°

a = 45° + k- 360°
keZ

Postup

+ Pfevedeme vSe na jednu stranu: cos av + sinox — \/5 =0

+ Zavedeme pomocny thel :
cosa + sina = v/2sin (e + 45%), kde
V2 V2 _
COSp=—=, Slp = —= = ¢ = + Vyjadiime neznamou

o+ 45" =90° + k- 360° = a=45"+ k- 360°

» Osamostatnime goniometrickou funkci:
sin (a +45°) =1

+ Zékladni rovnice sin (a + 45”) = 1: na jednotkové
kruznici ji v jedné otocce vyhovuji uhly 90°; vsechna
feSeni dostaneme pfi¢tenim nasobkU periody:
a+45° = 90° + k - 360°

Graf

-270°  -180° -90°  0°  90°  180° 270°
— y =sina + cos
—y= NG
Praseciky grafu:
o [7315";\/5] o {45";\/5}

Kazdy prisecik odpovida jednomu feseni rovnice - jeho prvni
soufadnice je hodnota x.



Jen koreny v zadaném intervalu.

Zadani: sin x = 1/2, x € <@; 4pi)

Vysledek

T 5
T1 = — o T
G I G B 6

LTy = —
6
137
LT3 — —/—
6
177
LTy = ——
6 + Vintervalu = € (0; 47) lezi fegeni
T b 137 17m
L1 = <, Ly = —, L3 = —, Ly = ——
Postup T T 6T 6 YT s

o 1
Zakladni rovnice sinx = 5: na jednotkové kruznici ji v

o Lo WD S
jedné otocce vyhovuji thly Y ?; vsechna reseni
dostaneme pfi¢tenim nasobku periody:

T 5m
m:g+2kw,;ﬁ:g+2kr

Graf

-0,5

0 w2 14 31/2 2n Sm/2 3n 2 4n

Praseciky grafu:

T 1 bm 1 137 1 177 1
e |—;— o (——| ©@|—;—| @ |—;=
62 62 6 "2 6 "2

Kazdy prisecik odpovida jednomu feseni rovnice — jeho prvni
soufadnice je hodnota x.



Oblouk na jednotkové kruznici, interval kolem nuly.

Zadani: cos x > 1/2

Vysledek

T € (—% + 2km; % I 2k7r)
kel

Postup

o 1
Zakladni nerovnice cosx > 5: na jednotkové kruznici ji

vyhovuje vyznaceny oblouk; s periodou:

T c (*% + 2km; g +2kﬂ')

Graf

AN/

Nulové body na periodé a znaménko mezi nimi.

Zadani: 2sin”2 x - sin x - 1 > ©

Vysledek
11
T € %—&—21@77; %—1—21677

keZ

Postup
+ NejdFiv vyfesime rovnici — sinz + 2sin’z — 1 = 0
+ Zavedeme substitucit =sinz: 2t2 —t— 1 =0

+ Vypocitdme diskriminant:
D=0 dac= (-1 —-4-2.(-1)=9

- Dosadime do vzorce pro kofeny:

-b+vD 1+3
o= —5 =~
2a 4
Zakladni rovnice sin z = ——: na jednotkové kruznici ji v

] i . U £ S B L
jedné otocce vyhovuji thly e T; véechna fedeni
dostaneme pfi¢tenim nasobku periody:

% 11
w:§+2kw,x:%+2kr

-3m/2 - -T/2 0 w2 s 3n/2
—_— Y = COST
1
—_—y =
2
Reseni nerovnice — kde vztah mezi obéma k¥ivkami
plati
B C i (e 1w
6 6

+ Zakladni rovnice sin = 1: na jednotkové kruznici ji v
™
jedné otocce vyhovuji thly 5; vSechna rfeseni dostaneme

T
pfi¢tenim nésobkd periody: = 5 + 2kw

+ Funkce ma periodu 27. Jednu periodu rozdéli na



intervaly nulové body (a body, kde funkce neni

) LT 7w 11w . ;

definovand) 3 6 ?; podle znaménka v nich
T 117

nerovnici vyhovuje: = € 3 + 2km; e + 2k

Graf

0,5

-0,5

-3n/2 - -T/2 0 /2 s 3n/2

—y:2sin2w—sina:—1
—y=0

Re$eni nerovnice — kde vztah mezi obéma kfivkami
plati

Znama omezeni

* Rovnice, kde je nezndma i mimo goniometrickou funkci (x = cos x), reSime jen numericky a bez
periody.
 Dvojitou goniometrickou nerovnici (-1/2 < sin x < 1/2) a goniometrické funkce v absolutni hodnoté

zatim neumime.



Nerovnice a soustavy nerovnic

Kvadratickou a lomenou nerovnici aplikace resi nulovymi body a tabulkou znamének. Dvojitou nerovnici a
soustavu nerovnic resi jako prinik reseni jednotlivych nerovnic, ktery ukaze na ciselné ose. Soustavu
nerovnic se dvéma neznamymi vyresi jako oblast v roviné a vybarvi ji v grafu.

V soustavé nerovnic se dvéma neznamymi aplikace vypise i rohy oblasti — priseciky hranic s presnymi
souradnicemi. Soustavu rovnice a nerovnic s jednou neznamou resi vyresenim rovnice a dosazenim
koren( do nerovnic; se dvéma neznamymi je reSenim c¢ast krivky rovnice lezici v oblasti nerovnic — v
grafu je zvyraznéna a jeji krajni body jsou spocitané presné. Soustavu Ize zapsat i na jeden radek,
oddélenou stredniky (2% > 4; 3% < 81).

Ukazky

Kvadraticka nerovnice — nulové body a znaménka.

Zadani: x*2 - x - 6 > ©

Vysledek Graf
x € (—o0; —2) U (3; 00)

Postup
+ Rozlozime na sougin: (z — 3)(z +2) > 0

+ Nulové body rozdéli ¢iselnou osu na intervaly:
&Ly = 727 Ly = 3

» Znaménka na jednotlivych intervalech:

(zo0; —2) (=2:3) (3;)

z—3 - — T
42 = + I
(& —3)(z+2) + = +

—y=0

Reseni nerovnice - kde vztah mezi obéma kiivkami
plati

Praseciky grafi:
e [-2;0] e][3;0]



Lomena nerovnice — jmenovatel nesmi byt nula.

Zadani: (x+1)/(x-3) <= ©

Vysledek

z € (—1; 3)
Podminky: = # 3
Postup

+ Podminky — jmenovatel nesmi byt nula: = # 3

» Nulové body rozdéli ¢iselnou osu na intervaly:
z;=-1,2,=3

+ Znaménka na jednotlivych intervalech:

(zo0s —1) (=133) (35 )
z—3 = = +
z+1 = il +
=8 + = +

Graf

22 -1 0 1 2 3 4

ozt
y7$—3

—y=0

Reseni nerovnice — kde vztah mezi obéma kiivkami
plati

Praseciky grafi:
e [—1;0]



Dvojita nerovnice.
Zadani: -1 <= 2x + 1 < 5

Reseni soustavy (prinik)

Vysledek
C O
z € (—1;2) -1 2
Postup Kazda nerovnice ma na ose svuj radek, zelené je jejich prlnik. PIné

kolecko k feseni patfi, prazdné ne.

+ 1.nerovnice: —1 < 2z +1

- Cleny s nezndmou nechame vlevo, ostatni pfevedeme
doprava: —2z < 2

+ Vydélime zédpornym ¢islem —2, znaménko nerovnosti se
obréti: z > —1

- Regenim této nerovnice je @ € {—1; 00)
+ 2.nerovnice: 2z +1 <5

- Cleny s neznamou nechame vlevo, ostatni pfevedeme
doprava: 2z < 4

+ Vydélime kladnym ¢&islem 2, znaménko nerovnosti se
neméni: z < 2

- Resenim této nerovnice je @ € (—o0; 2)
- Resenim soustavy je prinik feseni jednotlivych nerovnic:

z € (—1;2)

Graf

O

Soustava nerovnic se dvéma neznamymi — oblast v roviné a jeji rohy.

Zadani: x +y <= 4
X -y >0



y >= 0

+ Rohy oblasti (priseciky hranic): [0; 0], [2; 2], [4; 0]

Vysledek

y<d-=z Graf

y<wx \

y € (0; 00) .

Postup 3

+ 1. nerovnice: ¢ +y < 4 2 ®

+ Hranici je kfivka = + y = 4 - kreslime ji plnou ¢arou, jeji
body k feeni patfi. 1

- Dosadime bod [0; 0]: 0 < 4 plati — feSenim je ta &ast T ® ®
roviny, ve které bod lezi. / \

+ 2.nerovnice: z —y > 0
B 0 1 2 3 4 5

- Hranici je kfivka © — iy = 0 — kreslime ji pInou &arou, jeji

—_— < <4
body k feseni pati. z+y<d o y<d-z

—z—y>20& y<z
+ Dosadime bod [1; 0]: 1 > 0 plati - feSenim je ta ¢ast — 3y >0 & ye(0;00)

roviny, ve které bod lezi. o . 3 ; L
Y Resenim je vybarvena oblast. PInd hranice k reseni patfi,

+ 3. nerovnice: ¥ = 0 céarkovana ne.

Rohy oblasti:

+ Hranici je kfivka ¥ = 0 — kreslime ji plnou ¢arou, jeji body
e [0;0] e ([2;2] e [40]

k feSeni patfi.

- Dosadime bod [0; 1]: 1 > 0 plati — fedenim je ta &ast
roviny, ve které bod lezi.

- Resenim soustavy je spolecna &ést téchto oblasti — v
grafu je vybarvena.



Nerovnice v oboru celych Cisel — vypiSou se cela ¢isla z intervalu.

Zadani: x~2 < 10

Vysledek Graf
xz e {-3; —2; —1; 0; 1; 2; 3}

Postup 30

+ Pfevedeme v$e na jednu stranu: z2 — 10 < 0

+ Nulové body rozdéli ¢iselnou osu na intervaly: 20

z; = —v10, 29 = V10
+ Znaménka na jednotlivych intervalech:

| (Cocs —vI0) (-yI0, VI0) _(yT0; )
2% —10 | + = +

* Vrealnych &islech vychazi z € (7\/ 105 le), vZ:
<€ {-3; -2; —1; 0; 1; 2; 3}

—y:mQ

— y=10

Reseni nerovnice — kde vztah mezi obéma kfivkami
plati

Praseciky grafi:

° [7\/@ 10] ° [\/ﬁ; 10]

Rovnice a nerovnice — koreny rovnice dosadime do nerovnice.

Zadani: x*2 - x - 6 = 0

X > 0

Vysledek
T=3

Postup

+ NejdFiv vyfesime rovnici z2

dosadime do nerovnic.

—a — 6 = 0, jeji koreny pak

+ Vypocitame diskriminant:
D=0 dac= (-1 —-4-1-(-6)=25

- Dosadime do vzorce pro kofeny:

~-b++vD 145
Tipg=—(H—— = —5
2a 2
+ Kofen ¢ = —2 nevyhovuje podmince = > 0, neni tedy
feSenim.

- Kofen z = 3 podminkam vyhovuje.

Kruznice a polorovina — reSenim je oblouk, krajni body k nému nepatti.

Zadani: x*2 + y*2 = 4



y > X

Vysledek Graf
2 2 /
"ty =4 ’
’
2 ’
y>x .\/
1 A
Postup ’ \
d \
+ Resenim jsou body kfivky 2> + y? = 4, které lezi v 0 4
oblasti dané nerovnicemi. NejdFiv tuto oblast najdeme: , 4 /’
/
+ Hranici je kfivka ¥ =  — kreslime ji ¢arkované, jeji body ! , 4
k feSeni nepatfi. , P ~_|_ -~
/7
+ Dosadime bod [1; 0]: 0 > 1 neplati — feSenim je ta ¢ast 7
roviny, ve které bod nelezi. >
3 2 1 0 1 2 3
* Krajni body ¢asti krivky: {—\/é; —\/5], {\f?, \/5] -
— 2 2 __ _ 2
lezi na ¢éarkované hranici, k fe$eni nepatfi. z >+ y=4 o y==+tvid-=z
—-—— x

Resenim je zelené zvyraznéna cast kiivky — ta, ktera lezi ve
vybarvené oblasti. PIny krajni bod k feseni patfi, prazdny
ne.

Krajni body:

o [ff;f\/ﬂ o {\@,\/ﬂ

Znama omezeni

e Soustavu se dvéma a vice rovnicemi a k tomu nerovnicemi zatim neresime; desetinna cisla piste s
teckou (x > 2.5).



Soustavy rovnic

Soustavu linearnich rovnic se dvéma neznamymi aplikace resi scitaci nebo dosazovaci metodou, vetsi
soustavu Gaussovou eliminaci — i v maticovém zapisu. Metodu vyberete Cipem. U soustavy dvou rovnic
se dvéma neznamymi je i graf, na kterém jsou reseni priseciky primek nebo krivek.

Nelinearni soustavu (tfeba kruznice a prfimka) aplikace vyresi a zakresli, zatim bez postupu.

Ukazky

Scitaci metoda.

Zadani: 2x + 3y = 7
x -y =1 Sitaci

Vysledek Graf

rT=2

Y= 1 3 \

Postup 2 \
+ Prvni rovnici vynasobime ¢islem 1 a druhou éislem —2,

aby se po secteni vyrusilo
{Qw +3y="T T

—2x+ 2y =-2 /
-1
- Rovnice seéteme, T se vyrusi: 5y =5 /

Vyfesime: 5y =5 = y=1
-1 0 1 2 3 4

» Dosadimedo 2. rovnice:z —1=1 = = =2
7 2z

—2w+3y:7¢>y:§—§

—_—z—y=1& y=x-—1

(&}

Praseciky graf(:
e [2;1]

Kazdy prusecik odpovida jednomu feseni soustavy — jeho
soufadnice jsou hodnoty x ay.

Tri rovnice — Gaussova eliminace.

Zadani: x +y + z = 6
2X -y +2z =3



X +2y -z2=2 Gaussova eliminace

Vysledek
z=1
y=2
z=3

Postup

+ Z dal8ich rovnic vylou¢ime

T+y+z==6
—Jy—z=-9
y—2z=—-4

+ Z dalSich rovnic vylou¢ime ¥

z+y+2=26
—Jy—z=-9
=5 = =3}

+ VyfeSime: —z2= -3 = z=3

- Dosadime do 2. rovnice; =3y —3 = -9 = y=2

» Dosadimedo l.rovnice:z+5=6 = =1

Kruznice a primka.

Zadani: x*2 + y*2 = 25

X+y =7
Vysledek

ry =3, =4
xy =4, Yo =3
Graf

HEERN

8 6 4 2 0 2 4 6 8
— 221y’ =25 & y=+v25—2?
—rty=7 < y=7—=x
Priaseciky grafa:
e [3;4] e [4;3]

Kazdy prlsecik odpovida jednomu feseni soustavy - jeho
soufadnice jsou hodnoty x a y.



Znama omezeni

* Nelinearni soustavy jsou zatim bez postupu.



Rovnice a nerovnice s parametrem

Je-li v rovnici kromé neznamé jesté dalsi pismeno, je to parametr — libovolné realné Cislo, na kterém
zavisi reseni. Aplikace rovnici upravi na tvar A-x = B (u kvadratické A-x? + B-x + C = 0) a reseni rozebere
podle hodnot parametru (diskuse): kde je koeficient u neznamé nulovy, kde je diskriminant kladny, nulovy
nebo zaporny, kde podminky vylouci koren a pro které hodnoty nema uloha smysl. Vysledek shrne po
pripadech.

Neznamou aplikace vybere podle poradi x, y, z, u, v, w, t, ostatni pismena jsou parametry; jinou neznamou
vyberete Cipem ,Nezndma"“ nebo ji napisete za carku. Graf ukaze vsechna reseni jako krivku (u nerovnice
oblast) v roviné parametr — neznama4; posuvnikem zvolite hodnotu parametru a na svislé primce prectete

reseni.

Pismena v neurcitém integrélu bere aplikace jako konstanty a pripiSe, které nesmi byt nulové (J dx/(a -
bx)3 pro b # 0).

Jak zadat
2ax + a = 4x Parametr je kazdé dalsi pismeno; neznama je x (nebo
Y, Z,...).
(g+3)x = 2x + g, neznama q Neznamou nebo parametr mdzete napsat za carku (,a

je parametr”, ,neznama q").



Ukazky

Linearni rovnice — pro a = 2 nema reseni.

Zadani: 2ax + a = 4x

Vysledek Graf
a
= —F—, a 7é 2
2(2 —a)

zcl, a=2 4
Postup 2
+ Neznama je T, parametr @ je libovolné realné Cislo. ®

Regeni zavisi na jeho hodnoté, proto rozebereme 0

jednotlivé pfipady (diskuse feseni).

+ Upravime na zékladni tvar: 2(a — 2)z = —a 2
+ Proa # gje 2(a — 2) rGizné od nuly, mGZeme jim vydélit:

ECED :
+ Pro a = 2 je koeficient u nezndmé nulovy: 0 - x = —2,

tedyz € )

-4 %) 0 2 4
— 2za +a = 4x

Kazdy bod [a; x] kfivky je feSenim. Pro zvolenou hodnotu a lezi
feSeni na svislé pfimce — posouvej ji posuvnikem.




Kvadraticka rovnice — diskuse podle diskriminantu.

Zadani: x*2 + 6x + p = 0

Vysledek Graf
17172:—3:&\/9—;0, p<9
z = -3, p=9 :
z € (), p>9 4
2
Postup
- Neznama je , parametr P je libovolné rediné Cislo. 0 ®
Reseni zavisi na jeho hodnoté, proto rozebereme )
jednotlivé pripady (diskuse reseni). ’
+ Upravime na zakladni tvar: 2> + 6z +p = 0 -4
- Diskriminant v zavislosti na parametru: -6 /—.
D=62-4-1-p=36—4p =4(9 — p)
-8

+ Prop < 9je D >0, rovnice ma dva rGzné kofeny:
219 =-3++/9-p

) . P -4 2 0 2 4 6 8 10
- Prop > 9Je D < 0, rovnice nema realné feseni.

2
: . . o S —_— x4 6z+p=0
« Prop = 9je D =0, rovnice ma jeden dvojnasobny kofen: p
r=—3 Kazdy bod [p; ] kfivky je feSenim. Pro zvolenou hodnotu p lezi
feseni na svislé primce — posouvej ji posuvnikem.

S

p=1: z~-583 —0,17

Nerovnice — znaménko koeficientu rozhoduje o sméru nerovnosti.

Zadani: 2x + 2p - 5 < 2px + 7

Vysledek Graf
p—6 1
r<——, p<l1 |
p—1 I
10
r eR, p=1 "
p—6
r>——, p>1 5 ]
p—1 y;
— -
Postup 0 ===
/
+ Neznama je , parametr P je libovolné realné €islo. /
Regeni zavisi na jeho hodnoté, proto rozebereme 5 !
jednotlivé pfipady (diskuse feseni). :
+ Upravime na zékladni tvar: 2(1 — p)z < 2(6 — p) 1
+ Prop < 1je2(1 — p) kladné - vydélime a znak 0 ® 0 ° 10
¢ o . p— p—F6
nerovnosti zlistane: T < o1 —e= 22+ 2p -5 < 22p+ 7T & r="—"—
p—1
* Prop > 1je 2(1 — p) zaporné - vydélime a znak Vybarvena oblast tvoii véechna fedenf [p; x]. Pro zvolenou hodnotu
EEREa 60 chh 8 S p— pje Feéfem'm zvyraznéna cast svislé pfimky — posouvej ji
p—1 posuvnikem.
+ Prop = 1 je koeficient u neznamé nulovy: 0 - z < 10, .

tedyxz € R
p=1



Znama omezeni

e Zatim linearni a kvadratické rovnice a linearni nerovnice; Uplna diskuse po intervalech jen s jednim
parametrem, s vice parametry obecné pripady.

e Otazky typu ,pro ktera p ma rovnice kladné reseni“ a soustavy s parametrem zatim neumi.



Upravy vyrazu

Vyraz bez rovnitka aplikace upravi podle zvoleného cipu: zjednodusi (u lomeného vyrazu prevede na
spolec¢ny jmenovatel a zkrati, s podminkami), roznasobi, rozlozi na soucin (vytykanim, vzorci i
Hornerovym schématem) nebo rozlozi na parcialni zlomky — jako na papire, s rovnicemi pro neznamé
koeficienty. Rozklad na soucin je nad celymi ¢isly; jde-li vyraz nad redlnymi Cisly rozlozit dal (pomoci
iracionalnich korena), ukaze to dalsi krok. Odmocninu z jednoclenu aplikace ¢aste¢né odmocni — u sudé
odmocniny s absolutni hodnotou tam, kde m{ze byt zaklad zaporny. Pocita i s komplexnimi Cisly — déleni
rozsirenim komplexné sdruzenym cislem.

Ukazky

Zjednoduseni lomeného vyrazu.

Zadani: (x*2 - 1)/(x*2 + 2x + 1)  Zjednodusit

Vysledek
z—1
z+1

Podminky: = # —1

Postup

- Podminky — jmenovatel nesmi byt nula: © # —1

+ Rozlozime ¢itatel a jmenovatel na sougin:

(x —1)(z+1)
(z+1)*
" rstime sholetmim Einitelem @ 4 1. £t
Zkratime spolecnym Cinitelem = + ]
Roznasobeni.

Zadani: (x + 2)”3  Roznasobit

Vysledek
z® + 6x% + 122 + 8

Postup

» Roznédsobime zavorky a secteme podobné &leny:
23 4+ 622 + 122 + 8



Rozklad na soucin Hornerovym schématem.

Zadani: x~3 - 6x72 + 11x - 6 Rozlozit

(@ - 3)(@ - 2)(z 1)

Postup

+ Racionalni kofeny mohou byt jen délitelé absolutniho
¢lenu —6: =1, £2, £3, £6

+ Hornerovym schématem ovéfime kofenz =1 a
vydélime jim polynom:
1 -6 11 -6
111 -5 6

P(z) = (z — 1)(2* — 5z + 6)

- Dosazenim zjistime, Ze tito kandidati kofeny nejsou:
P(-1)=-24+#0

+ Hornerovym schématem ovéfime kofenz = 2 a
vydélime jim polynom:
1 -5 6
211 -3

P(z)=(z —1)(z — 2)(xz — 3)

Rozklad na parcialni zlomky.
Zadani: (3x + 5)/(x*2 + x - 2)  Parcidlni zlomky

Vysledek
8 1

3@—1)  3@+2)

Podminky: z # —2, z # 1

Postup
+ Podminky — jmenovatel nesmi byt nula:  # —2, = # 1

+ RozloZime jmenovatel na soucin: (z — 1)(z + 2)

n B
z—1 x+2

* Rozklad hleddme ve tvaru:

+ Obé strany vynasobime jmenovatelem (z — 1)(z + 2):
3z +5=A(z + 2) + B(z — 1)

. 8
Dosadimex = 1: 8 = 34 = Azg

5 1
Dosadimex = —2: -1 = -3B = B = 3



Casteéné odmocnéni s absolutni hodnotou.

Zadani: sqrt(8a”5 b”2)  Zjednodusit

Vysledek
2a*|b|v/2a
Postup

- Céstecné odmocnime — mocniny pod odmocninou
vytkneme pfed ni (u sudé odmocniny s absolutni
hodnotou, kde miiZe byt zaklad zaporny): 2a%|b|v/2a

Déleni komplexnich cCisel.

Zadani: (3+4i)/(1-2i)  Zjednodusit

Vysledek
—1+4 23

Postup

+ Zlomek rozsifime ¢islem komplexné sdruzenym ke
jmenovateli, 1 + 27

(3+4i)(1+2) 5+ 10i

- — 142
(1 20)(L 1 20) 5 e




Limity

MathSolver spocita limitu funkce jedné proménné ve vlastnim bodé, v nekonecnu i limitu jednostrannou a
postupuje jako ve skole: nejdriv zkusi do funkce dosadit. Limitu posloupnosti (n — o) spocita stejné — i
tvar 1*c0 nebo soucet mocnin, ze kterého vytkne nejrychleji rostouci clen.

Kdyz dosazenim vyjde neurcity vyraz (0/0, co/oo, ...), zvoli Upravu podle tvaru funkce — rozklad a kraceni,
rozsireni sdruzenym vyrazem, vydéleni nejvyssi mocninou, znamou limitu (sin x / x) nebo I'Hospitalovo
pravidlo, i opakované.

Nekonecnou limitu ani limitu, ktera neexistuje (jednostranné limity se lisi), nevyda za cislo - fekne to
slovy a ukaze jednostranné limity. K vysledku patri graf funkce v okoli bodu s vyznacenou hodnotou
limity.

U limity posloupnosti kresli graf jako body a4, a,, as, ... misto spojité krivky.

Jak zadat

lim(x->2) (x*2-4)/(x-2) Limita napsana rucné: za slovem lim v zavorce
proménna, sipka -> a bod, pak funkce.

lim(x->00) (3x72+1)/(x*2-5) Limita v nekonecnu: nekonecno se pise oo (minus
nekonecno -00).

lim(x->0+) 1/x Jednostranna limita: za bodem + (zprava) nebo -
(zleva).

\1lim _{x \to @} \frac{\sin x}{x} Z fotky nebo v zapisu LaTeX, jak ho rozpozna
fotoaparat.

lim(n->00) ((n+2)/(n+1))~(2n+3) Limita posloupnosti v nekonecnu.



Ukazky

Neurcity vyraz 0/0 — cCitatel rozlozime a zkratime.

Zadani: lim(x->2) (x*2-4)/(x-2)

Vysledek

2
. oxt—14
lim =4
=2 1 — 2
Postup

o 0
Dosazenim vychazi neurcity vyraz 0 vyraz je potieba

upravit.

+ Upravime a zkratime

24 —2)(x + 2
fim St EZDEED
T2 X — 2 T —2 2

- Dosadime: im (z +2) =2+2=4

T2

Graf

-1 0 1 2 3
at—4
e r—2
_——y = 4
Limita:
® [2;4]

Prazdné kolecko - k této hodnoté se funkce blizi (v bodé
samotném definovana byt nemusi); Carkované hodnota limity.



Limita v nekone¢nu — Citatel i jmenovatel vydélime nejvyssi mocninou.

Zadani: lim(x->00) (3x72+1)/(x"2-5)

Vysledek Graf
[ I
.3z +1 | ,
lim S — 3 [ I
z—o T4 —H . \ |
[ I
[ I
Postu ‘ I

2 NP N P s s —
00 \ I
* Dosazenim vychazi neur€ity vyraz P vyraz je potfeba [ I
[ I
upravit. 2 | 1
[ I
- Citatel i jmenovatel vydélime 2 — &leny typu c/x" se blizi I I
[ I
nule : : :
322 41 34+ ‘ '
A S S \ |
z—o0 = — b p—o0 1 — 2 [ I
v 0 1 I
[ I
[ I
[ I
5 0 5 10
C 3z 41
= 2 -5
——y=3

Prazdné kolecko - k této hodnoté se funkce blizi (v bodé
samotném definovana byt nemusi); Carkované hodnota limity.

Znama limita sin x / x.

Zadani: 1lim(x->0) sin(3x)/x

Vysledek Graf

iy S (3z) _ 3
r—0 ap

Postup

5 0
Dosazenim vychazi neuréity vyraz 0” vyraz je potfeba 2
upravit.

. .. X ... .. sinxzx
Pouzijeme znamou limitu lim —— =1 1

=0 T
| /

. sin(3z) . sin(3xz)
lim = lim 3 -3=1-3=3
T

z—0 T z—0

- 0,5 0 05 1
sin (3x)
—_—y = 7
———y = 3
Limita:
e [0; 3

Prazdné kolecko - k této hodnoté se funkce blizi (v bodé
samotném definovana byt nemusi); ¢arkované hodnota limity.



LHospitalovo pravidlo, pouzité dvakrat po sobeé.

Zadani: 1lim(x->0) (e”x-1-x)/x"2

Vysledek Graf
. —x+et—-1 1 !
z—0 T 2

Postup

o 0
Dosazenim vychazi neurcity vyraz 0 vyraz je potfeba

upravit.

L'Hospitalovo pravidlo — zderivujeme citatel i jmenovatel

. —xz+er—1 C (rxter—1) | er—1 02
lim 7 = lim 2 = lim ’
=0 T z—0 (:L‘Q) z—=0 2
0 0 0
Dosazenim vychazi neurcity vyraz 0 vyraz je potfeba
upravit.
+ L'Hospitalovo pravidlo — zderivujeme citatel i jmenovatel -1 0,5 0 0.5 1
et -1 (er 1) | em et —1—=x
lim = lim — = lim — —_—=
=0 2T r—0 (2;,13) -0 2 wZ
. et b 1 Tty =5
Dosadime: lim — = — = — 2
=0 2 2 2 -
Limita:

b

Prazdné kolecko - k této hodnoté se funkce blizi (v bodé
samotném definovana byt nemusi); Carkované hodnota limity.



Jednostranné limity se lisi — limita neexistuje.

Zadani: 1lim(x->0) 1/x

Vysledek

Limita neexistuje — jednostranné limity
se [isi.

Postup

+ Dosazenim vychazi nenulové €islo délené nulou - limita
je nekonecna, znaménko uréime zvlast zleva a zprava:

K 1 . 1
. . 1 .1
Jednostranné limity: lim — = —oo, lim — = o0
r—0- T 0T T

Graf

—_— =

8| =

-0,5

0,5



Limita posloupnosti — vytkneme nejrychleji rostouci ¢len 9".

Zadani: 1lim(n->00) (6"n+7~n+9°n)~(1/(2n))

Vysledek ® Cleny a_n limita posloupnosti

. 1 Body jsou ¢leny posloupnostia_npron=1,2, 3, .. Ma-li
hm (6n —+ 7” + 9”) n = 3 posloupnost limitu, ¢leny se k ni (¢arkované) blizi.
n—o00
Postup

+ Vytkneme nejrychleji rostouci ¢len 9" - podily ostatnich
¢lent s nim jdou k nule

1 2n 7n #
i (64 7+ 9% = i VB (T4 1) =

Graf

5

®e
3 ———-—-9000.000000000000000000000




Derivace

Aplikace derivuje podle pravidel — derivace souctu, konstanty, soucinu, podilu i slozené funkce —au
kazdého kroku rekne, které pravidlo pouzila. Umi i vyssi derivace a hodnotu derivace v bodé. Zakladni
funkce (x?, sin x, e, ...) zderivuje i z definice jako limitu podilu diferenci. Vysledek doplini graf funkce a jeji
derivace.

U funkce zadané implicitné rovnici s x a 'y (x® + y® = 3xy) zderivuje obé strany podle x (y bere jako funkci
X) a vyjadriy’, nebo pouzije vzorec y' = -F_x / F_y; umi i y" a v zadaném bodé te¢nu a normalu, v grafu
nakresli krivku.

evv s

Descartova listu v pocatkux =0ay = 0.

Jak zadat

(x*2 sin x)' Derivace apostrofem za zavorkou.

d/dx (e”x / x) Zapis d/dx, i z fotky (\frac{d}{dx}).

(x*3 1n x)"' Vyssi derivace vice apostrofy, nebo radem u cipu
,Derivovat".

(x*2 + 1) | _{x=2} Hodnota derivace v bodé, nebo vyplnte bod u cipu.

X~2 sin x Vyraz s Cipem ,Derivovat” — tam vyberete i rad, bod a
zpusob (podle pravidel / z definice).

X*3 + y”3 = 3xy Rovnice s x ay - Cip ,Implicitni derivace” (fad 1 nebo

2, postup, bod [xo; yo|) nebo ,Graf krivky“; psané
diff(x*3+y*3=3xy, x).



Ukazky

Derivace soucinu.
Zadani: (x*2 sin x)'

. Kde je derivace kladna, funkce roste, kde je zaporna, klesa. V
VySIedEk nulovych bodech derivace ma funkce vodorovnou teénu.

] .
y = 2zxsinx + z? cosx

Postup

+ Derivace soucinu (u-v)' = u"v + u-v'

(x® sina;), = (mQ)! sinz 4 2% - (sinz)’ = 2zsinz + 2?

Graf

20

10

-10

-20

-4 0 0 2 4
— g = A F
y =2 sinz
—y’:2$sinm+x2cosm



Derivace podilu.

Zadani: d/dx (e”x / x)

. e’
Vysledek —_— = .

’ ret — e” ,  xe® — e
¥y = 2 VT

£
Kde je derivace kladng, funkce roste, kde je zaporna, klesa. vV

Post nulovych bodech derivace mé funkce vodorovnou te¢nu.

ostup

+ Derivace podilu (u/v)' = (u"v - u-v')/v?

(ﬁ)’: () -z—e-(a) _mem—e

x x? 2

Graf

-10




Druha derivace.

Zadani: (x*3 1n x)'"'

Vysledek Graf
y' =5z +6zlnz

Postup 15

* 1. derivace: ' = (z*Inz)’

+ Derivace soucinu (uv)' = u"v + u-v' 10
(z* lnw)l = (m3), ‘Inz+ 2 (Inz) =32 Inz + 22

+ 2. derivace: i = (acQ +32%In w)/

+ Derivace souétu je soucet derivaci:
(1"2 + 322 lnx)/ = (xQ),+ (3$2 lnx)' 0

+ Konstantu vytkneme pred derivaci:
(31‘2 lnx)l =3- (xQ lnm)’

+ Derivace soucinu (uv)' = u"v + u-v' -1 05 0 05 1 1.5
(1‘2 lnw)l = (m2), ‘Inz+2?- (Inz) =2z +z _— = lnz
— " =bzx +6zxlnzx

+ Dosadime: ) o . ’ )
Kde je druha derivace kladng, je funkce konvexni (prohnutd

2 /
(375 In ‘r) =3 (z+2zlnz) =3(z+2znz) nahoru), kde je zapornd, je konkavni (prohnutd dol(i).
* Dosadime: (z* + 3z°Inz) = 2z + 3(z + 2zInz)

+ Upravime: ¢ = bz + 6zInx

Derivace z definice jako limita.

Zadani: x~2 Derivovat — Z definice

Vysledek Graf
/
Yy =2z
3
Postup
2
- Derivace z definice
) f@+R) —f(@) . (z+h) -2 !
y' = lim = lim
h—0 h h—0
0
o 0
Dosazenim vychazi neuréity vyraz 0 vyraz je potfeba
Sl
upravit.
+ Upravime a zkratime -2
h)? — a2 h(2z + h
T Gl el St (G o D T P 3
h—0 h—0 h—0
o ime: im (2 + h) = 2z
Dosadime: ;10 ( ) . G . o .
—_—y = 22
—_—y =2z

Kde je derivace kladnd, funkce roste, kde je zaporna, klesa. v
nulovych bodech derivace ma funkce vodorovnou tecnu.



Implicitni derivace — Descartyv list, tecna a normala v bodé [3/2; 3/2], druha derivace.

Zadani: x*3 + y”3 = 3xy

Vysledek
y/ _ _$2 -y
Y —x
2xy
y/r_ . - -
(v* — )
3
/
= 1l
v(3)
tty=3—=x
ny==x
3 32
y/r(_) _ =

Podminky: y?> — & #£ 0
Postup

+ Funkce y = y(x) je zadana rovnici z® + 3° = 32y — obé
strany zderivujeme podle x a y bereme jako funkci x
(derivace slozené funkce: napf. (y3)' = 3y2y').

+ Derivujeme obé strany:
(z* +3%) = (3zy) = 3y’y + 32 = 3zy’ + 3y
- Cleny s y' pfevedeme na levou stranu, ostatni na pravou,

ay vytkneme: ¥/ (3y* — 3z) = 327 + 3y

Graf

2,5

0,5

" vyjadiime y: y' = —

. o . 3
Druha derivace v bode: y (5) = ——

-0,5

— 2’ +y* =3ay

—_—ty=3—=z

mm= Y =

Krivka zadana rovnici. V zadaném bodé je tecna (plnou carou) a
normala (¢érkované).

Implicitni derivace, fad 2, bod [3/2; 3/2]

2 —y

vV —x

+ Druha derivace - y' zderivujeme podle x znovu (y i y' jsou

funkce x)

J = C2 oy 2y 2wy Py 2 ay
y27$ y472my2+w2

+ Dosadime za y'

ygz%w@+y+1mﬂfwy+w7mfy+l)

(-4 +2)°
- Na kfivce plati z* + y* — 3zy = 0 - vyraz se tim
" 2xy
zjednodusi: ¥ = 3
(* =)

o 3 3
Bod [5; i] lezi na kfivce: ° + y° — 3eyl,_z 2 =0
C 3 3 3
Derivace v bodé [5; 5] - smérnice teény: y (5) =-1
" Ted ; 5 = 3
y——=—|z— =3-z
edna:y — 5 2 Y

+ Normala je kolm4d k te¢né, ma smérnici 1:

3 3\ L, _
y—g=\z—5)=vy=2

32
3



Prubéh funkce

Prabéh funkce aplikace vysetri v obvyklém poradi: definicni obor, sudost a lichost, priseciky s osami,
znaménko funkce, limity v krajnich bodech defini¢niho oboru a asymptoty, prvni derivace — monotonie a
extrémy (i pomoci vyssich derivaci), druha derivace — konvexnost, konkdvnost a inflexni body, nakonec
obor hodnot. Vse shrne v prehledu a nakresli graf s vyznacenymi body.

U goniometrické funkce aplikace najde periodu, vysetfi funkci na jedné periodé a vysledky zapise s
periodou (maximum v x = 1t/2 + 2km); ma-li periodickou derivaci jen samotna derivace (x + 2 sin x),
opakuji se s periodou extrémy a monotonie. Absolutni hodnoty odstrani podle znamének na intervalech a
v hrotech porovna jednostranné derivace; kde je derivace nekonecna, ukaze svislou tecnu. Vnorené
absolutni hodnoty a soucty absolutnich hodnot vysetfi po ¢astech; kde je funkce na intervalu konstantni,
uvede to i s hodnotou (minimum v kazdém bodé intervalu).

Jak zadat

pribéh y = x~3 - 3x Slovem ,prabéh” pred funkci.

X"3 - 3x Funkce s ¢ipem ,Pribéh funkce”.



Ukazky

Polynom — extrémy a inflexni bod.

Zadani: x~3 - 3x Prabéh funkce

Vysledek

Definiéni obor: D(f) =R
Obor hodnot: H(f) =R
Sudost a lichost: licha
Priseciky s osou x: [—\/5; 0}, [0; 0], [\/5, 0}
Rostouci: (—oo; —1), (1; o0)
Klesajici: (—1; 1)

Lokalni maximum: [—1; 2]
Lokalni minimum: [1; —2]
Konvexni: (0; oo)

Konkavni: (—oo; 0)

Inflexni body: [0; O]

Postup
+ Definiéni obor: D(f) =R
 f(=2) = (=)’ = 3(~z) = ~z* + 32 = ~f(z) -

funkce je licha (graf je soumérny podle pocatku).

+ Priseciky s osou x:
f(l‘):O = 1‘:7\/57 m:Oz x:\/g,tedy
[7\/5; 0}, 0; 0], [\/5; 0]

+ Praseéik s osouy: f(0) = 0, tedy [0; 0]

+ Znaménko funkce na intervalech mezi nulovymi body a

body mimo defini¢ni obor:

| (o0 —v3) (=v3:0) (0:v3) (V3i00)
f(z) | - + - +

Funkce je kladna pro z € (—\/5; 0)u (\/g, oo) a
z4aporna pro & € (foo; f\/g) U | 0; \/§)

+ Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru

lim f(z) = —o0

lim f(z) =0
T—00

+ Svislé asymptoty funkce nema.

+ Asymptota se smeérnici v +co neexistuje:

ke tim 20 _ o
r—1co T

- Prvni derivace: f'(z) =32 — 3 =3(z — 1)(z + 1)
+ Stacionarni body: f'(z) =0 = z=-1, z =1

+ Znaménko prvni derivace - kde je kladnd, funkce roste,

kde je zdporng, klesa:
| (-o0s —1) (=1;1) (1;00)
@+ -
f(z) / hY /

Funkce je rostouci na (—oo; —1), (1; o0) a klesajici na
(-11)

- Vbodé z = —1: f(—1) = —6 < 0 - lokaIni maximum.
+ Vbodé x = 1: f”(1) = 6 > 0 — lokaIni minimum.

+ Lokdlni maximum [—1; 2], lokalni minimum [1; —2]



+ Druhé derivace: f”(z) = 6z Graf

- Body podezfel¢ z inflexe: f"(z) =0 = 2 =10
« Znaménko druhé derivace - kde je kladn3, je funkce ”0
konvexni (prohnuta nahoru), kde je zaporna, konkévni
(prohnuta dol():
| (—00; 0) (05 00) 10
Al -+
n U
f(=) . /.\¢
: . o T——
Funkce je konvexni na {0; o0) a kankavni na (—oo; 0)
- Vbod& z = 0: f(0) = 6 > 0 - prvni nenulové derivace 10
(od treti) je lichého fadu, je tu inflexni bod.
+ Inflexni body: [0; 0] o
+ Obor hodnot — z monotonie, extrém( a limit: H(f) =R
2 -1 0 1 2
3
y=uz"— 3z
Vyznamné body:

® maximum [71,2] ® inflexe [07 O]
@ minimum [1; —2]

Cervené lokalni extrémy, fialové inflexni body, prazdné kolecko —
bod, ve kterém funkce neni definovana; ¢arkované asymptoty.

Lomena funkce — asymptoty.
Zadani: x*2/(x - 1)  Prabéh funkce

Funkce je kladna pro z € (1; 00) a zaporna pro

Vysledek 2 € (—o0; 0) U (05 1)
Definiéni obor: D(f) = R\ {1}

+ Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru
Obor hodnot: H(f) = (—oo; 0) U (4; c0)

lim f(z) = —o0
Sudost a lichost: ani suda, ani licha I”.*”
Praseéiky s osou x: [0; 0] zhl? f(=) = —oo
Rostouci: (—oo; 0), (2; o) [, f(z) = o0
Klesajici: (0; 1), (1; 2) Lim f(z) = o0

Lokalni maximum: [0; 0]

Lokalni minimum: [2; 4]
Konvexni: (1; c0)

Konkavni: (—oo; 1)
Asymptoty: z =1, y=z+1

Postup
+ Defini&ni obor — podminky @ # 1: D(f) =R\ {1}

+ Definiéni obor D(f) =R \ {1} neni soumérny podle
nuly — funkce neni suda ani licha.

- Prisediky s osou x: f(z) =0 = x =0, tedy [0; 0]

+ Priseéik s osou y: f(0) = 0, tedy [0; 0]

+ Znaménko funkce na intervalech mezi nulovymi body a

body mimo definiéni obor:
| (-0050) (031) (15 00)
HON - +

+ Svislé asymptoty (limita je tam nekone¢nd): z = 1

f(=)

" Asymptota se smémici v +co: k = lim — - =1,

T—+too T

g= lim (f(z) =) =1_pfimkay==z+1

+ Prvni derivace

o T2—2z  wm(z—2)
o) = ey = o1y

- Stacionarni body: f'(z) =0 = 2 =0, 2 =2

+ Znaménko prvni derivace — kde je kladna, funkce roste,

kde je zaporna, klesa:
| (-0050) (0;1) (132) (2;00)
T+ - -+
f(=) 7 h h /

Funkce je rostouci na (—o0; 0), (2; o0) a klesajici na
0; 1), (1;2)

+ Vbodé x = 0: f7(0) = —2 < 0 - lokdlni maximum.



+ Vbodé z = 2: f"(2) =2 > 0 - lokéIni minimum.
- Lokéalni maximum [0; 0], lokaIni minimum [2; 4]
2

" Druhd derivace: f'(x) = m

* Rovnice f"(x) = 0 nema4 feeni.

+ Znaménko druhé derivace - kde je kladn3, je funkce
konvexni (prohnuta nahoru), kde je zaporna, konkéavni
(prohnuta dolu):

| (=005 1) (L; 00)
f'(=) - +
f(=) n U

Funkce je konvexni na (1; c0) a konkévni na (—oc; 1)
» Funkce nema inflexni body.

+ Obor hodnot — z monotonie, extrému a limit:
H(f) = (—o0; 0) U (4; 00)

Graf
[
|
|
[
10 .
I
I
I
! cd
5 | >
| [ ] ~ &
| -~
-
-
+ |
0 =0
-
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I
I
-5 |
|
I
[
1
-4 2 0 2 4 6
2
—_—y =
z—1
———y=z+1
Vyznamné body:

® maximum [0;0] @ minimum [2;4]

Cervené lokalni extrémy, fialové inflexni body, prazdné kole¢ko —
bod, ve kterém funkce neni definovana; ¢arkované asymptoty.

Periodicka funkce — vSe na jedné periodé, vysledky s periodou.

Zadani: sin 2x + 2cos X

Vysledek
Definigni obor: D(f) =R

Sudost a lichost: ani suda, ani licha

Obor hodnot: H(f) = <

Perioda: p = 27

Priiseéiky s osou x: {g + km; 0}
T
Rostouci: I + 2km; T + 2km
6 6
s o1
Klesajici: 5 + 2km; — + 2kT

6
7]

6

Lokalni maximum: [Tr + 2km; 2

Lokalni minimum: [% + 2km; —

2

Konvexni:

1 3
<72T + 2km; ™ + arcsin (4) + 2k¢Tr>7 <27r + 2km

Konkavni:

1 3
<7T + arcsin (Z) + 2km; 771— + 2k7r>, <— arcsin

Inflexni body:
1 34/15
{g + km; O] , |:7T + aresin (Z) + 2km; —T] ,

Prabéh funkce

Postup
+ Definiéni obor: D(f) =R

+ Funkce je periodicka s periodou 27 — vySetfime ji na
jedné periodé (od 0 do 27) a vysledky zopakujeme s
periodou, k € Z.

- f(—z) = 2cosa — sin (2&) - to neni f(x) ani —f(x),
funkce neni suda ani licha.
b
* Prise¢ikysosoux: f(z) =0 = x = 5 + k7, tedy
™
— + km; U}
{2 AT
- Priseéik s osouy: f(0) = 2, tedy [0; 2]

+ Znaménko funkce na intervalech mezi nulovymi body a
body mimo defini¢ni obor:

| (0:3) (5:%) (352m)
@l + - -

m m

Funkce je kladnd pro = € (75 + 2km; — + 2k7r) a
T 3w

z4porna pro = € 3t 2km; -t 2km

+ Periodicka funkce (kterd neni konstantni) nema limitu v
t00.

+ Prvni derivace: f'(z) = 2cos(2z) — 2sinz

+ Stacionarni body

5 3
f(z)=0 = w:g+2kﬂ,m:§+2lm,z:§,



= Znaménko prvni derivace — kde je kladna, funkce roste,
kde je zaporna, klesa:
T T, bm b, 3w 3r
10 F) GF) (BT (Fon)
+ = + +
/ N e e

T

6
T %
klesajici na A + 2km; & + 2km

(=)
f(x)

m
Funkce je rostouci na + 2km; 6 + 2k7‘r> a

. 3V3
Lokalni maximumj% 4 2k, T\/_} lokalni minimum
% 3v3
{F + 2km; 77}
+ Druhd derivace: f”(z) = —2cosz — 4sin (2x)

+ Body podezfelé z inflexe

1
ffle)=0 = z= ngkﬂ', x = T + arcsin (Z) + 2k

+ Znaménko druhé derivace - kde je kladn3, je funkce
konvexni (prohnuta nahoru), kde je zaporna, konkévni
(prohnuta dolu):

| (0; %) (’Q—r, 7 + arcsin (%)) (7r+ arcsin (i) S
@[ - 5 -
f(z) n u n

Funkce je konvexni na a konkavni na

-3n/2 - -T/2 0 /2 s 3n/2
— y =sin2z + 2cosz

Vyznamné body:

3T
® maximum {—H—W,S—\/g] ® inflexe {77;0}

6 2
° mini 77r‘ 3v3
minimum 6 g

-2

® inflexe | —m + i =
{ arcsin (4 8

)

by
® inflexe {7550] ® inflexe {— arcsin (Z 8

3vV3 ; .
® maximum I; —f ® inflexe {5’0]
6" 2
o 5m 33
minimum |~ — =

1 34/15
® inflexe {Tr + arcsin (Z) ; 77}

3 1\ 3v15
® inflexe {?;U} ® inflexe {2% — arcsin (Z), T}

Cervené lokalni extrémy, fialové inflexni body, prazdné koleéko —
bod, ve kterém funkce neni definovana; carkované asymptoty.

s . 1 3T
5 + 2km; ™ + arcsin 1 + 2k ), > + 2km; 27

\
T + arcsin 1 + 2km; Sl + 2km ), ( —arcsin 1
4 2 4,

+ Inflexni body

1 3415
{g + km; U} {WJrarcsin (1) + 2km; *T:|’ {27

+ Obor hodnot — z monotonie, extrému a limit;

H(f) = <*¥; 37\/5>

Graf

\Q




Tangens — svislé asymptoty, obor hodnot R.

Zadani: tg x  Priibéh funkce

Vysledek
vy
Definiéni obor: D(f) = R\ {5 +kmw ke Z}
Obor hodnot: H(f) =R
Sudost a lichost: licha
Perioda: P — 7
Priseciky s osou x: [k 0]

Rostouci: (_% + k; g + kTr)

Konvexni: <k7r; g + kTr)

Konkavni: (g + km; m+ k7r>
Inflexni body: [k7; O]

T
Asymptoty: T = 3 + km

Postup

T

* Definini obor — podminky & # — + k:
D(f):R\{g+k7r : keZ?

+ Funkce je periodickd s periodou T — vySetiime ji na jedné

periodé (od 0 do 7) a vysledky zopakujeme s periodou, k
eZ.

« f(—z) = —tgxz = — f(x) - funkce je licha (graf je
soumérny podle po¢atku).

+ Priseéiky s osou x: f(z) =0 = z = k7, tedy [km; 0]

T T
Funkce je rostouci na (*E + km; 3 + kTr)

+ Funkce nema lokalni extrémy.
_ 2tgw

* Druhd derivace: f"(x) 2
COos™ T

+ Body podezfelé z inflexe: f"(z) =0 = z =kn

+ Znaménko druhé derivace - kde je kladn3, je funkce
konvexni (prohnuté nahoru), kde je zapornd, konkavni
(prohnuta dolu):

| (0:3) (5im)
f”((l?) + _
f(=) . N

s
Funkce je konvexni na <k77; 5 + kﬂ') a konkavni na
(g + kmy ™+ ]mr>
+ Inflexni body: [km; 0]

- Obor hodnot — z monotonie, extrém0 a limit: H(f) =R

- Priseéik s osouy: f(0) = 0, tedy [0; 0]

+ Znaménko funkce na intervalech mezi nulovymi body a
body mimo defini¢ni obor:

| (0:3) (5:m)

f@) | + =

T
Funkce je kladnd pro x € (/WF; 5 T /97T) a zaporna pro

ks

B E (§+k‘n’; 7r+k7r)

+ Periodicka funkce (kterd neni konstantni) nema limitu v
100.

+ Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru
lim f(z) = o0
T3

lim f(z) = —o0

T
z—5

s
* Svislé asymptoty (limita je tam nekonecna): © = 3 + km

1

2

" Prvni derivace: f'(z) = ——
COos“ @

+ Rovnice f'(z) = 0 nema fegeni - funkce nema
stacionarni body.

+ Znaménko prvni derivace — kde je kladnd, funkce roste,
kde je zaporna, klesa:

| (0:3) (5:7)

') | + +
fl=) | / Ve
Graf
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Vyznamné body:

® inflexe [—2m; 0]

® inflexe [m;0] @ inflexe [27;0]

® inflexe [—m;0] @ inflexe [0;0]

Cervené lokalni extrémy, fialové inflexni body, prazdné kolecko —
bod, ve kterém funkce neni definovana; carkované asymptoty.



Hyperbolicky tangens — vodorovné asymptoty y = 1.

Zadani: tgh x  Prdbéh funkce

Vysledek

Definigni obor: D(f) =R
Obor hodnot: H(f) = (—1; 1)
Sudost a lichost: licha
Priseéiky s osou x: [0; O]
Rostouci: R

Konvexni: (—o0; 0)

Konkavni: {0; co)

Inflexni body: [0; O]
Asymptoty: ¥y = —1, y=1

Postup

- Definiéni obor: D(f) = R

+ — funkce je licha (graf je soumérny podle pocétku).
f(—z) =tgh(—z) = —tghax = — f(x)

- Priseéiky s osou x: f(z) =0 = z =0, tedy [0; 0]

- Prisecik s osouy: f(0) = 0, tedy [0; 0]

+ Znaménko funkce na intervalech mezi nulovymi body a
body mimo defini¢ni obor:
| (005 0) (05 00)
@] - +

Funkce je kladna pro € (0; 00) a zéporna pro
z € (—o0; 0)

+ Znaménko druhé derivace - kde je kladna, je funkce
konvexni (prohnuta nahoru), kde je zapornd, konkévni
(prohnuta dol():

| (=00:0) (0; o)
f”(I) + _
f(@) u n

Funkce je konvexni na (—oo; 0) a konkavni na (0; 0o)

+ Vbodéx = 0: f”(0) = —2 < 0 - prvni nenulové
derivace (od treti) je lichého fadu, je tu inflexni bod.

+ Inflexni body: [0; 0]

+ Obor hodnot — z monotonie, extréma a limit:

H(f)=(1L1)

+ Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru
lim f(z)= -1
r——0o0
lim f(z)=1

+ Svislé asymptoty funkce nema.

" Asymptota se smérnici v -c0: k = lim M =0,
T——00 X

g= lim f(z)=-1_piimkay = -1

' Asymptota se smérnici v +00: k = lim @ =0,
— -1 . T—00 I
9= Lljr;(f(m) =1 _pfimkay =1
. : 1
Prvni derivace: f'(z) = ———
cosh”

+ Rovnice f'(z) = 0 nema feSeni — funkce nema
stacionarni body.

+ Znaménko prvni derivace — kde je kladnd, funkce roste,
kde je zdporng, klesa:

(—00; )
F'(z) +
fl) Vs

Funkce je rostouci na R

+ Funkce nema lokalni extrémy.
2tghx

cosh’z

" Druhé derivace: f"(z) =

- Body podezielé z inflexe: f(z) =0 = =z =10



Periodicka je jen derivace — hodnoty extrému rostou s k.

Zadani: x + 2sin x Priibéh funkce

Vysledek

Definigni obor: D(f) =R
Sudost a lichost: licha
Perioda: p = 27

Priseéiky s osou x: [0; O]

2 2
Rostouci: <—?ﬂ- + 2km; ?ﬂ- + 2k7r>

2 4
Klesajici: <;‘r + 2k ?ﬂ + 2k7r>

2 2
Lokalni maximum: [?ﬂ + 2km; V3 + ?ﬂ- + 2k71'}

4 4
Lokalni minimum: [; + 2km; ?ﬂ- —V3+ 2k7r}

Konvexni: (m + 2km; 27 + 2km)
Konkavni: (2km; m + 2km)
Inflexni body: [2km; 2k7], [m + 2km; m + 2k7]

Postup

+ Definigni obor: D(f) = R

+ Funkce sama periodicka neni, ale jeji derivace ano
(perioda 27) — monotonie, extrémy a konvexnost se
opakuji s touto periodou, k € Z.

« f(—x) = —x — 2sina = — f(2) - funkce je licha (graf
je soumeérny podle pocatku).

- Priseéiky s osoux: f(z) =0 = z =0, tedy [0; 0]
+ Priseéik s osou y: f(0) = 0, tedy [0; 0]

+ Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru

lim f(z) = —oo0

lim f(z) = oo

* Prvni derivace: f'(z) = 2cosx + 1

+ Stacionarni body

2 4
fl(z)=0 = x:§+2kﬂ,m:§+2kﬂ'

+ Znaménko prvni derivace - kde je kladnd, funkce roste,

kde je zaporna, klesa:

[©%) (%) (5
f(z) |+ = +
f@) | ~ e

2 2w
Funkce je rostouci na <—? + 2km; 3 + 2k7r> a

27 4T
klesajici na <? + 2km; 3 + 2k7r>

. 2 2
LokaIni maximum 3 + 2km; /3 + 3 + ka],

41 4
lokdIni minimum [? + 2km; 3 V3 + 2k7r]

+ Druhé derivace: f"(z) = —2sinz

+ Body podezielé z inflexe: f"(z) =0 = = =kx



» Znaménko druhé derivace — kde je kladn3, je funkce
konvexni (prohnuta nahoru), kde je zapornd, konkavni
(prohnutd dolt):

| (0;7) (m;2m)
@) | - +
f@) | N J

Funkce je konvexni na (m + 2km; 27 + 2kw) a konkavni
na (2km; m+ 2km)

+ Inflexni body: [2km; 2kx|, [m + 2km; w+ 2km|

Graf
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Ne

-3m/2 =T -T2 0 w2 m 3n/2

-y =2+ 2sinz

Vyznamné body:

® inflexe [—2m; —2m] ® maximum {*41;\/3 — 41}

3 3
® inflexe [~my—x] o [ 2 g 2@
37 3
: . 27 2w
® inflexe [0; 0] ® maximum {?, V34 ?}
: . dm Am
® inflexe [m; 7] ® minimum {?3 3 \/5}

® inflexe [2m; 2m]

Cervené lokalni extrémy, fialové inflexni body, prazdné kolecko -
bod, ve kterém funkce neni definovana; ¢arkované asymptoty.



Absolutni hodnota — hroty, jednostranné derivace.

Zadani: |x*2 - 1| Priibéh funkce

Vysledek

Definigni obor. D(f) =R

Obor hodnot: H(f) = (0; o0)
Sudost a lichost: suda
Praseéiky s osoux: [—1; 0], [1; 0]
Rostouci: (—1; 0), (1; o)
Klesajici: (—oo; —1), (0; 1)
Lokalni maximum: [0; 1]

LokaIni minimum: [—1; 0], [1; O]
Konvexni: (—oo; —1), (1; 00)
Konkavni: (—1; 1)

Postup
- Definiéni obor: D(f) = R

+ Absolutni hodnoty odstranime podle znamének jejich
argumentd na jednotlivych intervalech
x> —1, =z€(—o0; —1)
fay={1-2, ze(-11)
22 -1, =z (l;00)

+ — funkce je suda (graf je soumérny podle osy y).

fl—z) = ‘(—x)z . 1‘ = |2 — 1| = f(z)

- Prisediky sosoux: f(z) =0 = z=—1, z =1, tedy

[-1; 0], [1; O]

+ Prasetik s osouy: f(0) = 1, tedy [0; 1]

+ Znaménko funkce na intervalech mezi nulovymi body a

body mimo defini¢ni obor:
| (=005 =1) (=1;1) (15 00)
@]+ + +

Funkce je kladna pro
€ (—o0; —1) U (—1; 1) U (1; 00) a zdpornd pro = € )

+ Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru

lim_f(z) = o0

lim f(z) = oo

T—00

+ Svislé asymptoty funkce nema.

+ Asymptota se smeérnici v -co neexistuje:

k= lim @ =—
r——00 X
+ Asymptota se smérnici v +co neexistuje:
k= lim M =
r—o0 &

+ Prvni derivace

223 -2z  2z(x—1)(z+1)
B ‘1271{ B ‘x271|

(=)

+ Stacionarni body: f'(z) =0 = =10

+ V bodé © = —1 derivace neexistuje — jednostranné

derivace jsou riizné (fL(—1) = =2, f.(—1) = 2), graf
tam ma hrot.



+ Vbodé x = 1 derivace neexistuje — jednostranné
derivace jsou rizné (f' (1) = —2, /(1) = 2), graf tam
ma hrot.

+ Znaménko prvni derivace — kde je kladna, funkce roste,
kde je zaporna, klesa:

| (=005 =1) (=1,0) (0;1) (1;00)
f'(=) = + - +
f(=x) h / e /"

Funkce je rostouci na (—1; 0), (1; o) a klesajici na
(—o0; —1), (0; 1)

+ Vbodé z = 0: f/(0) = —2 < 0 - lokalni maximum.

- Lokalni maximum [0; 1], lokalni minimum
[-1; 0], [1; O]

+ Druhd derivace

. 3 3 3
PIRSEE Coln Vi C R N CRY

B ‘mel‘S {:0271{3
- Rovnice f"(z) = 0 nema fedeni.

+ Znaménko druhé derivace — kde je kladna, je funkce
konvexni (prohnuta nahoru), kde je zapornd, konkévni
(prohnuta dold):
| (005 —1) (=1;1) (15 00)
(=) + - +
flz) U N U

Funkce je konvexni na (—co; —1), (1; c0) a konkdvni na
(-1;1)

+ Funkce nema inflexni body.

+ Obor hodnot — z monotonie, extrému a limit;
H(f) = {0; o)

Graf

—y=|z" -1

Vyznamné body:

® minimum [—1;0] @ maximum [0; 1]
® minimum [1;0]

Cervené lokalni extrémy, fialové inflexni body, prazdné kolecko —
bod, ve kterém funkce neni definovana; carkované asymptoty.



Treti odmocnina — svisla tecna v nule.

Zadani: x~(1/3)  Prdbéh funkce

Vysledek

Definigni obor: D(f) =R
Obor hodnot: H(f) =R
Sudost a lichost: licha
Priseéiky s osou x: [0; O]
Rostouci: R

Konvexni: (—o0; 0)
Konkavni: {0; co)
Inflexni body: [0; O]

Postup
+ Definiéni obor: D(f) =R

c f(—x) = /(=) = &~z = — f(x) - funkce je licha
(graf je soumérny podle pocatku).

+ Priseéiky s osou x: f(z) =0 = z =0, tedy [0; 0]

- Prisedik s osouy: f(0) =0, tedy [0; 0]

+ Znaménko funkce na intervalech mezi nulovymi body a
body mimo defini¢ni obor:

| (=00; 0) (0; )
= T

f(x)

Funkce je kladna pro = € (0; c0) a zaporna pro
z € (—o0; 0)

+ Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru

" Prvni derivace: f'(z) =

lim f(z) = —o0
lim f(z) = oo

T—00

+ Svislé asymptoty funkce nema.

+ Asymptota se smérnici v —co neexistuje:

k= lim L&) _paleq= lm f(z)= oo
x

r——00

+ Asymptota se smérnici v +co neexistuje:

k= lim@:O,aleq:}ng(m):m
€T

T—00

3v/x?

- Rovnice f’(z) = 0 nema Feseni — funkce nema

stacionarni body.

+ V bodé = = 0 je derivace nekoneéna (f’ (0) = oo,

J1.(0) = o) — graf tam ma4 svislou tenu.

+ Znaménko prvni derivace — kde je kladn4a, funkce roste,

kde je zaporna, klesa:

| (003 0) (0; o0)
f'(x) + +
f(=) / Ve

Funkce je rostoucina R

+ Funkce nema lokalni extrémy.

. 2
Druha derivace: f"() = —— =
runa aerivace ( ) gww

+ Rovnice f”(z) = 0 nem4 feseni.



« Znaménko druhé derivace - kde je kladn3, je funkce
konvexni (prohnuta nahoru), kde je zaporna, konkévni
(prohnuta dol():

| (003 0) (05 0)
f"(@) +
f(z) U n

Funkce je konvexni na (—oo; 0} a konkévni na (0; o)
+ Inflexni body: [0; 0]

+ Obor hodnot — z monotonie, extrém( a limit: H(f) =R

Graf
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Vyznamné body:
® inflexe [0;0] @ svisla te¢na [0; 0]

Cervené lokalni extrémy, fialové inflexni body, prazdné kolecko —
bod, ve kterém funkce neni definovana; ¢arkované asymptoty.



Vnorena absolutni hodnota — po ¢astech, suda funkce.

Zadani: |-x"2 + 2|x| + 3| Priibéh funkce

Vysledek

Definigni obor. D(f) =R

Obor hodnot: H(f) = (0; c0)
Sudost a lichost: suda

Praseéiky s osoux: [—3; 0], [3; 0]
Rostouci: (—3; —1), (0; 1}, (3; c0)
Klesajici: (—oo; —3), (—1; 0}, (1; 3)
Lokalni maximum: [—1; 4], [1; 4]
Lokalni minimum: [—3; 0], [0; 3], [3; O]
Konvexni: (—oo; —3), (3; c0)
Konkavni: (—3; 0), (0; 3)

Postup

+ Defini¢ni obor: D(f) =R

+ Absolutni hodnoty odstranime podle znamének jejich
argumentu na jednotlivych intervalech

z* 4 2z — 3, x € (—oo0; —3)

—a? —2x+3, zc(-30)
F@ =9 _s2 10043 ze0;3)
z? — 22 — 3, x € (3; 00)

+ — funkce je suda (graf je soumérny podle osy y).

F(=w) = | (=) + 2(~)| + 3] = | + 2Ja| + 3| -

+ Priseéiky s osou x: f(z) =0 = x = —3, z = 3, tedy
[—3; 0], 35 0]

+ Priseéik s osou y: f(0) = 3, tedy [0; 3]

+ Znaménko funkce na intervalech mezi nulovymi body a

body mimo defini¢ni obor:
| (-o0s =8) (=3;3) (3; )
flz) ] + + +

Funkce je kladna pro
x € (—oo; —3) U (—3; 3) U (3; 00) a zdporndproz € ()

+ Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru

lim f(z) = oo

lim f(z) =co

T—00

+ Svislé asymptoty funkce nema.

+ Asymptota se smérnici v —co neexistuje:

k= lim sz

r——00 X

+ Asymptota se smérnici v +co neexistuje:

k= lim M =00
r—o00 @I

+ Prvni derivace

) = —62 + 223 |2| + 62 — 2x|x| _ 2z(z — 1)(z +
|z||—z2 + 2|z| + 3| |z||—22 + !

+ Stacionarni body: f/(z) =0 = z=-1, z=1

+ V bodé x = —3 derivace neexistuje — jednostranné

derivace jsou rizné (f_(—3) = —4, f.(—3) = 4), graf
tam ma hrot.



+ V bodé z = 0 derivace neexistuje — jednostranné
derivace jsou riizné (fL(0) = =2, f.(0) = 2), graf tam
ma hrot.

+ V bodé x = 3 derivace neexistuje — jednostranné
derivace jsou rizné (f' (3) = —4, f/(3) = 4), graf tam
ma hrot.

+ Znaménko prvni derivace - kde je kladna, funkce roste,
kde je zaporna, klesa:
| (-o0s =3) (=3 -1) (=1;0) (0;1) (1;3)

@ - -+ -
@) N JNG 7N

Funkce je rostouci na a klesajici na
(=35 =1), (05 1), (3; o0)

(700; 73)7 <71§ 0>: <1; 3>
+ Vbodé z = —1: f’(—1) = —2 < 0 - lokaIni maximum.
+ Vbodé z = 1: f/(1) = —2 < 0 - lokalni maximum.

+ Lokalni maximum [—1; 4], [1; 4], lokdIni minimum
[—3; 0], [0; 3], [3; 0]

- Druha derivace

1248 + 2420 + 3620|x| + 225(z|’ — 84at — 96

f"(=)

+ Rovnice f"(x) = 0 nema feseni.

+ Znaménko druhé derivace — kde je kladna, je funkce

—y=|—2®+2z| + 3

Vyznamné body:

@ minimum [—3;0] ® maximum [—1;4]

® minimum [0;3]  ® maximum [1;4] @ minimum [3;0]

Cervené lokalni extrémy, fialové inflexni body, prazdné kolecko —
bod, ve kterém funkce neni definovana; ¢arkované asymptoty.

konvexni (prohnuta nahoru), kde je zaporna, konkavni
(prohnuta dolu):
| (005 =3) (~3;0) (0:3) (3;00)
() + = = +
f(z) U N N U

Funkce je konvexni na (—o0; —3}, (3; co) a konkavni na
(—3;0), {0; 3)

+ Funkce nema inflexni body.

+ Obor hodnot — z monotonie, extrému a limit:
H(f) = {0; o)

Graf

20




Soucet absolutnich hodnot — konstantni isek a dvé sikmé asymptoty.

Zadani: |x - 2| + |x + 3|

Vysledek

Definiéni obor. D(f) =R

Obor hodnot: H(f) = (5; 00)

Sudost a lichost: ani suda, ani licha
Rostouci: (2; oo)

Klesajici: (—o0; —3)

Konstantni: (—3; 2)

Lokalni minimum: f(z) =5, z € (—3; 2)
Asymptoty: y = —2z — 1, y =22 + 1

Postup
- Definiéni obor: D(f) = R

+ Absolutni hodnoty odstranime podle znamének jejich
argumentu na jednotlivych intervalech
-2z -1, z¢€(—oco0;—3)
fl@) =45, w € (~3;2)
2z +1, T € (2; 00)

+ - to neni f(x) ani -f(x), funkce neni suda ani licha.
f(-z)=|(—2) = 2|+ [(-2) +3[ =z —-2[+ 3=

+ Rovnice f(z) = 0 nema feseni — graf osu x neprotina.

- Prasegik s osouy: f(0) = 5, tedy [0; 5]

+ Znaménko funkce na intervalech mezi nulovymi body a
body mimo defini¢ni obor:

+ Znaménko prvni derivace — kde je kladna, funkce roste,
kde je zaporng, klesa:

[ (—o0; —3) (=3;2) (25 0)
F(=) - 0 +
f(x) A — Ve

Funkce je rostouct na (2; 0o) a klesajici na (—00; —3).
Na (—3; 2) je konstantni (f' = 0).

+ Lokdlni minimum f(z) =5, = € (—3; 2), maximum
funkce nema.

- Druhd derivace: f"(z) = 0

+ Druha derivace je nulova — graf je ¢ast primky, funkce
neni konvexni ani konkavni.

+ Obor hodnot — z monotonie, extrému a limit:
H(f) = (55 00)

Pribéh funkce

(—003 00)

J(x) +
Funkce je kladna pro z € R a zdporna pro z € ()

+ Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru
lim f(z) = oo
lim f(z) = oo
T—00

+ Svislé asymptoty funkce nema.

" Asymptota se smérniciv -co: k = lim Lm) = 9,
T—>—00 €T

q= .LEEHOC (f(z) +2x) = —1_ pfimkay = —2z — 1

' Asymptota se smérnici v +co: k = lim M = %,
r—0 X

g= lim (f(z) ~22) =1 _ ptimkay = 2z + 1
+ Prvni derivace
&z & 2 3 x|z -

! . — —
F@ = e s  mo Tl

- Rovnice f'(z) = 0 nema feseni — funkce nema
stacionarni body.

+ V bodé x = —3 derivace neexistuje - jednostranné
derivace jsou rtizné (f' (—=3) = —2, f_(—3) = 0), graf
tam ma hrot.

+ V bodé x = 2 derivace neexistuje — jednostranné
derivace jsou riizné (fL(2) = 0, f(2) = 2), graf tam ma
hrot.

Graf

20

-20
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—y=|z—2|+|z+3
———y =21
———y=2z+1

Cervené lokalni extrémy, fialové inflexni body, prazdné kolecko —
bod, ve kterém funkce neni definovana; carkované asymptoty.



Znama omezeni

» Funkce, kterd ani nema periodickou derivaci (x'sin x), se vysetfi jen numericky na intervalu (-2m; 2n) a
bez periody; cyklometrické funkce (arcsin, arctg) zatim nevysetrime.



Taylortv polynom

Aplikace sestavi Taylor(v (pro bod 0 Maclaurin(iv) polynom zadaného stupné: tabulku derivaci v bode,
dosazeni do vzorce a zbytek v Lagrangeové tvaru. Stupen umi najit i sama — nejmensi, pri kterém chyba v
zadaném bodé nebo na intervalu neprekroci zadanou mez. V grafu je funkce a polynom; posuvnikem
meénite stupen a vidite, jak se priblizeni zlepsuje.

Jak zadat
taylor(sin x, @, 5) Funkce, bod a stupen.
maclaurin(e”x, 4) Maclaurin(iv polynom - bod je 0.
taylor(e”x, @, chyba=0.001, x=0.5) Stupen podle chyby v bodé x (na intervalu misto x
zadejte r=...).
In(1 + x) Funkce s Cipem ,Taylordv polynom” - bod, stupen

nebo presnost vyplnite tam.



Ukazky

Polynom 4. stupné se zbytkem.

Zadani: taylor(ln(1 + x), 0, 4)

Vysledek
2 3 4
T i i
Ty(zx) =2 — —+ — — —
2 3 4
Postup

+ Maclauriniv polynom (Taylortv polynom v bodé 0):

T.(z) = Z IO 5 =g
k=0

k!

+ Derivace funkce a jejich hodnoty v bodé a

@ =m@+1)  f0)=0
fe) = 70 =1
ey FO=
f/fl(m) — ﬁ f/!l(o) — 2
@)= S0 =6

- Dosadime hodnoty derivaci

1 1 2 6

Ty(z) = T gxz + 51‘3 — Iyﬁ
& o e
=r— — —_— = —
2 3 4

Posuvnikem nad grafem zvolis stupen polynomu = s vyssim

stupném polynom funkci v okoli bodu pfiblizuje [épe a na SirSim

okoli.

+ Zbytek (chyba aproximace) v Lagrangeové tvaru, € lezi

- _ ) 5 24 5
meziaax: Ri(z) = 5l = (£+1)5.5!$

Graf

Stupen: 4 ﬁ
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— y=In(1+=x)
22 23
— T, — o -
@ =e-5+3 -3
Bod, v jehoz okoli polynom funkci priblizuje:
e [0;0]



Stupen podle pozadované presnosti — priblizna hodnota e*0,5.

Zadani: taylor(e”x, 0, chyba=0.001, x=0.5)

Vysledek
2 x3 ozt
Ty(z) =1+ + -+ +

2 6 ' 24
£(0,5) ~ 1,6484

Postup

+ Maclauriniiv polynom (Tayloriv polynom v bodé 0):

T, (z) = i f(k)'(o)wk, n=4
k=0

k!

- Derivace funkce a jejich hodnoty v bodé a

flz)=¢" f(0)=1

f@=e L=
)= fO=1
)= =1
ORI GRS

+ Dosadime hodnoty derivaci

1 1 . 1 1,

Ty(z) = 1+ﬁm+am2+§m3+aw4
ZZR -
=1 _ 1 —
+Q3+2+6+24

+ Zbytek (chyba aproximace) v Lagrangeové tvaru, € lezi
®) % £ .

FONE) 5 _ € 5
5! 5!

meziaax: R4($) =

+ Hledame nejmensi stupen n, pro ktery odhad zbytku v

bodé x neprekroci zadanou chybu

M = max ‘f(k)(t) , h=lz—a|=05

te(0;0,5)
1,6487
n=1: |R< ’2' - 0,52 ~ 0,2063 > 1073
1,6487
n=2: |Ry< ’3' -0,5° ~ 0,0344 > 1073
1,6487
n=3: |Rs < ’4' 0,54 ~4,3.107% > 1073
1,6487 . .
n=4: |Ry< ’5' -0,5°~4,3-107* < 1073
e 211
PFiblizna hodnota: f(0,5) = T4(0,5) = o ~ 1,6484



Graf
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Bod, v jehoz okoli polynom funkci priblizuje:

e [0;1]

Posuvnikem nad grafem zvolis stupen polynomu = s vyssim
stupném polynom funkci v okoli bodu pfibliZuje [épe a na SirSim
okoli.



Neurcity integral

Aplikace integruje metodami, které se uci ve skole, a u kazdého kroku rekne, co déla. Vysledek ovéri
derivovanim (zkouska je poslednim krokem) a nakresli integrovanou funkci a primitivni funkci.

Odmocniny z mocnin proménné (¥(x4), V(x3)) prepise na mocniny s racionlnim exponentem; absolutni
hodnotu (|cos x|, V(1 - sinx)) zapise pomoci znaménka sgn.

Nema-li integral elementarni primitivni funkci (treba e*(-x2)), aplikace to rekne a uvede ji pomoci vyssi
funkce (erf, Si, ...).

Jak zadat
int(x e”x, x) Integral s proménnou.
int(x"2 sin x) Bez proménné, kdyz je jen jedna.
[ x~2 dx Se znakem integraly, i z fotky.
X erx Funkce s Cipem ,Integrovat”.

Zakladni integraly a substituce

Integral souctu po clenech, konstanta pred integral, tabulkové integraly (i s linedrni vnitini funkci) a
substituce, kdyz je v integralu funkce i derivace jejiho vnitrku.



Ukazky
Po clenech podle tabulky.
Zadani: int(3x72 - 2/x + e”x)
Vysledek Graf

2
f 3z’ +e — Z |dr =2 +e% —2
T

Postup

+ Integral souctu je soucet integralt 5

9 c
/(3m2+617 —) dr = f3.1'2d.r+/‘ezdx+/‘ff
a3 a
0
+ Konstantu vytkneme pred integral: /
/Swzdw = Sfm2dm

-5
5 o z3
Podle tabulky zakladnich integralu: fm dr = 3
* Podle tabulky zakladnich integrali: feI dr = e* -1 0,5 0 05 1
3 2 2 x 2
- Konstantu vytkneme pfed integral: —_ f(z) =32+ — —
2 1 z
= = — - — - z
/ el Qfmd’"” F(z) =2" +¢° — 2In|z|
. 1 Integrovana funkce f a primitivni funkce F pro C = 0 (jiné C ji
Podle tabulky zakladnich integrald: f Z dz = In|z| posune nahoru nebo doll). Kde je f kladnd, F roste; kde je zaporna,

F klesa.
+ Zkouska - derivace vysledku je integrovana funkce:

2
(w3+elf2ln\w\)/ =3z 4" — =
&



Substituce t = x2.

Zadani: int(2x cos(x”2))

Vysledek

/2:0 cos (w2) dr = sin (wQ) +C

Postup

+ Konstantu vytkneme pfed integral:
/295 cos (w2) dr =2 /aficos (:172) dx

+ Substituce ¢t = 22, dt = 2z dx:

/wcos (:EQ) dw:fC(;Stdt

- Konstantu vytkneme pred integral:

/COStdt: l/costdt
2 2

* Podle tabulky zakladnich integrali: fcostdt =sint

o . int 3 2
Vratime se k puvodni proménné: % = Sméw )

- Zkouska — derivace vysledku je integrovand funkce:
(sin (:1:2))/ = 2x cos (a:z)

Integral s konstantami a, b.

Zadani: int(1/(a - bx)"3)

Vysledek

1 1
fﬁda}:—z—kc
(a — bx) 2b(bz — a)

Podminky: b # 0
Postup

+ Podle tabulky - vnitfni funkce je linearni (ax + b),
vysledek proto vydélime koeficientem a:
1

dx =
(a — bz)® 2b(bz — a)?

+ Zkouska - derivace vysledku je integrovana funkce:

1 o
2b(bx — a)® B (a— bz)®

Per partes

Soucin polynomu a exponencialy, goniometrické funkce nebo logaritmu aplikace integruje per partes,

Graf

L A L AL
JIV TV

,
S
1
<
—7

— f(x) = 2z cos (.’L‘Q)
— F(z) = sin (z”)

Integrovana funkce f a primitivni funkce F pro C = 0 (jiné C ji
posune nahoru nebo dolt). Kde je f kladna, F roste; kde je zaporna,
F klesa.

podle potreby opakovang; integraly typu e* sin x cyklickym per partes.



Ukazky
Per partes dvakrat po sobé.
Zadani: int(x”2 e”x)
Vysledek Graf

/:cze’“" dr = z%e® — 2ze” + 2¢" + C

Postup 8

+ Per partes (Juv' = uv - Ju'v),u =22, v' = 7, tedy u' = 2z,

6
v=el /mze*‘ de = 2%e® — | 2ze® dx
. . 4
+ Konstantu vytkneme pred integral:
/2we$dm:2/memdm 2
[
» Perpartes (Juv'=uv-Ju-v),u=2 v =¢e’ tedyu' =1,v= _—
0
e’ /meI dr = xe® — /eI dx
* Podle tabulky zékladnich integral(i: fe*' dr = e” -1 0,5 0 05 1
— f(z) =2’

+ Zkouska - derivace vysledku je integrovana funkce:

(x%e® — 2we” + 2¢7) = 2%t — F(z) = z%e® — 2ze® + 2¢°

Integrovana funkce f a primitivni funkce F pro C = 0 (jiné C ji
posune nahoru nebo dolt). Kde je f kladna, F roste; kde je zaporna,
F klesa.

Racionalni funkce

Racionalni funkci aplikace pripadné vydéli, jmenovatel rozlozi a funkci rozlozi na parcialni zlomky, které
integruje na logaritmy a arkustangenty.

Jmenovatel, ktery nad racionalnimi ¢isly rozloZit nejde (x* + 1, x> + 1), rozloZi nad realnymi ¢isly — kazda
dvojice komplexné sdruzenych korent da kvadraticky cinitel bez realnych korena.



Ukazky

Rozklad na parcialni zlomky.

Zadani: int((x + 1)/(x*2 - 3x + 2))

Vysledek
z+1
——————dx=3In|z — 2| — 21
/x2—3$—1—2 n| | ]

Postup

- Racionalni funkci rozlozime na polynom a parcialni

z+1 3 2
Zlomky'/aﬁ73:1r:+2d967f(:1372_91:71)d2c

+ Integral soudtu je souéet integrall
3 2 3 2
/ - dx / dx + / ——d
z—2 =z-1 Tz —2 z—1
+ Konstantu vytkneme pred integral:
3 1
/ dzr = 3/ ——dx
z—2 z—2

+ Podle tabulky zékladnich integrél:

1
/ de =In|z — 2|
z—2

+ Konstantu vytkneme pred integral:

/— 2 dm:—?f ! dx
r—1 rz—1

+ Podle tabulky zékladnich integrél:

1
/ de =1n|z — 1|
z—1

- Zkouska — derivace vysledku je integrovana funkce

3 2
(Blnjz 2|~ 2Inje — 1)) = - -
zr—2 z-—1 z?—3

Graf
| |
| |
| |
|
10 ‘
|
|
| |
| |
0 t f
| |
| |
| |
-10 : !
|
|
|
-20 |
|
| |
| |
| |
-2 -1 0 1 2 3
z+1
BTy

— F(z) =3z — 2| —2In|z — 1|

Integrovana funkce f a primitivni funkce F pro C = 0 (jiné C ji
posune nahoru nebo dolt). Kde je f kladna, F roste; kde je zaporna,
F klesa.



Rozklad jmenovatele x4 + 1 nad realnymi Cisly.
Zadani: int(1/(x*4 + 1))

+ Jmenovatel nema realné kofeny: z Citatele oddélime

Uelizdas nasobek derivace jmenovatele (vede na In), zbytek po
1 \/5 q doplnéni jmenovatele na étverec vede na arctg
471d$:Ta,rctg \/5 B — = / 22z \ff 2c — /2 .
2 V= = - dz
"+ (m 7\f:c+1) wf\warl
Postup

+ Zkouska — derivace vysledku je integrovana funkce
* Jmenovatel rozloZime na sou¢in nad R: jeho komplexni

kofeny tvofi komplexné sdruzené dvojice r, ra kazda @ — (\/i(w B @)) I V2arctg (\/51 + 1) )
dvojice dava kvadraticky cinitel (x - r)(x - r) = x2 - 2'Re 4 2 4
rx + |r|?, ktery uz realné kofeny nema:

m4+1:(m2+\/§m+1)(m27\/§w+1)

Graf
+ Racionalni funkci rozlozime na polynom a parcialni
zlomky
/ 1l / V2z +2 N 22z L
_—  dr=
i+ 1 4(m2+\/§m+1) 4(:1727\558—
0,5
+ Integral souctu je soucet integralt
/ V2 42 22 f
: + dz = [ - 0
4(m2+\/§x+1) 4(3:27\@:c+1) .
+ Jmenovatel nema realné kofeny: z citatele oddélime 05
nasobek derivace jmenovatele (vede na In), zbytek po
doplnéni jmenovatele na étverec vede na arctg ;
/ Vor +2 \/_ f 2 + /2 :
—_ dx + -
4( 20+ 1 z? + \/_a: +1
4 2 0 2 4
1
—_— () =
f(z) zt+1

— F(o) = L ety (va(=- g)) | Vaare

Integrovand funkce f a primitivni funkce F pro C = 0 (jiné C ji
posune nahoru nebo dold). Kde je f kladn4, F roste; kde je zaporna,
F klesa.

Goniometrické funkce

Prednostné vzorce (sin2x = (1 - cos 2x)/2, souciny na soucty), u liché mocniny substituce t = sin x nebo t
= cos X, U raciondlni funkce sinu a kosinu substituce podle parity, univerzalni substituce t = tg(x/2) az
nakonec.



Ukazky

Licha mocnina sinu — substituce t = cos x.
Zadani: int(sin(x)”3 cos(x)”"2)

+ Zkouska — derivace vysledku je integrovana funkce:

Vysledek 5 3N/
cos’ T cos’ T 5 . 3
5 3 ( — ) = Ccos"Trsin T
9 . 3 COS” T COS° T 5 3
cos“ xzsin” xdx = T3
Graf

Postup
« Licha mocnina - substituce t = cos z, 0,4

2 2

sin“® =1 — cos”

dt = —sinzdz
/c052m5i113 rdr = / (t4 — t2) dt

+ Integral souétu je soucet integrall:

/(t4—t2)dt:/t4dt+‘[7t2 di 02

. 5
Podle tabulky zékladnich integralQ: ft4 dt = 3

0,2

04

+ Konstantu vytkneme pred integral:

/—tht:f/tht
-4 -2 0 2 4

: 2 t? — f(x) = cos’zsin® z
Podle tabulky zakladnich integralt: | t*dt = —
3 cos’r cosPzx
. — F(z) = -
« Vratime se k ptvodni proménné: b) 3
cos’x  costx

Integrovana funkce f a primitivni funkce F pro C = 0 (jiné C ji
5 3 posune nahoru nebo dolt). Kde je f kladna, F roste; kde je zaporna,
F klesa.

t =coszx:

Hyperbolické funkce

Tabulkové integrély (fsinh x dx = cosh x + C, [1/cosh?x dx = tgh x + C, ...), [tgh x dx pres logaritmus
derivace, per partes (x sinh x, argsinh x), druhé mocniny vzorci sinh?x = (cosh 2x - 1)/2, tgh?x = 1 -
1/cosh2x; ostatni z definice pres exponencialy.



Ukazky

Vzorec sinh2x = (cosh 2x - 1)/2.

Zadani: int(sinh(x)”2)

Vysledek

inh (2
/sinhQ:cd:I: = —g ot w +C
Postup

. . - cosh2a — 1
Pouzijeme vzorec sinh® ¢ = ———

2
/sinhzacdm:f%dw

+ Integral souctu je soucet integrall

2 Do (R [l

0 . L - 1 x
Podle tabulky zakladnich integrald: 5 de = —3

+ Konstantu vytkneme pred integral:

/‘”Sl;ﬂdm: %/cosh@m)d:c

+ Podle tabulky - vnitini funkce je linearni (ax + b),
vysledek proto vydélime koeficientem a:

/cosh (2z)dx = smhg(Qa:)

- Zkouska — derivace vysledku je integrovana funkce

( z sinh (2w))’ _ cosh (2z) 1

= sinh®z

2 4 2

Odmocniny

Integraly s odmocninou z linearni lomené funkce substituci, s odmocninou z kvadratického trojclenu
Eulerovou substituci a binomické integraly podle Cebysevovych podminek — kdyz zadna neplati, aplikace
rekne, ze integral neni elementarni.



Ukazky

Eulerova substituce.

Zadani: int(sqrt(x?2 + 1))

Vysledek
5 vzt +1 1n|:1:+
Vot +1dx = 5 +
Postup

+ Eulerova substituce (1. typu) /22 +1 =¢ — 2 —
integral prejde na racionalni funkci proménné t

2 -1 241
z = , dr= + dt, a?+1

2t 2t2

/mdx:/Mdt

4t3

- Konstantu vytkneme pred integral

12 z 12 2
@) g L fEED
443 4 13

+ Racionalni funkci rozlozime na polynom a parcialni
zlomky

(2 + 1)° / 2 1
——dt = t+ -+ = |dt
/ 3 TiTE
+ Integral souctu je soucet integrald
2 1 2 1
t+—+ = |dt = [ tdt —dt — dt
/(+t+t3) f +/t +ft?’
. 2
Podle tabulky zékladnich integralC: ftdt =3

Graf

15

10

5\

-10

-15

-4 2 0 2 4

— fz) =Vva2+1
vVt +1 +1H|$+VZ‘2+1|
2 2

Integrovana funkce f a primitivni funkce F pro C = 0 (jiné C ji
posune nahoru nebo dold). Kde je f kladna, F roste; kde je zaporna,
F klesa.

— F@) =

o 1
Podle tabulky zakladnich integralu: / B dt =

0 oo . 2 1
Konstantu vytkneme pred integral: - dt =2 = dt

. 1
Podle tabulky zakladnich integrald: / 5 dt =In|t|

1
212

+ Vréatime se k pGvodni proménné

1n|.z+\/9c2+1‘
_ S w2 .
t=z+vVa-+1: 2 +(7w271)(6

+ Zkouska — derivace vysledku je integrovana funkce

) o !



Znama omezeni

e U nékterych integral najdeme vysledek bez postupu — aplikace to v postupu uvede.

* Vypocet bez postupu, ktery trva prilis dlouho, aplikace prerusi a rekne to.



Urcity integral a jeho aplikace

Urcity integral aplikace spocita Newtonovou—Leibnizovou formuli a nakresli plochu pod grafem — cast
nad osou x jinou barvou nez pod ni. Umi i nevlastni integraly a aplikace: plochu, délku krivky, objem a
plast rotacniho télesa, i pro krivky zadané parametricky a v polarnich souradnicich.

Urdity integral

Primitivni funkci aplikace najde stejné jako u neurcitého integralu a dosadi meze. Pri substituci meze
rovnou prepocita. Nema-li integral elementarni primitivni funkci, spocita ho numericky.

Jak zadat
int(x*2, x, @, 3) Integral s proménnou a mezemi.
\int_{@}*{\pi} \sin x\,dx Z fotky nebo v zapisu LaTeX.

X"2 Funkce s Cipem ,Integrovat” — meze vyplnite do poli.



Ukazky
Substituce s prepoctem mezi.
Zadani: int(3x”2 cos(x"3), x, 0, 1)
Vysledek Graf

1
/ 322 cos (:1:3) dr =sinl ~ 0,8415
0

Postup 0 ~_ /\

+ Konstantu vytkneme pred integral:
/39@2 cos (:1:3) dx = 3[:102 cos (w3) dx 2

+ Substituce ¢ = 23, dt = 322 dz:

/xQ cos (m?’) dr = / cost dt N
3]

+ Konstantu vytkneme pred integrél: -6

t 1
/COS dt = —/costdt
3 3

" Podle tabulky zakladnich integrald: fcostdt =sint

0 0,5 1
— f(x) = 32" cos (acg)
- PFi substituci pfepoéitame i meze — k plvodni proménné
sevracet nemusime:c =0=t=0, z=1=t=1 nad osou x (+) pod osou x (-)

Urcity integral je obsah plochy mezi grafem funkce a osou x — cast

* Newtonova-Leibnizova formule, F(b) - F(a) nad osou se poc¢itd kladné, ¢ast pod osou zaporné.

1
/ 322 cos (QEB) dz = [sint]é =sinl —0=sinl
0

Nevlastni integral

Nekonecnou mez nebo neomezenou funkci aplikace resi limitou primitivni funkce a rekne, zda integral
konverguje, nebo diverguje. Kdyz limita primitivni funkce nejde spocitat, rozhodne srovnavacim kritériem.



Ukazky

Nekonecna horni mez.

Zadani: int(1/x72, x, 1, 00)

Vysledek

1
1

Postup
0 , L - 1 1
Podle tabulky zakladnich integralu: o de = ——

T

+ Nevlastni integral — v nekone¢né mezi a v bodg, kde
funkce neni omezend, bereme limitu primitivni funkce.
Limity jsou kone¢né, integral konverguje

[ o=t (-1) ~-n=0- (=1

Funkce neomezena u dolni meze.

Zadani: int(1/sqrt(x), x, 0, 1)

Vysledek

|
—dxr =2
/o\/5

Postup
" Podle tabulky zakladnich int ’I"fld 2z
5 — ar = T
odle tabulky zakladnich integralu \/5

- Nevlastni integrél — v nekoneé&né mezi a v bodé, kde

funkce neni omezena, bereme limitu primitivni funkce.

Limity jsou koneéné, integral konverguje

1
1
——de=2— lim 2/z=2-0=2

Graf
08

0,6

0,4

02

-0,2

1

—_— () = —
f@) = >
nad osou x (+) pod osou x (=)

Urcity integrél je obsah plochy mezi grafem funkce a osou x — ¢ast
nad osou se po¢itd kladné, ¢ast pod osou zaporné.

Graf

0,5

—f(l‘):ﬁ

nad osou x (+) pod osou x (=)

urcity integral je obsah plochy mezi grafem funkce a osou x — ¢ast
nad osou se poc¢ita kladné, ¢ast pod osou zaporné.



Plocha pod krivkou a mezi krivkami

Plochu mezi grafem a osou x nebo mezi dvéma krivkami aplikace pocita jako integral absolutni hodnoty
rozdilu — ¢asti nad i pod se scitaji kladné. Meze nemusite zadavat: najde je jako priseciky krivek.

Jak zadat
plocha(x*2, x) Plocha mezi dvéma krivkami, meze z prisecik.
plocha(sin x, 0, pi) Plocha mezi kfivkou a osou x na intervalu.
X2 Funkce s Cipem ,Integrovat” — ,Plocha mezi krivkami“;
druhou krivku a meze vyplnite do poli.
Ukazky

Plocha mezi parabolou a prfimkou.

Zadani: x~2 Plocha mezi kfivkami, druha kfivka x

1 3 A7 L

Vysledek / (—22 + ) dz = {,EJFE} _ L oL

1 0 3 2y, 6 6
S ==

6 Graf

1.4

Postup
- Meze jsou prisediky kiivek: 2> = = = 2 =0, =z = 1 12

+ Obsah plochy mezi kfivkami (Casti nad i pod se pocitaji

b
kIadné),S:/ \f(x)fg(.?:)\dth:/‘ !mQ—m‘dz 1
a 0
+ Vyraz v absolutni hodnoté na intervalu heméni znaménko
— absolutni hodnotu odstranime podle néj: 0.8
1 1

/ ‘:czfz‘dm:/ (7w2+m)dm

0 0 0.6

+ Integral souctu je soucet integralu:

2 _ 2
/(79: +z)dac7/7w dx+/md:v 04

- Konstantu vytkneme pred integral:
/—wzdv::—/;nzd;n 0,2

o 23
Podle tabulky zékladnich integralC: me dr = 3 0 —

0 2
Podle tabulky zékladnich integralG: f:/rd;c =5
-0,.2

- Newtonova-Leibnizova formule, F(b) - F(a)




0 02 04 0,6 0,8 1

— f(z) =2
— g(z) =z

Vybarvena plocha - jeji obsah je vysledek (¢ésti nad i pod osou se
pocitaji kladné).

Délka krivky

Délku grafu funkce na intervalu aplikace pocita vzorcem | = [V(1 + f'2) dx. Odmocninu se snazi
zjednodusit (u palkruznice vyjde arkussinus); kde integrél nema elementarni primitivni funkci, je vysledek
numericky.

Jak zadat

delka(x”(3/2), 0, 4) Délka krivky na intervalu (i ,délka").

Ukazky

Délka pulkruznice.

Zadani: sgrt(1 - x*2)  Délka kfivky, meze -1 a1

Vysledek Graf
l=m~ 3,1416

Postup

- Délka kFivky 05

lf/‘\/lﬁ»(f Yde, f(x)= ‘/a:_z

l*/1/1+ dm*/\/— 0

-1 -0,5 0 0,5 1
+ Podle tabulky zékladnich integréld: — _ 2
1 f(.’E) - 1-2
——— dx = arcsinz R : A
1 — 22 Zvyraznény oblouk - jeho délka je vysledek.

+ Nevlastni integral — v nekone¢né mezi a v bodg, kde
funkce neni omezena, bereme limitu primitivni funkce.
Limity jsou kone¢né, integral konverguje

1
1 . . . . ™
dxr = lim arcsin® — lim arcsin® = —

V1= z? r—1 -1+ 2

Objem rotacniho télesa

Objem télesa vzniklého rotaci kolem osy x aplikace pocita vzorcem V = 1t [f2 dx (mezi dvéma krivkami
jako mezikruzi), kolem osy y metodou valcovych slupek. Téleso ukdaze i ve 3D — otdcite jim prstem.



Jak zadat

objem(sqrt(x), @, 4) Objem télesa rotaci kolem osy x.
objem(x*2, @, 2, y) Rotace kolem osy y.
Ukazky

Rotacni paraboloid.
Zadani: sqrt(x)  Objem télesa, meze 0 a 4

Vysledek
V = 8mr ~ 25,1327

Postup

b
Objem rotacniho télesa kolem osy x, V' = r/ f(z)dz

:V:wf:(ﬁfdm:w/:mdw

o 2
Podle tabulky zékladnich integralQ: fmdz ==

+ Newtonova-Leibnizova formule, F(b) - F(a):
Vybarvena oblast se otaci kolem osy x — vznikne téleso nahofe;

4 22 4
/ zdr=|—| =8-0=38 oto¢ jim prstem.
0 2 0

+ Hodnotu integralu vynasobime konstantou pred nim: Graf

V=n-8=8r

Rotacni téleso

Plast rotacniho télesa

Obsah plasté aplikace pocita vzorcem S = 2t [fV(1 + f'2) dx; soucin pod odmocninou se casto zjednodusi
(u koule vyjde konstanta).

Jak zadat

povrch(sqrt(4 - x*2), -2, 2) Plast télesa rotaci kolem osy x.



Ukazky

Povrch koule o poloméru 2.

Zadani: sqrt(4 - x*2)  Povrchtélesa, meze -2 a2

Vysledek
S = 16w ~ 50,2655

Postup

+ Obsah plasté rotaéniho télesa kolem osy x

szgﬂfabf(x)mdx, f’(w):*\/é
Sfor/i@ 1+(7%>2dw:27r/j

—x

- Podle tabulky zakladnich integrélﬂ: f2 dr = 2x Vybarvena oblast se otaci kolem osy x — vznikne téleso nahofe;
otoc€ jim prstem.

+ Newtonova-Leibnizova formule, F(b) - F(a):

2 Graf
/ 2dz = [22]°, =4 — (—4) =8
—2
+ Hodnotu integrélu vynasobime konstantou pfed nim: z
S =2m-8 =167
Rotacni téleso 1
0
2 1 0 1 2
— fl@)=Vv4-2a’

Krivky zadané parametricky a v polarnich souradnicich

Krivku x = @(t), y = Y(t) napiste na dva radky, krivku v polarnich souradnicich jako r = p(¢). Aplikace pak u
Cipu ,Integrovat” nabidne plochu, délku, objem a plast; meze parametru jsou nepovinné (bez nich od 0 do
21). Objem a plast’ pocita rotaci kolem osy x z ¢asti krivky nad osou.

Jak zadat

X =t - sin(t) Parametricka krivka na dva radky.
y =1 - cos(t)

r =1 + cos(phi) Krivka v polarnich souradnicich (i r*2 = ... pro
lemniskatu).



delka(x=cos(t)”3, y=sin(t)”3, t, 0, Psany zapis s parametrem a mezemi.
2pi)

Ukazky

Plocha pod obloukem cykloidy.
Zadani: x = t - sin(t)
y =1 - cos(t) Plocha

+ Integrél soudtu je soucet integréll

Vysledek
cos(2t) 1 g — 1 dt cos (2t) .
S = 37~ 9,4248 y Tg)H= et
Post . . s ae. [ 1 L
OSHup Podle tabulky zakladnich integralu: 3 dt = 5

+ Derivace podle parametru: Lo .
P P + Konstantu vytkneme pfed integral:

2'(t) =1—cost, y'(t)=sint ot 1
, /COSQ( ) dt = 3 /cos (2t) dt

+ Obsah plochy pod parametricky zadanou kfivkou (u

uzavfené kfivky obsah uvnitf) pro ¢ & (05 2m), + Podle tabulky — vnitfni funkce je linearni (ax + b),

B . L L
S — ) 2'() dt|- vysledek proto vydélime koeficientem a:
-/(; v(®)='(t) sin (2t)
- cos (2t) dt = —5
S = [ (72cost+cos2t+1) dt'
0 - Newtonova-Leibnizova formule, F(b) - F(a)

+ Integral souétu je soucet integrall

/(72cost+c052t+l)dt:/‘ldtJr/‘fZCostdtf

sin (2t

2T
3t
/ (72COSt+C052t+1)dt: EfQSintJr
0

" Podle tabulky zakladnich integral(: / ldt=t
- Konstantu vytkneme pfed integral:

/72costdt:72/costdt

" Podle tabulky zakladnich integrald: fcostdt =sint

. o 1+ cos 2t
Pouzijeme vzorec cosit=—— """

/cosztdt/(M+lz) dt
2 2



Graf

0 1 2 3 4 5 6
— r =1t —sint, y =1 — cost

Krivka zadana parametricky (nebo v polarnich soufadnicich)
nakreslena pro zvolené meze parametru.

Délka kardioidy.

Zadani: r = 1 + cos(phi)  Délka kfivky

Vysledek + Konstantu vytkneme pfed integral
=28 /72cos (f) dtp:72‘/cos (f) dy
2 2
Postup + Podle tabulky - vnitfni funkce je linearni (ax + b),

vysledek proto vydélime koeficientem a:
/COS (f) dy = 2sin (f)
« Délka kfivky v polarnich soufadnicich pro ¢ € (0; 27), 2 2
8
= / A/ P2 () + P2 () dp + Newtonova-Leibnizova formule, F(b) - F(a)
@ 2 2
2m 2 3 2 ( / —2cos (f) dy = {74 sin (f)] =0—(—4)=:
l:/ \/(costp+1) + (—sin¢) d(p:/ QCOS(*‘ - 2 2/ 1
0 0

+ Hodnoty &asti se¢teme:
+ Interval rozdélime v nulovych bodech vyrazu v absolutni 2 ©
f 2cos(§)‘d4p:4+4:8
0

- Derivace podle parametru: p'(¢) = —sin

hodnoté (7) a v kazdé ¢asti absolutni hodnotu
odstranime podle znaménka

2m m 2T
/ 2|cos (f)‘dtp:f 2 cos (f) dip+/ —2cos
0 2 0 2 g
+ Konstantu vytkneme pred integrél

/2005(2) dtpz?/cos(g) e

+ Podle tabulky - vnitini funkce je linearni (ax + b),
vysledek proto vydélime koeficientem a:

[ oo (5)as =250 £)

- Newtonova-Leibnizova formule, F(b) - F(a)

/(; 2 cos (g) dp = {4sin (g)];r:4,0:4




Graf
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— r=cos@+1

Kfivka zadana parametricky (nebo v polarnich soufadnicich)
nakreslena pro zvolené meze parametru.

Krivky zadané rovnici

U rovnice s x a y (x® + y® = 3xy) nabidne cip ,Integrovat” plochu, délku, objem a plast. Bez mezi pocita s
celou uzavrenou krivkou: kruznici a elipsu zapise parametricky pres cos a sin, smycku prochazejici
pocatkem (Descart(iv list) pomoci pfimek y = tx — plochu smycky pak spocitd presné z vyseci, délkuy,
objem a plast' numericky. S mezemi v x pouZzije horni vétev y = f(x).

Jak zadat
X"3 + y~3 = 3xy Uzavrena krivka — Cip ,Integrovat” bez mezi.
yr2 = x”3 Neuzavrena krivka — Cip ,Integrovat” s mezemi v x

(horni vétev y = x*(3/2)).



Ukazky

Plocha smycky Descartova listu — pres primky y = tx a vysece, S = 3/2.

Zadani: x~3 + y~3 = 3xy Integrovat - Plocha

p o 1 1
Vysledek Podle tabulky zékladnich integrali: / — du = -
U
S — § . RPN S 1
9 Vratime se k pluvodni proménné: 30 3(t3 T 1)

+ Nevlastni integral — v nekone¢né mezi a v bodé, kde
funkce neni omezend, bereme limitu primitivni funkce.
Limity jsou konecné, integral konverguje

Postup

» Smycku prochazejici pocatkem zapiseme parametricky

pomoci pfimek y = tx — dosadime do rovnice a vyjadfime /‘x 9t2 dt — i 3 ( 3)
— =lm|-——FF——=|—|—=) =
X o 2(B4+1)F e\ 2(B+1) 2
ter = 3 5 t € (0; o0)
= (45 B = = — ; 00
y t3 + 1’ y t3 + 13 )
Graf
+ Obsah smycky secteme z vyseci od pocatku: S = %f(x-y' -
y-x') dt, a na pfimce y =tx je x'y' - y'x' = x2
2,5
1 o0 o0 9t2 "
S = -f oﬂ(t)dt:f ——dt
2 Jy 0 2(2&3 + 1) 2
15
« Konstantu vytkneme pred integral
9¢2 9 12 L
J Sy
2(£ +1) 2/ (#+1) 05
- Substituce w = #* 4 1, du = 31> dt: ’
2 1
/ﬁdt:/‘jdu 0.5
(t3 + 1) 3u ]
+ Konstantu vytkneme pred integrél:
1 1 1
/fdu:ff—du 45 1 05 0 05 1 15 2 25 3
3u? 3 ) u?
— 4+ y3 = 3zy
3t 32
_—= =
Py Y A1

Cela kfivka zadana rovnici; zvyraznéna je cast, se kterou se pocita.

Znama omezeni

o Délku kiivky y = ¥/x (a podobnych) umime jen numericky — vede na elipticky integral, ktery nemé
elementarni primitivni funkci.

» U krivek zadanych parametricky a v polarnich souradnicich zatim chybi vybarvena plocha a 3D téleso;
rotace jen kolem osy x.

* Rotace kolem osy y jen pro oblast na jedné strané osy.

e U implicitnich krivek bez mezi umime jen kruznici, elipsu a smycku prochazejici pocatkem; rotace jen
kolem osy x.



Nekonecné rady

U ciselné rady aplikace nejdriv ovéri nutnou podminku konvergence a pak zvoli jedno kritérium podle
tvaru rady — geometricka rada, X 1/np, podilové, odmocninové, limitni srovnavaci, integralni nebo
Leibnizovo kritérium; u rady se strfidavymi znaménky rozlisi absolutni a neabsolutni konvergenci. Kde to
jde, radu secte. V grafu jsou cleny a ¢astecné soucty.

Ciselné rady

Soucet aplikace najde u geometrické a teleskopické rady, u rad X P(n)q" a u znamych rad (X 1/n? = 12/6);
jinak ho spocita numericky. Konecny soucet secte jako ve skole — teleskopicky, aritmeticky, geometricky;,
jinak clen po clenu. Vyresi i rovnici se souctem geometrické rady a ovéri podminku konvergence |q| < 1.

Jak zadat
suma(1/n"2)
suma(1/n”2, n, 1, o0)
\sum_{n=1}{\infty} \frac{1}{n"2}

1/n”2

suma(2k+1, k, 1, 100)

Obecny c¢len; index n od 1 (i sum, fada).
S indexem a pocatecnim clenem.
Z fotky nebo v zapisu LaTeX.

Obecny ¢len s ¢ipem ,Rada“ — poc¢atecni index vyplnite
do pole.

Konecny soucet — s indexem, dolni a horni mezi.



Ukazky

Rada ¥ 1/n2 — konverguje, soucet 12/6.

Zadani: sum(1/n"2)

Vysledek

Rada konverguije.

o0 1 2

e T~ 1,6449
n 6

n=1

Postup

+ Nutna podminka konvergence je splnéna (sama o

konvergenci nerozhoduje): lim — =0
n—oc 7.

. X q
Rada Z o jetypuZ 1/n*psp=2>1 - konverguje.

n=1

1 e
n? 6

o0
Soucet znadmé fady: E
n=1

Graf
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® Cleny a_n @ castecné soucty s_n soucet rfady

Body jsou cleny rady a_n a ¢astecné soucty s_n=a_1+..+a_n.
Konverguje-li fada, ¢leny se blizi k nule a ¢aste¢né soucty k jejimu
souctu.



Leibnizovo kritérium — konverguje neabsolutné.

Zadani: sum((-1)~(n+1)/n)

Vysledek

Rada konverguije, ale ne absolutné.

o d] n+1
§:£_1L__:1n2
n

~ 0,6931

n=1
Postup
+ Nutna podminka konvergence je splnéna (sama o
_1\n+l
konvergenci nerozhoduje): lim (=1) =0
n—oc n

+ Rada ma &leny rGiznych znamének - nejdfiv vysetiime
absolutni konvergenci

00 1n+1
Z( )

oo

Z,

+ Harmonicka rada diverguje — ¢leny seskupime po
mocninach dvou, kazda skupina je aspon 1/2

RN (- PR (S S R -
2" \3 "4 56 7 8 5

. 1 L1
Leibnizovo kritérium: |[a_n] = — kleséda lim — =0 -
T n—oo N
fada konverguje.

Zavér: rada Z

(podle Lelbnlzova krlterla).

n+1
konverguje, ale ne absolutné

Podilové kritérium a soucet.

Zadani: sum(n/2”n)

Vysledek

Rada konverguije.

o.¢]

S 5-

n=1

Postup

+ Nutna podminka konvergence je splnéna (sama o
konvergenci nerozhoduje): lim — =0
n—oc 2

+ Podilové (d’Alembertovo) kritérium - fada konverguje.

11
ntl_ 2o

m
n—oo n—oo 27 2

+ Radu typu 3 P(n)-g" secteme derivovanim geometrické

fady: an s =2

n=>0 liq)

. o] (71)7171
Soucet znamé rady: Z - In2
n=1
Graf
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® Cleny a_n @ castecné soucty s_n soucet fady

Body jsou cleny rady a_n a ¢astecné soucty s_n=a_1+..+a_n.
Konverguje-li fada, ¢leny se blizi k nule a ¢aste¢né soucty k jejimu
souctu.

Graf
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® Cleny a_n @ &dstecné soudty s_n soucet fady

Body jsou ¢leny fady a_n a ¢astecné soucty s_n=a_1+..+a_n.
Konverguje-li fada, ¢leny se blizi k nule a ¢dste¢né soucty k jejimu
souctu.



Neni splnéna nutna podminka — rada diverguje.
Zadani: sum(n/(n+1))

B Body jsou ¢leny rady a_n a castecné souéty s_.n=a_1+ .. +a_n.
Vysledek Konverguje-li fada, ¢leny se blizi k nule a ¢dstecné soucty k jejimu

Rada diverguije. e

Postup

+ Nutna podminka konvergence neni splnéna:
n
lim —— =1+#0
im 1 #+

n—oo N

Graf
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@ clenya_n @ c&astetné soucty s_n

Teleskopicky soucet — zbude prvni a posledni clen.
Zadani: sum(sqrt(2i+1) - sqrt(2i-1), i, 1, 60)

Vysledek
60

Y (V2i+1-+v2i-1) =10

=1

Postup

+ Teleskopicky soucet — sousedni ¢leny se navzajem

odecCtou, zbude jen prvni a posledni:
60

Y (V2i+1-v2i-1)=11-1=10

i=1



Rovnice se souctem geometrické rady.

Zadani: sum((2”x)”n, n, 1, oo) = 1

Vysledek
z=—1
Postup
+ Rada je geometrické s kvocientem q = 2% a konverguje
= o a; 2
I REPRYS e 21 = =

pro |2%| < 1; jeji soucet: Zl( ) 4 1 2
0 sz 2¢

Vyresime: 1o = 1= 2z=-1
o 1

z = —1 spliiuje podminku konvergence: 3 <1

Mocnhinné rady

U mocninné fady aplikace najde polomér konvergence podilovym kritériem, krajni body vysetfi jako
Ciselné rady a uvede obor konvergence; kde to jde, i soucet. Graf ukaze c¢astecné soucty s posuvnikem

poctu clen(.



Ukazky

Obor konvergence (-1; 1).

Zadani: sum(x”n/n)

Vysledek Graf
x 151 .
< < b ) Clenu: 5 -——.
Postup
« Polomér konvergence R = 1 podilovym kritériem 20
lim |24} — i | ':|x\<1
n—oo | Gy n—oo |M 4 1
15
: = (-1)"
Krajni bod x = —1: fada Z n konverguje, ale ne
n=1 10
absolutné (podle Leibnizova kritéria).
o
' Krajni bod = = 1: fada Z l diverguje podle seskupeni °
I r=1 Zin guje p p
¢lent harmonickeé fady. 0
- Obor konvergence: € (—1; 1) 7

-1 -0,5 0 0,5 1

15 N 4 N B N 2 . 2zl 10
L T VR T T T ERT:
5 x
— s3(z) = +—4+ =4+ =4z

Posuvnikem zvolis pocet s¢itanych ¢lenl — cédstecné soucty se k
souctu fady blizi jen uvnitf oboru konvergence.

Taylorova rada

Taylorovu radu funkce aplikace odvodi ze znamych rozvojl (e*, sin x, In(1 + x), ...) dosazenim a urci jeji
obor konvergence.

Jak zadat

taylor(e”x, 0, 00) Funkce, bod a 0o misto stupné; nebo ¢ip ,Taylor(v
polynom" — ,Rada”.



Ukazky

Rada In(1 + x) a jeji obor konvergence.

Zadani: taylor(ln(1 + x), @, 00)

Vysledek

> (-1)"an

1n(w+1):Z—, z € (-

n
n—=1
Postup
. oo (71)711»1“”
ame jeln (1 = A
Ze znémého rozvoje In (1 4 u) El .
0 (71)1171:1:”
imu=a: 1 1) = ) =
dosazenim u = @: In (z + 1) Z -

n=1
+ Polomér konvergence R = 1 podilovym kritériem

. Api1
lim |——
n—oo

=lz/ <1

a, nsoo| mMm+1

= lim ‘7

.K"bd l'vdi 1d‘ j dl
rajni bod # = —1: fada < iverguje podle
n=
seskupeni ¢lend harmonické Fady.

. oo (_1 n+1
Krajni bod = = 1: fada Zl T
absolutné (podle Leibnizova kritéria).

konverguje, ale ne

+ Obor konvergence: € (—1; 1)

Graf

Clent: 5 ﬁ

= -0,5 0 0,5 1

— s(z) =In(z+1)
QL‘5 $4 $3 $2
Ss(m)—g—z+?—7+l‘
Posuvnikem zvoli$ pocet s¢itanych ¢lenl — ¢dstecné soucty se k
souctu fady blizi jen uvnitf oboru konvergence.



Fourierovy rady

Aplikace sestavi Fourierovu radu funkce na intervalu jako jedné periodé (bez zadani na (-; 1)), nebo
sinovou ci kosinovou radu funkce na (0; L). Funkci lze zadat i po ¢astech.

Koeficienty pocitd integraly s celym postupem (per partes s parametrem n), dosadi sin ntt = 0 a cos nmt =
(-1)", u sudé a liché funkce vyuzije symetrii. V bodech nespojitosti uréi soucet rady podle Dirichletovy
véty a dosazenim bodu a Parsevalovou rovnosti z rady odvodi soucty ¢iselnych rad (tfeba = 1/n? = 12/6).
Graf ukdaze periodické rozsireni funkce a ¢astecné soucty s posuvnikem.

Jak zadat
fourier(x”*2, -pi, pi) Funkce a interval.
fouriersin(x, 0, pi) Sinova rada (fouriercos — kosinova).
-1, -pi < x< 0 Funkce po castech po radcich, s ¢ipem ,Fourierova
1, @ < x < pi rada”.
X"2 Funkce s Cipem ,Fourierova rada”“ — druh rady a

interval vyberete tam.



Ukazky

Suda funkce — jen kosiny; soucty X 1/n2a X 1/n4.

Zadani: fourier(x”2)

o 2 (7
Vysledek Koeficient @o: ag = ;f 2? dx
0
oo n
m 24(—1) : [,
f(aj) = — + — CcOS (ngg)7 : Podle tabulky zakladnich integrala: [ x°dz = 3
3 n
n=1 . 22317 272
Dosadime meze:qp = — | —| = —
T3], 3

Postup
. 2 /’T 9 d
Koeficient @n: a,, = — T ne)ar
+ Interval (—m; m) bereme jako jednu periodu: T' = 2, eeticient Tn T Jo cos (na)

polovina periody [ = 7. Hledame fadu s koeficienty o B s ([ = m = [y 1 o, v o), dee o

f@)~ 2+ 3" (a, cos (na) + b, sin (nz)) - 2, v = SB(12)
2 — n
a / 2 cos (n) d z2sin (na) /Qmsin (nzx) i
w z? cos (nz) dz = — z
ag = l/ f(z)de i e
™ -

+ Konstantu vytkneme pfed integral:

1 T
a, = — f(z) cos (nz) dx x sin (nx

‘TIT/: /QT()dr:%/xsin(mc)dm
b, = ;/_7 f(z)sin (nz) dx

+ Per partes (Ju'v' = u'v - fuv), u = T, v' = sin (nz), tedy u' =

1y=_cos (nx)
+ Funkce je sudd, f(—z) = 2% = f(z), takze koeficienty u ' n
sind jsou nulové a zbylé staci pocitat pres polovinu /wsin o)l = _ xzcos (nz) B / ~ cos (n) dx
intervalu n n
b, =0
9 [T + Konstantu vytkneme pred integral:
_ = 1
ao—W/O [(z)dz /7@dw:fgfcos(nm)dm

2 e
On = T /0 iiles)jeea ) & + Podle tabulky - vnitfni funkce je linearni (ax + b),



vysledek proto vydélime koeficientem a: ord 24 i 16 i 1 ré
sin (nx — = + - = — = e
/COS (nz)dx = L 5 9 —~ nt — n* 90
n = =
- Procelé nplatisinnm =0, cosnm=(—1)"
Graf
+ Dosadime meze
~ 2[aZsin(nz) N 2z cos (nz)  2sin(nz)]” 4 Clenydon=3 —.
" n n? n? 0 B
+ Dosadime koeficienty do fady -
w2 o= A(-1)"
s(w) = 3 + Z P (nx) .
n=1
+ Periodické rozsifeni funkce je spojité, takze podle o
Dirichletovy véty je soucet fady roven f(x) pro
x € (—mm)
4
» Dosazenim x = 0 dostaneme soucet Ciselné fady
9 o n 00 n+1 2
™ 4(-1) (-1) ™ 2
s(0) = — ——— =0 = -~ =
( ) 3 +Z n2 Z n2 12
n=1 n=1
0 = o]
» Dosazenim = T dostaneme soucet ¢iselné fady
2 9 &9 2
us 4 5 1 s
$(m) = — + — =T = — = —
(™) 3 =2 Z =2 6 -6 -4 2 0 2 4 6
n=1 n=1
— f(=)
+ Z Parsevalovy rovnosti dostaneme — s3(x)
2 [T aj | N Funkce je rozsifend periodicky. Posuvnikem pfidavas cleny fady —
2 _ 9% 2 9 unkce je rozsifena periodicky. Posuvnikem pridavas cleny rady
; fo f (m) dr = 2 + Z (an + bﬂ) castecné soucty se k funkei blizi; u skoku prekmitavaji (Gibbstv
n=1

jev) a prochazeji primérem obou stran, vyznacenym bodem.

Funkce po castech — skoky a Gibbstiv jev.

Zadani: -1, -pi < x < @



1, 0 < x < pi Fourierova rada

+ Podle tabulky - vnitfni funkce je linearni (ax + b),

Uelizdas vysledek proto vydélime koeficientem a:
> . /sin (nz)dz = _cos [nx)
f(z) = z sin ((2k — 1)z) E
k=1 ﬂ- Zk - 1) - Procelé nplatisinnr =0, cosnw = (—1)"
+ Dosadime meze
Postup p 2 [_ cos (nm)}ﬁ 2 2(-1)"
+ Interval (—m; ) bereme jako jednu periodu: T' = 2, oo n 0 a nm

polovina periody [ = 7. Hledame fadu s koeficienty
+ Dosadime koeficienty do fady:

ag > . oo n
flz) ~ o 4 Z (a, cos (nz) + b, sin (nx)) i) = Z 2-2(-1) o ()
n=1 - nmw
ap = l/ f(z)dx - Cleny se sudym n jsou nulové, séitame jen licha
7{ i n=2k-1
a, = —/ f(z) cos (nz) dx = 4
TJ_ = ———sin ((2k — 1
i s(z) ; T sin (( Vo)
b, = —/ f(z)sin (nx) dz a
™)
! + Podle Dirichletovy véty je soucet rady roven f(x) pro
0 0: 7)- . et Frms s
+ Funkce je licha, f(—z) = —f(x), takze absolutni &len i m € (=; ),U ( ’ 7r) et e i epprliites e e e
- o . - e jednostrannych limit
koeficienty u kosinu jsou nulové a koeficienty u sinu
stadi poéitat pfes polovinu intervalu s(—m) = s(m) = f(m) +2f(77r+) _ 1 +éfl) -0
a=a,=0 _
0 0+ -1+1
o SO (G B { o W B WS
= —f f(z) sin (nz) da 2 2
T Jo
T
9 o7 * Dosazenim © = 3 dostaneme soucet &iselné fady
) icient b,: b, = — i d
Koeficient b,,: b, - /0 sin (nz) dz (ﬁ) B Z e 1)]CH N Z (-1) L oo
By < (2K — 2% 1
| y — f(=)
Z Parsevalovy rovnosti dostaneme I 85(33)
T 2 o0
3 / fQ(m) dr = ] + Z (a’?l 4 b%) Funkce je rozsifena periodicky. Posuvnikem pfidavas éleny fady -
™Jo 2 — castecné soucty se k funkei blizi; u skoku prekmitavaji (Gibbsav

jev) a prochazeji primérem obou stran, vyznacenym bodem.

Graf

Clenydon=5 *




Sinova rada a soucet 1 - 1/33+1/53 - ... = 3/32.

Zadani: fouriersin(x*(pi - x), 0, pi)

Vysledek
= 8
) = ————sin((2k — 1)z
fla) =3 o —ein((=1)
Postup

+ Funkci z intervalu (0; 7) rozsifime lich& a pak periodicky

(T = 2n) — vznikne sinova fada f(z) ~ an sin (nz),
n=1

kde
2 [ .

b, = —f f(z)sin (nz) de
T Jo

. 9 [T )
Koeficient b,: b, = - / z(m — x) sin (nz) dz
0

+ Per partes (Ju-v' = u-v - [u'v),u = z(m — x), v' = sin (nx),
tedyu'=7 — 2z,v = 7M
n

/w(ﬁ,m)sin(m)dm:w, (22

- Konstantu vytkneme pred integral

/wdz:%/@wfﬂcos(nm)dz

n

- Per partes (fu-v' = u-v - [u'-v),u = 2z — m, v' = cos (nz),
‘tedyu':2'\/: M
n

* Pro celé n plati sinnw = 0,

/(2:/15 — @) cos (nz) de =

+ Konstantu vytkneme pfed integral:

25si 2
/de: —/sin(nw)dm
n n

+ Podle tabulky - vnitfni funkce je linearni (ax + b),

vysledek proto vydélime koeficientem a:

/ sin () ds — — £22.(7%)

cosnm = (—1)"

+ Dosadime meze

mxcos (nz) (m— 2z)sin (na

by =~

(2z — ) sin (nx) 7/'@

7

2 |:.7:2 cos (nx)
2

™ T n n

- Dosadime koeficienty do fady:

s(z) = Z % sin (nz)

- Cleny se sudym n jsou nulové, s¢itame jen licha

n=2k-1
s(z) =Y ﬁ sin ((2k — 1))
k=1

+ Periodické rozsireni funkce je spojité, takZze podle

Dirichletovy véty je soucet fady roven f(x) pro = € (0; )

T
* Dosazenim x = 3 dostaneme soucet Ciselné fady



00 k+1 00 lwl 3
7r 8(— e T
s(2) Z - = Z _— — f(z)
.y w(zk — 1 = — 85(3;)
; Funkce je rozsifend periodicky. Posuvnikem pfidavas cleny rady —
Z Parsevalovy rovnosti — f f m) de = Z b F:astecne so’uct_y' senk fEJnkm blizi; u skoku prel§m|t’avaj| (Gibbstv
T Jo jev) a prochazeji primérem obou stran, vyznacenym bodem.
dostaneme
4 0 s 6
s s
B g " X r 1 960
— (2k—1) — (2k—1
Graf
Clenydon=5 *
2
1
0
=1
-2
6 4 2 0 2 4 6

Znama omezeni

» Neomezenou funkci (tfeba In x na (0; 2m)) nerozvineme - rada by v bodé, kde funkce roste nade
vSechny meze, divergovala.

» Kdyz koeficienty vedou na integral bez elementarni primitivni funkce (In x na (1; 3)), jsou vyjadreny
pomoci integralniho sinu a kosinu.



Diferencialni rovnice

Aplikace resi obycejné diferencidlni rovnice 1. radu: separovatelné, linedrni, exaktni, homogenni (y' =
f(y/x)), Bernoulliovy a rovnice y' = f(ax + by + c). Typ pozna sama a postup ukaze tak, jak se pocita ve
Skole — separace proménnych, variace konstanty nebo integracni faktor, substituce, kmenova funkce
exaktni rovnice. Integraly v postupu maji vlastni kroky.

Rovnice vyssich rada: linearni s konstantnimi koeficienty libovolného radu pres charakteristickou rovnici
(i nasobné a komplexni koreny), partikularni reseni podle specialni pravé strany (i rezonance a soucet
pravych stran) nebo variaci konstant, pocatecni dlohu v nule i Laplaceovou transformaci (volba c¢ipem
,Metoda“). Déle Eulerovu rovnici substituci x = e, rovnici y™™ = f(x) postupnou integraci a snizeni Fadu —
kdyz v rovnici chybiy (p = y') nebo x (y' = p(y)).

Rovniciy' = y-(a(x):In y + b(x)) prevede substituci z = In y na linedrni. Linedrni rovnici 2. radu s
nekonstantnimi koeficienty vyresi, kdyz jedno reseni uhodne (x¥ e, ...): druhé najde snizenim radu
(d'Alembert), pravou stranu variaci konstant. Rad snizi i o vic nez jedna (p = y'™ s rovnici 2. fadu pro p). U
rovnice s parametry rozlisi pfipady — tlumeny oscilator podle znaménka &2 - w? (nadkritické, kritické a
podkritické tlumeni), rezonanci (y" + w2y = cos 2t pro w = 2) a znaménko konstanty, na kterém zavisi
integral (y" = 2yy'). Laplaceovou transformaci resi i pocatecni ulohu v jiném bodé nez 0 (posunutim Tt =t -
to) @ s parametry.

Vysledkem je obecné reseni s konstantou C, u vyssich radl s konstantami Cs, C,, ... (explicitné, a kde to
nejde, implicitné), s podminkami reseni, které je splnuje — pocatecni i okrajové, véetné pripadt ,zadné
reseni” a ,nekonecné mnoho reseni“. Konstantni reseni ztracena délenim aplikace dohleda. Kazdé reseni
ovéri dosazenim do rovnice. Graf u 1. radu ukaze smérové pole a reseni pro rizna C, u vyssich radu reseni
pro rtizné konstanty; u autonomni rovnice 2. radu (bez x) prepinac ukaze i fazovou rovinu (y, y').

Jak zadat
y' = x*y Derivace carkou.
dy/dx = x y”2 Leibniz(v zapis — urci i proménnou (dm/dt, dT/dt).
\frac{dy}{dx} = \frac{y}{x} + x Zapis z fotky.
(2xy + 6x)dx + (X2 + 4y~3)dy = © Tvar M dx + N dy = 0 (exaktni rovnice).
y' = y*2 +1, y(0) =1 Pocatecni podminka za ¢arkou nebo na dalsim radku.

dm/dt = m + 2, m(@) = 0 Funkce a proménna mohou mit libovolna pismena.



y'' - 3y' + 2y = 3e7(2x) Rovnice vyssiho radu — derivace vice carkami.
y @) +2y' +y =0 Vyssi derivace zdpisem y*{(4)} (i z fotky).

y''"'+y =0, y@) =1, y'(0) = 2 Pocatecni podminky y(0), y'(0) — nebo okrajové v
rznych bodech.

\ddot{x} + \omega”2 x = @ Newtonovy tecky (derivace podle casu t) a recké
parametry.

Ukazky

Separovatelna rovnice — obecné reseni a smérové pole.

Zadani: y' = x*y

Vysledek Graf
2
2t T T T U W\ Y Y O I
y=Ce?r, CeR NN
RERIRRRINNZZ RN
Post N O O \ W\ o/ [ O O A O
ostip EELERERRSY2RRRREEE
- Rovnice se separovatelnymi promé&nnymi — prava strana 2 ‘ ‘ \ \ \ \ \ \ \"/ / / " ’ ’ ‘ ’ '
je soucin funkce nezavislé proménné a funkce neznamé: { { { { { Q Q Qi:;; ; ; ;, } ; ;, ;
v =ay VANNANSNSN~t—c 77771
. Elzparujeme proménné (délime za pfedpokladu y # 0): L Y NN N
?:3““ [ R A B AV A= S N W T A T
2 AN
. ) ; 4@7[ [ T Y A B /25~ N \ W T A T A
Integrulemeobestrany‘/ v xdx R N AN RN
1 o e W
'mmmwwmmmmmmm&f—@:mm O Y 7 N N L O O
Y T I A/ A N L O O T O
. ) o . 2 O O O A 7 o\ U T T A T O
Podle tabulky zakladnich integrald: fmdm = =
2 -4 2 0 2 4
" Obecné Feseni v implicitnim tvaru: In |y| = %2 LG feSeni pro riizna C
. . . . Kratke usecky ukazuji v kazdem bodé smer, ktery rovnice
. Odlogarl’gmUJeme — konstantu te*C oznacime opét C: piedepisuje (smérové pole). Sedé kiivky jsou feeni pro riizna C -

y=CeT véude se Usedek dotykaji.

+ Konstantni feseni ¥ = 0, které jsme délenim vylougili, je
v obecném feseni obsazené pro C = 0

- . ~ . 2 e
* Zkouska — derivace feSeni 5/ — Cxe’r dosazena do
rovnice dava rovnost.



Pocatecni podminka urci konstantu C.

Zadani: y' = y*2 + 1, y(0) =1

Vysledek " Zkouska — derivace feseni ¥ = m dosazena
™ do rovnice dava rovnost R
y=tg (:C + —) ‘
4
Graf
Postup [T [ [{I] I [ (1
+ Rovnice se separovatelnymi proménnymi — prava strana { j ; : : ; } ; j : } i : ; :
je soucin funkce nezavislé proménné a funkce neznamé: 4 i 1111 I T 111
y=v+1 FEE i ) R A
+ Separujeme proménné (délime za predpokladu 2 // i / f 5 f 5 J : j 5 /{ ! // £ 5 5
Y ! /
Pr1#£0): 5—— =dz YN N I r/ Iy /
v 1 I S IR I o g
o d 0 7
Integrujeme obé strany:/% :/dm V44 ,‘/ e/ / // 7 //
vl ey 0 (1111
+ Podle tabulky zékladnich integralii: 2 - [ I
Lo IR0 R e .
I il e L cp e 0 e
R al| | N 1] | 1
" Podle tabulky zékladnl’chintegrélﬁ:fldz:x 1 (A 1 11 ([ 1
(A T (T
+ Obecné feseni v implicitnim tvaru: arctgy = = + C' 11| (O (111 |
-4 2 0 2 4

- Vyjadfime Feseni: y = tg (z + C)
—— feseni pro riznd C

t ( 2 Tr)

— = B —

Yy g 4

Kratké usecky ukazuji v kazdém bodé smér, ktery rovnice

predepisuje (smérové pole). Sedé kfivky jsou feseni pro riizna C —

y = tg (fB -+ Z vsude se Usecek dotykaji. Zvyraznéné je reseni s pocatecni
podminkou, bod je poc¢atecni podminka.

+ Dosadime poé&ateéni podminku y(0) = 1:

I:thiC:g

+ Redeni s po&ate&ni podminkou (partikuldrni fe$eni):



Linearni rovnice variaci konstanty.

Zadani: y' + 2y = e”x

Vysledek
T

_ &
Y = Ce 2 -+ E 3 C - R
Postup
+ Linearni rovnice 1. fadu tvaru y' + p(x)-y = q(x):
y +2y=¢€"
+ Nejdfiv vyfeSime homogenni rovnici (pravéa strana
nulova): y' + 2y = 0

" Podle tabulky zakladnich integrald: f2dz = 2k3

- Reseni homogenni rovnice: y, = Cle™>®

+ Variace konstanty — feseni hledame ve tvaru
y = C(z) e %*; dosazenim do rovnice dostaneme
C'(z)e ™ =¢°

- Odtud C'(z) = ¥

+ Podle tabulky - vnitini funkce je linearni (ax + b),
edz

vysledek proto vydélime koeficientem a: [ €3 dx = 3

. et
Zintegrujeme: C'(z) = /531 de = 5+ C

. i er
Obecné feseni: y = Ce 2 + -
xr

e
. o . = PN —2, <
Zkouska - derivace feseni ¥’ = 3 2Ce™ " dosazena

do rovnice dava rovnost.

Variace konstanty

Graf
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—— Feseni pro rizna C

Kratké usecky ukazuji v kazdém bodé smér, ktery rovnice
predepisuje (smérové pole). Sedé kfivky jsou fedeni pro riizna C —
viude se Usecek dotykaji.



Taz rovnice integracnim faktorem.

Zadani: y' + 2y = e”x Integracni faktor

Vysledek Graf

y:ce%r%, CeR
Postup

+ Linearni rovnice 1. fadu tvaru y' + p(x)-y = q(x):
Yy + 2y =e€"

N
St e —— —
P P R—
S —— —
S ——— — —
St ———— —
P P b e e e e e e
S s
e ———
/ e — —

L

" Podle tabulky zakladnich integralt: /2dm =2z

2z

——~

+ Integracni faktor: y(x) = el 24 — ¢

» Rovnici vynasobime integracnim faktorem — leva strana
. . v !
je pak derivace souginu: (ye*) = e’

- Podle tabulky - vnitini funkce je linearni (ax + b),
edr

vysledek proto vydélime koeficientem a: / e dr = R

N
—_—— e — — — ~ U
—_—— e — —
—_——— e — — N
—_—_—— e — ==
I Y
—_——— e — L~
— N

) —_——————— =

A

. 631
Zintegrujeme obé strany: ye’* = — L
ol v-ve 3 (O —— FeSeni pro rizna C

T

. s v v 7 — e
Obecné feseni: y = Ce 2 + 3

eI
o . ) Yo -2 2
Zkouska - derivace feSeni y' = 3 — 2Ce " dosazend

do rovnice dava rovnost.

Kratké usecky ukazuji v kazdém bodé smér, ktery rovnice
piedepisuje (smérové pole). Sedé kfivky jsou fegeni pro rlizna C -
véude se Usecek dotykaji.



Homogenni rovnice — substituce u = y/x.

Zadani: y' = (x - y)/(x + V)

Vysledek
> —2zy—y?=C, CE€R

Postup

+ Homogenni rovnice — prava strana zavisi jen na podilu y/

) Yy .
* Substituceu = —, y = ux, ¥ = u+ zu prevede
T

2
rovnici naxu’ = —u — 1+
u-+1
+ Separujeme proménné (délime za predpokladu
2 _ 4u7+1d 771(1
u” + 2u 1#0)‘”2_"_2“_1 u=——do
o u+1 1
Integruj bé strany: 7d:/ffd
ntegrujeme o esrany/uhrzui1 U Zdr

- Konstantu vytkneme pfed integral:
1 1
—uw2—2u+1 —u? —2u+1

+ V Citateli je derivace jmenovatele (pfipadné jeji ndsobek),
f(x) = —u? — 2u + 1, podle vzorce

M U = In U s
[ S =m0

u—+1 1 —2u — 2 In
S A R L . S
—u? —2u+1 2 —u? —2u—+1

Graf
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—— fedeni pro rlzna C

Kratké Usecky ukazuji v kazdém bodé smér, ktery rovnice
predepisuje (smérové pole). Sedé krivky jsou feeni pro riizna C -
vsude se usecek dotykaji.

+ Konstantu vytkneme pred integral:

ffldx:f/ldm
z x

o 1
Podle tabulky zékladnich integral(: / - dr = In |z

+ Obecné feseni v implicitnim tvaru:

In|—u? —2u+1]

C —In|z|
2

+ Odlogaritmujeme - konstantu +e*C ozna¢ime opét C:

C
7u272u+1:—2
x

+ Konstantni Fedeniy — —1 — /2, které jsme délenim

vylougili, je v obecném fe8eni obsazené pro C = 0

+ Konstantni feseni¢ = —1 + \/§ které jsme délenim

vyloucili, je v obecném feSeni obsazené pro C = 0

z? —2zxy —y? C

Vratime se k plvodni nezndmé: ————~—~ = —

x? x?

+ Obecné fedeni v implicitnim tvaru: 22 — 22y — 3> = C'



Bernoulliova rovnice — substituce z = y*(1-n) a konstantni feseniy = 0.

Zadani: xy' -y = -xy”2

Vysledek
2x
y=———, CeR; y=0
2+ C
Postup
+ Bernoulliova rovnice tvaru y' + p(x)-y = q(x)-y":
yr o 2 _ 7y2
T
° 1 ! 1 !~
Substituce £ = ;, g'==l ?y prevede rovnici na

,  Z
Z+—-=1
T
+ Nejdriv vyre§ime homogenni rovnici (prava strana
z
- !
nulova): 2 + — =0
x

0 1
Podle tabulky zékladnich integralQ: f - dz = In|z|

el oo C
ResSeni homogennl rovnice: z, = —
€T

+ Variace konstanty - feseni hledame ve tvaru

1 . )
z = C(z) - —; dosazenim do rovnice dostaneme
T
1

C'(z)- = —
(@)1 =1
+ Odtud C'(z) = =

o 2
Podle tabulky zékladnich integralC: /mdm =3

Graf
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—— fedeni pro rlizna C
—y=0

Kratké Usecky ukazuji v kazdém bodé smér, ktery rovnice

predepisuje (smérové pole). Sedé kfivky jsou feseni pro riizna C —

vsude se usecek dotykaji.

. 22
Zintegrujeme: C(z) = /mdm k= +C

. C

Obecné fedeni: z — — L =

2 T
o B 1 =z C
Vratime se k plivodni neznamé: — = — + —
Y 2 x

* Wiadime fegeni: v — 2z

yjadfime fedeni: y = 2120

+ Délenim jsme vylougili konstantni fedeni ¥ = 0 - to je

dalsi feseni rovnice.

+ Konstantu pfeznacime (nasobek libovolné konstanty je

2z
22+ C
2C — 2z2
dosazena do rovnice dava rovnost.

opét libovolna konstanta): y =



Exaktni rovnice — kmenova funkce F(x, y) = C.
Zadani: (2xy + 6x)dx + (x"2 + 4y~3)dy = ©

+ Konstantu vytkneme pred integral:

Vysledek
v+ ly+322=C, CeR

Postup

+ Rovnice tvaru M dx + N dy = 0 — ovéfime, zda je exaktni
(leva strana je totélni diferencial):
(2zy + 6z)dx + (4y3 + mz) dy =10

+ M= 2xy + 6z, N = 4y° + 2%; rovnice je exaktni, protoze
oM

T 9=
8y 7 bz

+ Integral souctu je soucet integralu:

/(6m+2ym)dm:f6wdw+/2ymdw

" Konstantu vytkneme pfed integral: /Gm de =6 / zdx
2

" Podle tabulky zakladnich integrald: fmdm =5

+ Konstantu vytkneme pred integral:
/Zyzd;c = Qy/.zdar:

o 2
Podle tabulky zékladnich integralC: /mdm =3

+ Kmenovou funkci F najdeme integraci M podle x:

F(z,y) = f(2my + 62) dz = 2%y + 32 + p(y)

Kratké Usecky ukazuji v kazdém bodé smér, ktery rovnice
predepisuje (smérové pole). Sedé kfivky jsou Feseni pro rizna C —
vsude se usecek dotykaji.

f4y3dy:4fy3dy

4
" Podle tabulky z&kladnich integrali: /y3 dy = £l

4

- Z podminky 8F/3y = N: ¢'(y) = 4y° = »(y) = ¢!

- Obecné feseni v implicitnim tvaru: y* + 2y + 32 = C

-—_—— - -~ 7 / ‘l‘

L e

—— Fedeni pro rlizna C



Substituce z = x - y; Symja by tu ztratila dvojku, aplikace vysledek ovéri.

Zadani: y' = cos(x - y), y(®) = pi/2

Vysledek
y = & + 2arccotg (z + 1)

Postup

+ Prava strana je funkci vyrazu ax + by + ¢ — zavedeme ho
jako novou neznémou: ¥’ = cos (z — y)

+ Substituce z = = — y, 2z’ =1 — ¢ pfevede rovnici na

2 =1—cosz

- Separujeme proménné (délime za pfedpokladu

d
1 —cosz # 0): B S
1—cosz
o dz
Integrujeme obé strany: [ ———— = [ dz
1—cosz
+ Z4dna jednodussi substituce nesedi — univerzalni
z
substituce t = tg (5)
2t 1-—1¢2 2dt

sinz =

1 z = 5 Z
1+ T e 1+e)

1 1
/—dZ:‘[i
1—cosz t2

o 1 1
Podle tabulky zékladnich integralC: / o) dt = —3

+ Vratime se k plvodni proménné

(e ne(3)

T
* Dosadime poé&ateéni podminku ¥(0) = —:

" Podle tabulky zakladnich integrali: f ldz ==

z
' Obecné fedeni v implicitnim tvaru: — cotg (5) =z+C
+ Vyjadiime feseni: z = 2arccotg (C' — x)

+ Délenim jsme vylougili konstantni feseni z = 0 - to je

dalsi feseni rovnice.

+ Vréatime se k plvodni nezndmé:

y =@ — 2arccotg (C — )

+ Konstantu pfeznaéime (nasobek libovolné konstanty je

opét libovolna konstanta): y = x + 2 arccotg (z + (')

2
g = 2arccotgC = C =1

+ Reseni s pocatecni podminkou (partikularni feseni):

y = @ + 2arccotg (z + 1)
z? + 2z

Zkouska — derivace fegeni ¥y’ = —————— dosazena

x4 22 +2
do rovnice dava rovnost.



Charakteristicka rovnice s komplexnimi koreny -2 * 3i.

Zadani: y'' + 4y' + 13y = 0

Vysledek Graf
Y= 67239(01 Cos (333) + C, sin (3:‘17))’ C Reseni Fazova rovina )

Postup

+ Linearni rovnice s konstantnimi koeficienty: o
v +4y +13y =0 "
- Redeni hleddme ve tvaru y = e*(Ax); po dosazeni a 2
vydéleni e*(Ax) dostaneme charakteristickou rovnici:
A 44 +13=0 0
- Diskriminant D = 42 — 4. 13 = —36; kofeny: 2
Ap=—2+3¢
-4

+ Kazdy kofen A\ dava feseni e*(Ax), k-nasobny jesté
x-e*(Ax), ..., x*(k-1)-e*(Ax) a dvojice a * Bi feseni 6
e*(ax)-cos Bx a e*(ax)-sin Bx. Fundamentalni systém:
y1 = e " cos (3z), Yo = e 2" sin (3x)

+ Obecné fedeni: y = e 2" ((; cos (3z) + Cy sin (3z))
8 6 4 2 0 2 4 6 8

—— Fedeni pro rlzna C

Sedé kiivky jsou feseni pro rizné hodnoty konstant.



Specialni prava strana pri rezonanci — 2 je korenem charakteristické rovnice.

Zadani: y'' - 3y' + 2y = 3e”(2x)  Speciélni prava strana
Vysledek + Partikularni feseni: y, = 3ze®®
‘ 5 . Ob S feseni: y = . — O, e* 021: 3 2z
y = Crleq: T 02629: 1 3$€Z$, Cla 02 ¢ ecneé feseni: y =y, + Y, e’ + Che™ + 3ze
Graf
Postup
20

+ Linearni rovnice s konstantnimi koeficienty:
yu o 3y/ T 2y — 3e2%

+ Nejdriv vyfesime homogenni rovnici (prava strana 15
nulovd): y" — 3y’ +2y =0

+ Reseni hleddme ve tvaru y = e*(Ax); po dosazeni a

10
vydéleni e*(Ax) dostaneme charakteristickou rovnici:
A2 30 4+2=0
- Diskriminant D = (—3)” — 4-2 = 1; kofeny: 5
AMN=1, =2
+ Kazdy kofen A\ davé feseni e*(Ax), k-nasobny jesté
0 — —

x-e*(AXx), ..., x*(k-1)-e*(Ax) a dvojice a t Bi feseni
e*ax)-cos Bx a e*(ax)-sin Bx. Fundamentalni systém:

Y1 =€, yp = ¥

+ Regeni homogenni rovnice: y;, = Cye” + Che*”
feseni pro rizna C
+ Pravé strana 3¢2* ma specidlni tvar; &islo 2 je kofenem
charakteristické rovnice (nasobnosti 1), tvar proto Sedé kfivky jsou feseni pro riizné hodnoty konstant.
vynasobime x: y, = Aze®

+ Derivace: y; = 2Aze™ + Ae’®, yl’: = 4Aze® + 44e*

- Dosadime do rovnice (vydélime exponencialou) a
slouc¢ime Eleny: A = 3



Prava strana tg x neni specialni — variace konstant a wronskian.

Zadani: y'' +y = tan x
Vysledek

y=Cicosz+ Cysinx —cosz -In|—
CC

Postup

+ Lineérni rovnice s konstantnimi koeficienty:
Yy +y=tgx

+ Nejdriv vyfesime homogenni rovnici (prava strana
nulova): y" +y =10

- Redeni hleddme ve tvaru y = e*(Ax); po dosazeni a
vydéleni e*(Ax) dostaneme charakteristickou rovnici:
Nt1=0

+ Kofeny charakteristické rovnice: A1 o = 2

+ Kazdy kofen A\ dava feseni e*(Ax), k-nasobny jesté
x-e*(Ax), ..., x*(k-1)-e*(Ax) a dvojice a * Bi feseni
e*(ax)-cos Bx a e*(ax)-sin Bx. Fundamentalni systém:
Y, = COST, Yy = SIinx

- Regeni homogenni rovnice: ¥, = C; cos@ + Cysinx

- Variace konstant — feSeni hleddme ve tvaru
y = Cy(z) cosz + Cy(x) sin z, derivace funkei C_k
spliuji soustavu
Ci(z)cosz + Cf(z)sinz =0
70{(13) sinx + Oé (z)cosz =tgx

+ Determinant soustavy (wronskién)

W CO.S:E sin @ _
—sinz  cosx
o W,
Odtud € (2) = — = —sinz - tga
1( ) W g
W

" 0dtud C)(z) = WZ =sinx

+ Konstantu vytkneme pred integral

/fsinwmgmdm:f/sinnwtgn:da:

+ Funkce je lichd vici kosinu — substituce ¢t = sin

dt = cosx dx

2
ine-tgede= | ———dt
fsmw gz dr /(lft)(tJfl)

+ Raciondlni funkci rozlozime na polynom a parcialni

zlomky

fﬁ““’“ﬁ*ut—in)

+ Integrél souétu je souéet integrall

[ G w2 -

" Podle tabulky zakladnich integralt: / —1dt =—t

+ Konstantu vytkneme pfed integral:

1
f—idt:—lfidt
2(t — 1) 2/ t-1



Podle tabulky zéakladnich integralt:

1
/7dt:ln\t71\
t—1

Konstantu vytkneme pred integral:
1 1 1
/ ——dt== | ——dt
2(t+1) 2) t+1
Podle tabulky zékladnich integrald:

1
= dt=Tn|t+1
/t+1 nlt+1]

Vratime se k ptivodni proménné
In|sinz+ 1| In|sinz— 1]
2 2

t=sinz: —sinz = In

Zintegrujeme (integracni konstanty uz obsahuje reseni
homogenni rovnice)

1
Cl(x):‘/fsin;c-tgxd:c:sinxfln @thg;c

Podle tabulky zékladnich integrald: fsinwdav = —cosT

Zintegrujeme (integracni konstanty uz obsahuje feseni

homogenni rovnice): Cy(z) = [ sinzdx = — cosz

Partikuldrni feseni: ¥, = —cosz - In +tgx

cos T

Obecné reseni
1

CosS T

Y=yp+yp=Cicosz+Cysinz —cosz - In




Pocatecni uloha — soustava pro konstanty C,, C,.

Zadani: y'' - 4y' + 3y = e”(2x), y(®) =1, y'(0) = 0
. + Odtud A = —1
Vysledek n
9 - Partikuldrni feseni: y, = —e**
y = 2e* —e** b
- Obecné feseni: y = y), + y, = C1e” + Cye™ — e**
Postup - Derivace obecného feseni: iy = Ce” — 2e% + 35,
L, . L . Dosazenim podminek dostaneme soustavu odtud
+ Linearni rovnice s konstantnimi koeficienty: O =9 Ch =0
1 — 4 2 —

yu o 4y/ + 3y _ 621

- Nejdfiv vyfed§ime homogenni rovnici (pravéa strana
nulova): v — 4y’ +3y =0

71+Cl+02:1
—24C;+30C,=0

< + Reseni spliiujici zadané podminky: y = 2e* — &**
+ Reseni hledéme ve tvaru y = e*(Ax); po dosazeni a esent spinujict zadane podminky: y € €

vydéleni e*(\x) dostaneme charakteristickou rovnici:

A 4N +3=0 Graf
+ Diskriminant D = (74)2 — 4 -3 = 4; kofeny:
A=1 X=3 4
+ Kazdy kofen A\ dava reseni e*(Ax), k-nasobny jesté
x-e*(Ax), ..., x*(k-1)-e*(Ax) a dvojice a * Bi feseni 2
e*(ax)-cos Bx a e*(ax)-sin Bx. Fundamentaini systém: ®
Y1 =€, yp =€ 0 I\
- Res$eni homogenni rovnice: y, = C e” + Che®® 5
+ Pravd strana ¢2* mé specialni tvar; &islo 2 neni kofenem
charakteristické rovnice, partikuldrni feseni proto -4
hleddme ve tvaru y, = Ae*”

+ Derivace: ¥, = 24€%, Yy = 4Ae*

+ Dosadime do rovnice (vydélime exponencialou) a
slouéime éleny: —A =1

Zvyraznéné je feseni spliujici podminky, body jsou zadané

hodnoty.

Taz uloha Laplaceovou transformaci.

Zadani: y'' - 4y' + 3y = e*(2x), y(@) =1, y'(0) = @ Laplaceova transformace
Vysledek Graf
Y = 2¢* — 62.75
4
Postup
2

- Linedrni rovnice s konstantnimi koeficienty:

yu o 4y/ + 3y — 621 /.\

* Laplaceova transformace obou stran: £(y) = Y, £(y') = sY
- y(0), £(y") = s2Y - s'y(0) - y'(0); dosadime pocatecni 2
; 1
podminky: (s°Y — ) —4(sY ~ 1) +3Y = —

D) Y
" Vyjad braz Y: Y S
Vyjadfime obraz V: ¥ = ——F 77—
. (s—2)(s—1)
9 -6 -4 52 0 2 4 6
RozloZime na parcialni zlomky: ¥ = —
s—2 s-1 _y:2€w_€21
+ Zpétnou transformaci (podle slovniku obraz() Zvyraznéné je Feseni splaujici podminky, body jsou zadané

dostaneme feseni:y = L {Y} = 2e" — e** hodnoty.



Okrajova uloha s nekone¢né mnoha resenimi.

Zadani: y'' +y =0, y(@) =0, y(pi) =0

Vysledek
y=Cssinz, Cy<R

Postup

+ Linearni rovnice s konstantnimi koeficienty: " + 3 = 0

- Reseni hleddme ve tvaru y = e*(Ax); po dosazeni a
vydéleni e*(Ax) dostaneme charakteristickou rovnici:
Nr1=0

- Kofeny charakteristické rovnice: A2 = £

+ Kazdy kofen A\ dava feseni e*(Ax), k-nasobny jesté
x-e*(AX), ..., x*(k-1)-e*(Ax) a dvojice a * Bi Feseni
e’(ax)-cos Bx a e*(ax)-sin Bx. Fundamentalni systém:
Yy = COSZT, Yy = sSinzx

+ Obecné feseni:y = Cycosx + Cysinx

+ Dosadime podminky do obecného feeni odtud C; =0
C;=0
-0, =0

+ Konstanta (5 z(stava libovolna — Gloha ma nekonecné
mnoho feseni.

« Regeni spliiujici zadané podminky: ¥y = Cysinx



Eulerova rovnice — substituce x = et.

Zadani: x”"2y'' - 2xy' + 2y = x"2 + 2

Vysledek

y=Cix+Cox’ +’lnzc+1, Cp,(

Postup

Eulerova rovnice — u kazdé derivace y*(k) stoji x*k;
substituci x = et z ni bude rovnice s konstantnimi
koeficienty: @2y — 2zy’ + 2y = 2> + 2

Substituce = = €, xy' =9, x%y" =i — ¢ plevede
rovnicina §j — 3y + 2y = e* + 2

Nejdfiv vyfe§ime homogenni rovnici (prava strana
nulova): § — 3y +2y =0

Reseni hleddme ve tvaru y = e*(At); po dosazeni a
vydéleni e*(At) dostaneme charakteristickou rovnici:
A2 30 4+2=0

Diskriminant D = (—3)® — 4 - 2 = 1; kofeny:
AM=1 =2

Kazdy kofen A dava feseni e*(Ax), k-nasobny jesté
x-e*(Ax), ..., x*(k-1)-e*(Ax) a dvojice a * Bi feseni
e*(ax)-cos Bx a e*(ax)-sin Bx. Fundamentalni systém:
yr=¢, yy = e

+ Regeni homogenni rovnice: y;, = C, e’ + Che?

Pravou stranu rozdélime na ¢asti specidlniho tvaru —
partikularni feseni najdeme pro kazdou zvlast a seCteme

je: fl =2, f2 :62t

+ Prava strana 2 ma specialni tvar; Cislo 0 neni kofenem

Graf

15

10

2 -1 0 1 2
fegeni pro rlizna C

Sedé kfivky jsou fegeni pro rlizné hodnoty konstant.

charakteristické rovnice, partikularni feseni proto
hleddme ve tvaru ¥, = 4

Derivace: 9, = 0, ¥, =0

- Dosadime do rovnice (vydélime exponencialou) a

slou¢ime ¢leny: 24 = 2
Odtud A =1

Partikularni feseni: ¥p, = 1

+ Pravé strana ¢ ma specialni tvar; &islo 2 je kofenem

charakteristické rovnice (nasobnosti 1), tvar proto
vynasobime x: y,, = Ate?

Derivace: 4, = 2Ate* + Ae?, Yy = 4Ate* + 4A€*

+ Dosadime do rovnice (vydélime exponencialou) a

slou¢ime éleny: A = 1
Partikulérni fegeni: y,, = te?'

Partikularni fedeni: ¥, = up, + ¥y, = te* + 1

- Obecné fedenicy =y, + y, = Cre' + Cre? +te* +1

Vratime se k pGvodni proménné (t = In x, pro « > 0):
y=Cx+ Cor® +2’Inz + 1



Snizeni fadu y' = p(y), konstanty z pocatecnich podminek postupné.

Zadani: y'' = e~r(2y), y(0)

Vysledek
y=—-In(1-2x)

Postup

V rovnici chybi nezavisla proménna — derivaci y'
vezmeme jako funkei y: y” = e*¥

. ! " dp v L
Substituce ¥’ = p(y), ¥" = pd—y pfevede rovnici na
d

pd—z = €% z pogatetnich podminek plyne p(0) = 1

Rovnice se separovatelnymi proménnymi — prava strana
je soucin funkce nezavislé proménné a funkce neznamé:
dp e

dy p

Separujeme proménné: pdp = €% dy

Integrujeme obé strany: /pdp = /629 dy

2
Podle tabulky zékladnich integralC: /pdp = %

Podle tabulky - vnitfni funkce je linearni (ax + b),
2y
/629 dy = e

vysledek proto vydélime koeficientem a: 2

p* e
Obecné feseni v implicitnim tvaru: 5= +

Vyjadfime feseni: p* = e* + ()

Graf

Fazova rovina )

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

—y=—In(1-=)

Zvyraznéné je feseni splnujici podminky, body jsou zadané
hodnoty.

0, y'(0) =1

Dosadime poé&éteéni podminku p(0) = 1:
1=Ci+1=C, =0

Reseni s po¢ateéni podminkou (partikuldrni feseni):
p=¢’

Vratime se k plvodni neznamé: y' = e¥

+ Rovnice se separovatelnymi proménnymi — prava strana

je soucin funkce nezavislé proménné a funkce neznamé:
Yy =e¥

Separujeme proménné (délime za piedpokladu e’ # 0):
dy

— =dz

el

d
Integrujeme obé strany:/e—g = fdac

+ Podle tabulky - vnitfni funkce je linearni (ax + b),

vysledek proto vydélime koeficientem a:
/e’y dy = —e Y

Podle tabulky zékladnich integrald: f ldz ==

Obecné reseni v implicitnim tvaru: —e ¢ = o + (%
Vyjadfime fegeni: y = —In (Cy — )

Dosadime poé&éteéni podminku y(0) = 0:
0:71n02ﬁ02:1

Reseni s pocateéni podminkou (partikuldrni feseni):
y=—-In(l—=z)



Tlumeny oscilator — tfi pfipady podle 6 a w.

Zadani: y'' + 26y' + w2y = 0

Vysledek

d>w: y= C’le(*‘s*m” 1+ Cyel
d=w: y=(C,+Coz)e ™

d<w: y:eém(Clcos( w? — 6%

Postup

+ Linearni rovnice s konstantnimi koeficienty:
Yy’ + 28y +wly=0

+ Regeni hleddme ve tvaru y = e*(Ax); po dosazeni a
vydéleni e*(Ax) dostaneme charakteristickou rovnici:
AN 4250 +w?=0

+ Kofeny charakteristické rovnice: )\1_2 - 5+ \/m
* Prod > wtedy

M=—0-VE—w h=v8 w5

y = Cye V=P | 0 (VE— b

« Prod =w A = =4, tedy y = (C) + Com)e™""

*Prod <wiy, =68+ vw? — 6%, tedy
y=e " (01 cos (\/ w? — 62z) + Cy sin (\/ w? — 521)‘



Rezonance — pro w = 2 ma reseni jiny tvar.

Zadani: y'' + w2y = cos(2t)

Visledek + Derivace

slede

y Yy, = 2B cos (2t) — 2Asin (2t), y, = —4Acos(2t) — 4l
. N

w # 2: Y= Cl COs (Wt) + CZ S11 (Wt, + Dosadime do rovnice (vydélime exponencialou) a

slou¢ime cleny

Aw? — 4A) cos Buw? — 4B) sin = cos
w=2: y=Cjcos(2t) + Cysin(2¢) (Ao — 44) cos (2f) + (Bu” — 4B) sin (2f) = cos (2t)

+ Porovname koeficienty u stejnych ¢lenl na obou

Postup stranach odtud A = L B=0
2 _ _
+ Linearni rovnice s konstantnimi koeficienty: Awg 4A =1
" 9 Bw* —4B =0
y" + wy = cos (2t)
+ Nejdriv vyresime homogenni rovnici (prava strana 0 cos (2t)

Partikulérni fegeni: y, = —5——
w

nulova): ¢ + W’y =0 —4

+ Reseni hleddme ve tvaru y = e*(At); po dosazeni a * Obecné Feseni

Arfl ol - e cos (2t
vydéleni e"(At) dostaneme charakteristickou rovnici: Y = yh + p = Cy cos (wt) + Cysin (wt) + — (2t)
ANiw?=0 w®—4

+ Kofeny charakteristické rovnice: Az = Fwi + Prow = 2 je &islo z pravé strany kofenem

charakteristické rovnice (rezonance) — tvar reseni je jiny:
tsin (2t)
4

+ Kazdy kofen A\ dava reseni e*(Ax), k-nasobny jesté
x-eA(Ax), ..., xA(k-1)-e*(Ax) a dvojice a * Bi feseni y = Cjcos(2t) + Cysin (2t) +
e*(ax)-cos Bx a e*(ax)-sin Bx. Fundamentalni systém:

y; = cos (wt), y; = sin (wt)

+ Reseni homogenni rovnice:
yp = C) cos (wt) + Cy sin (wt)

+ Pravé strana cos (2t) ma specialni tvar; &islo 27 neni
kofenem charakteristické rovnice, partikuldrni FeSeni
proto hledéme ve tvaru %, = A cos (2t) + B sin (2t)



Uhodnuté reseni y, = x a snizeni fadu (d'Alembert).

Zadani: (1-x72)y'' - 2xy' + 2y = @
Vysledek . KonstantT vytkneme phfd integlrélz
———dzx = —= dx
y=Ciz+Cy(zln|z — 1| —zln|z + 2Eh gt Ao wedl
+ Podle tabulky zékladnich integrald:
Postup / ! de =In|z + 1]
z+1

+ Linearni rovnice 2. fadu s nekonstantnimi koeficienty: Konstantu vytkneme pred integral:

Yy + 2 Y+ 2 y=0 1 1
z2 -1 1-— a? f*ﬁdm:*f*gdm
z T

+ Jedno fe$eni uhodneme a dosazenim ovéfime: Y1 = Z.

o 1 1
Druhé najdeme snizenim radu (d'Alembert, y = y;-u) Podle tabulky zakladnich integrald: / ] dr = 75

2

e [pdx 1
Yo :ylf 7 dzx :$/x4—m2 dz =zn|z—1] + Obecné reseni:
L y=Cz+ Cy(zln|z — 1| —zInjz + 1| + 2)

+ Racionalni funkci rozlozime na polynom a parcialni
zlomky

&= d’r:f(mlfl) B 2(m1+1) ‘ﬁ) -

+ Integral souctu je souéet integrall

1 1 1 1
/ — — — |dx = /7da:
2z —1) 2@+1) a? 2(x —1)
+ Konstantu vytkneme pred integral:
1 1 1
[orge=5 [
2z - 1) 2) z—1

+ Podle tabulky zakladnich integralt:

1
/ dz =In|z — 1]
z—1

Graf

S -4 £ 0 2 4 6
—— feseni prorizna C

Sedé kfivky jsou fedeni pro riizné hodnoty konstant.



Znama omezeni

Rovnici, kterou je treba upravit ndpovédou ze zadani (jind nez z = In y), zatim nevyresi.

U rovnice s parametrem (k, A, w) aplikace nekresli graf a parametry bere jako kladné.

Kde reseni nejde vyjadrit explicitné, zGstane v implicitnim tvaru.

Laplaceova transformace zatim nezna Heavisideovu funkci, posunuti a periodické pravé strany.



Rekurence a vytvorujici funkce

Aplikace resi linearni rekurence s konstantnimi koeficienty libovolného radu pres charakteristickou
rovnici — i nasobné a komplexni koreny (komplexni tvar reseni a jeho prevod na realny podle Moivreovy
véty) — a s pravou stranou ve tvaru P(n)-g" (i cos n¢, sin ng, rezonance a soucet pravych stran).
Pocatecni podminky urci konstanty; jako kontrolu aplikace spocita dalsi ¢leny z rekurence a porovna je se
vzorcem.

Cipem ,Metoda"“ jde zvolit i vytvorujici funkci (A(x) = T a,x, parcialni zZlomky, geometrické fady), mocniny
matice (diagonalizace) nebo u 1. radu scitani. Rekurenci 1. rddu s proménnym koeficientem (a,.1 = (n +
1)a,) vyresi soucinem (faktorialy), prevoditelné nelinearni rekurence substituci b, = 1/a, nebo b, = In a,.
Soustavu dvou rekurenci vyresi vyloucenim jedné posloupnosti nebo matici, rekurenci ,rozdél a panuj”
T(n) = aT(n/b) + f(n) substituci n = b* — i s odhadem podle mistrovské véty.

S operaci ,Vytvorujici funkce” aplikace najde vytvorujici funkci posloupnosti zadané vzorcem (n? + 2")
nebo prvnimi ¢leny (1,0, 1, 0, ...), a obracené z funkce A(x) vzorec pro a,. Pocet celociselnych
nezapornych reseni rovnice x; + X, + ... = N (i s mezemi nebo koeficienty — placeni mincemi) spocita jako
koeficient vytvorujici funkce.

Graf ukaze cleny posloupnosti jako body (u soustavy obé posloupnosti).

Jak zadat
a(n+2) = 5a(n+1l) - 6a(n), a(@) = 1, Zapis se zavorkami, podminky za carkou.
a(l) = 4
a_{n+2} = 5a_{n+1} - 6a_n Zapis s indexy (i z fotky). Bez podminek vyjde obecné
reseni s konstantami C;, C,.
Fn=F{n-1} + F {n-2}, F1 =F 2 = Index muze klesat (a,-1, a,-2); stejnou hodnotu Ize
1 zadat vice c¢lenim.
a {n+l} = an + 2b n Soustava - rovnice na radcich, podminky na
b {n+1} = 3a_n + b_n poslednim.

ad=1,b0=020
T(n) = 2T(n/2) + n, T(1) =1 Rozdél a panuj — ¢len v n/b.

N2 + 2%n Vzorec posloupnosti s operaci ,Vytvorujici funkce” (i a,

= ).



1, 0, 1, 0, ...

1/(1 - x - x*2)

pocet reSeni x 1 + x 2 + x_3 =10, x_1

<=3

Ukazky

Prvni cleny posloupnosti oddélené carkou.
Vytvorujici funkce v x (i A(x) = ...) — vzorec pro a,.

Pocet nezapornych celociselnych reseni s mezemi.

Dva rizné realné koreny, kontrola dalSimi cleny.

Zadani: a_{n+2} = 5a {n+1} - 6an, a®@ =1, al=24

Vysledek
a,=2-3"-2"

Postup
+ Linearni rekurence 2. fadu s konstantnimi koeficienty:
Apio = 50‘7171 - 60%

+ Reseni hleddme ve tvaru @, = \"; po dosazeni a vydéleni
A" dostaneme charakteristickou rovnici:
A2 —B5A+6=0
- Diskriminant D = (—5)* — 4 -6 = 1; kofeny:
Al=2, =3
- Obecné fedeni:a, = Cy - 2" + Cy - 3"
» Dosadime podminky do obecného feseni odtud
Ci=-1,0,=2
Cl =+ CQ = 1
2C,+3C, =4

- Reseni splfiujici zadané podminky: a, = 2 - 3" — 2"

+ Kontrola: z rekurence vychazi
ay = 14, a3 = 46, as = 146 - stejné jako ze vzorce.
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®a,

Body jsou cleny posloupnosti spocitané ze vzorce — stejné
hodnoty dava i samotna rekurence.



Fibonacciho posloupnost — Binetlv vzorec.

Zadani: F.n = F. {n-1} + F.{n-2}, FOo =90, F 1 =1

Vysledek F, = ? ( ! 2‘6) = ? (1 _2\/5)
n
V5 (1++5 V5 (1-+/5
Fn = —| — = —= || =——— + Kontrola: z rekurence vychazi F» =1, Fy =2, Fy =3 -
5 2 5 2 stejné jako ze vzorce.
Postup Graf

- Linedarni rekurence 2. faddu s konstantnimi koeficienty: .
Fn = anl + anz £

- Reseni hledame ve tvaru F, = X po dosazeni a vydéleni
\"~2 dostaneme charakteristickou rovnici:

M-A-1=0
400 s
- Diskriminant D = (—1)” — 4. (—1) = 5; kofeny:
1-+/5 1++5
A1 = y )‘2 =
2 2
°
+ Obecné feseni 200
1-+5\" 1++5\" o
B0 (1Y) o (L5
2 2 °
o *
» Dosadime podminky do obecného feseni odtud 0 -e—e—o—o_o_o o © °
5 5
o= Y5 g V5
5 5 0 2 4 6 8 10 12 14
Ci+Cy=0
®F,
1-+5 1++/5
9 Cy + 9 Cy=1 Body jsou cleny posloupnosti spocitané ze vzorce — stejné

hodnoty dava i samotna rekurence.

- Reseni spliujici zadané podminky



Komplexni koreny 1 i — komplexni tvar a Moivreova véta.
Zadani: a_{n+2} = 2a_{n+1} - 2an, a®=1, al1=2

Ci=1
Vysledek !
CL+Cy—2

o= () (e () -0 ()
4 4 + ResSeni splnujici zadané podminky
Postup fn = (\/5) (COS (%) s (%))

- Linedrni rekurence 2. fddu s konstantnimi koeficienty: - Kontrola: z rekurence vychazi ay = 2, a3 = 0, ay = —4

Gni9 = 20,4 — 2a, — stejné jako ze vzorce.
- Regeni hleddme ve tvaru @» = \"; po dosazeni a vydéleni Graf

A" dostaneme charakteristickou rovnici: ra

A2 20 +2=0

e o

+ Diskriminant D = (—2)* — 4- 2 = —4; kofeny:

Mao=1+i ®

0 —0—.—.—0.—0—0—0—
+ Komplexni kofeny 1 =+ i zapiSeme v goniometrickém ° o
T T, T
tvaru: I\ = /2, ¢ = T tedy A = \/5(005 1 +isin Z)

Podle Moivreovy véty A" =
(\/é)n(cos (E) + tsin (@)) 90
4 4 °

+ Obecné feseni v komplexnim tvaru (komplexni
konstanty): a, = Cy (1 + )" 4+ Cy(1 — %)". Sdruzené

-100
¢leny se¢teme a s novymi redlnymi konstantami
dostaneme reéiny tvar
n ™ TN QO 0
a = (V2) (Creos () + Cosin (7))
0 2 4 6 8 10 12 14
+ Dosadime podminky do obecného feSeni odtud -
a,

=1l =1

Body jsou ¢leny posloupnosti spocitané ze vzorce - stejné
hodnoty dava i samotna rekurence.



Prava strana n, dvojnasobny koren 2.

Zadani: a_{n+2} = 4a_{n+1} - 4a.n +n, a_@

Vysledek
n—4
an:T-2n+n+2

Postup

- Lineérni rekurence 2. fadu s konstantnimi koeficienty:
Qpig = 40‘7171 - 4a’n +n

a,.o—4a, ; +4a, =0

A" dostaneme charakteristickou rovnici:
A —4r4+4=0

Obecné feseni homogenni rekurence:
agth) =(C, + Cyn) - 27

charakteristické rovnice, partikularni feSeni proto
hledame ve tvaru a”) = An + B

Dosadime do rekurence a slouéime ¢éleny:
An+B —-2A=n

Porovname koeficienty u stejnych ¢lend na obou
stranachodtud A =1, B=2

Nejdriv vyfesime homogenni rekurenci (prava strana 0):

Reseni hledame ve tvaru @, = \"; po dosazenf a vydéleni

Diskriminant D = (—4)? — 4.4 = 0; kofeny: A12 = 2

Prava strana @ ma specialni tvar; ¢islo 1 neni kofenem

A=1
B-24=0
Graf
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Body jsou Cleny posloupnosti spocitané ze vzorce - stejné
hodnoty dava i samotna rekurence.

=0, al=290

Partikularni feseni: a(np) =n-+2

Obecné feseni:
an = a® +alP) = (C; + Cyn) - 2" +n 42

- Dosadime podminky do obecného Feseni odtud

1

C,+2=0
20, +205,+3=0

Reseni spliiujici zadané podminky:
n—4

2

a, = 22"+ 42

Kontrola: z rekurence vychédzias =0, a3 =1, ay = 6 -
stejné jako ze vzorce.



Taz rekurence vytvorujici funkci.

Zadani: a_{n+2} = 5a_{n+1} - 6a_n, a ® =1, a1 =4  Vytvotujici funkce

Vysledek

y n n Graf
ap,=2-3"—2 1500
Postup
+ Linearni rekurence 2. fadu s konstantnimi koeficienty:

ay.9 = bay., — bay, 1000
. o0

Zavedeme vytvorujici funkci A(z) = Z a,z"

n=0
+ Rekurenci vynasobime z"*2 a se¢teme pro véechnan z 0 500
o0 o0 o0 b
Z an+2$n+2 =B Z an+l$n+2 —6 Z anzn+2
n=0 n=0 n=0
[}

+ Soucty vyjadfime pomoci vytvorfujici funkce a T ° L ° o

poéatecnich hodnot:

A(z) — 1 — 4z = 52(A(x) — 1) — 6224

(2) 2 = 52(A(z) — 1) - 62*A(x) L
+ Vyjadfime vytvorfujici funkci a rozlozime jmenovatel:
l1—= ®a,
Alg) = — ——
() (1—2z)(1— 3x) Body jsou ¢leny posloupnosti spoéitané ze vzorce — stejné

hodnoty dava i samotna rekurence.
- Rozklad na parcialni zlomky:

1 2
Alz) = ———
@) =Tt 1 3

- Zlomky rozvineme v geometrické fady

1 = n,.n 1 700 n.n
172;10:;29:7 173:57;03%

+ Koeficient u x" je hledany élen: a, =2 - 3" — 2"



Taz rekurence mocninami matice.

Zadani: a_{n+2} = 5a_{n+1} - 6a_n, a ® =1, a1 =4  Mocniny matice

. 2 0
Vysledek D= (0 3)
a,=2-3"-2"
p-1_ -1 3
I N
Postup
+ Linearni rekurence 2. fadu s konstantnimi koeficienty: * Mocnina matice koeficienty takze v, = P-D"-(P"*vo).
Apiy = 5a’n—1 - 6an M" = PDnP—l’ D" — 2n 0
0 3
* Rekurenci zapiseme maticové tedy v, = M-v, s matici
Ao 5 —6) (ay p! HNo (L
= 1 2
Qpi1 il 0 an
M- 5 —6 - Reseni spliiujici zadané podminky: a, = 2 - 3" — 27
“\1L o0

+ Kontrola: z rekurence vychazi

ay = 14, az = 46, ay, = 146 — stejné jak L
* Opakovanym dosazenim v, = M™v, 2 o T SteIne jako ze vzorce

QApi1 ) n 4
()= ()
+ Vlastni &isla matice: det (M — AE) = A2 — 5A + 6 = 0,
odtud A\ =2, Ay =3

+ Vlastni vektory — fe§eni (M - AE)u=0

=) =0}

* Matici diagonalizujeme, M = P-D-P™"
2 3
(19
Graf
1500

1000

500

®a,

Body jsou cleny posloupnosti spocitané ze vzorce - stejné
hodnoty dava i samotna rekurence.



Rekurence 1. radu scitanim.
Zadani: a_ {n+1} = 2an+1, a© =20

Vysledek
a, =2" —1

Postup

+ Lineérni rekurence 1. fadu s konstantnimi koeficienty:
Api1 = Qan +1

Rekurenci opakované dosadime do sebe:
a, =2a,_1+1=4a, 5 +... obecné

n—1
a, = ag - on 4 § 271—1—]
j=0

n—1

Souéet seéteme: Z or1-i — g ]
=0

Reseni spliiujici zadané podminky: a,, = 2" — 1

Kontrola: z rekurence vychazia; =1, ag =3, a3 =7 -
stejné jako ze vzorce.

1000

500 L]

® a,

Body jsou ¢leny posloupnosti spocitané ze vzorce — stejné
hodnoty dava i samotna rekurence.

Proménny koeficient — soucin vede na faktorial.

Zadani: a_{n+1} = (n+l)a_n, a @ = 1
Vysledek
a, =n!

Postup

+ Linearni rekurence 1. fadu s proménnym koeficientem:
Api1 = an(n + 1)

Rekurenci opakované dosadime do sebe - €len je
soucinem

n—1
a, = (n+1)a,; =n(n+ Da,p = =ag [[ G+
j=0

Soucin zjednodusime (faktoridly se zkrati):

ﬁ(j+1) =n!
=0

Reseni spliujici zadané podminky: a,, = n!

Kontrola: z rekurence vychazia, = 1, ag = 2, a3 = 6 -
stejné jako ze vzorce.

Graf
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®a,

Body jsou cleny posloupnosti spocitané ze vzorce — stejné
hodnoty dava i samotna rekurence.



Nelinearni rekurence — substituce b, = 1/a,.
Zadani: a_{n+1} = a_n/(1 + a_n), a @ =1

o S feseni: b, — bM) L plp) —
Vysledek Obecné feseni: b, = b, + b = C, +n

1 » Dosadime podminky do obecného feseni odtud Cy = 1
ap = C;=1

n+1

- Redeni spliujici zadané podminky: b, = 1 +n
Postup
+ Kontrola: z rekurence vychdzi by = 2, by = 3, b3 =4 -
+ Nelinearni rekurence — prevracené hodnoty ¢lent ji stejné& jako ze vzorce.
a’TL

pfevedou na linearni: Gp+1 =

1 . . 1 1
o Vratime se k puvodni posloupnosti: a, = — =
1

' Obe strany pfevratime: = + 1 substituce
A1 n

1
b, = — tak pfevede rekurenci na linearni: b,y = b, +1 Graf

an
+ Potéate&ni podminky pro novou posloupnost: by = 1 1-e

+ Nejdriv vyfesime homogenni rekurenci (prava strana 0):
bn+1 - bn =0

+ Regeni hleddme ve tvaru b, = \"; po dosazeni a vydéleni
A" dostaneme charakteristickou rovnici: A — 1 =0

- Kofeny charakteristické rovnice: A = 1 0.5 C

+ Obecné feseni homogenni rekurence: bﬁfj =C)

+ Prava strana 1 ma specidlni tvar; &islo 1 je kofenem ®
charakteristické rovnice (ndsobnosti 1), tvar proto ° . .
vynasobime n: b?) = An ?® 0 000

+ Dosadime do rekurence a slou¢ime ¢leny: A = 1

« Partikularni fesenf: blP) = n 0 2 4 6 8 10 12 14

®a,

Body jsou ¢leny posloupnosti spocitané ze vzorce - stejné
hodnoty dava i samotna rekurence.

Soustava dvou rekurenci vylouc¢enim posloupnosti b,.

Zadani: a_{n+1} = a_n + 2b_n
b {n+l1} = 3a_n + b n



Vysledek + Dosadime podminky do obecného feseni odtud
Ci=5, 0=+

(1-v6)" , (L+E)" e

a, = + Ci+0, =1
2 (17\/é>01+(1+\/6)(3‘2:1

(1+x/6)n—

b, =

“|%

(-8

=5

- Redeni spliiujici zadané podminky:
(1-v6)"  (1+v6)"
= T 5

" 2

Postup
+ Kontrola: z rekurence vychazi as = 7, a3 = 19, ay = 73
- Soustava dvou linearnich rekurenci - stejné jako ze vzorce.
a,.1 = a, +2b,

+ Druhou posloupnost dopoéitdme z vyjadieni
brrrl = 3a, + bn

Qpy1 — Oy \/@ n \/E n
b= 2 Y2 (14 v6) - 22 (1 v6)
Api1 — Ay 2 4 4
f,tedyi

: dosazenim do druhé rovnice

* Z prvni rovnice vyjadfime b, =

b o Apyo — Apq
n+l — 9

dostaneme rekurenci pro jedinou posloupnost:
Apr2 — 20’n+1 —5a, =0

» Druhou poc&ateéni podminku dostaneme z prvni rovnice:
a=1+0=1

+ Regeni hleddme ve tvaru @, = \"; po dosazeni a vydéleni
A" dostaneme charakteristickou rovnici:
A2 20 -5=0

» Diskriminant D = (—2)® — 4 - (—5) = 24; kofeny:
NM=1-v6 d=1+6

° Obecné feseni: a,, = C} (1 — \/5) + Cy (1 + \/5)
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Body jsou Cleny posloupnosti spoCitané ze vzorce - stejné
hodnoty dava i samotna rekurence.



Rozdél a panuj (merge sort) — substituce n = 2 a mistrovska véta.

Zadani: T(n) = 2T(n/2) + n, T(1) = 1

Vysledek * Obecné feseni: S;, = S}Ch) + S’(CP) =C, -2 4 k- 2F
T(n) =n—+n 10g2 n + Dosadime podminky do obecného feseni odtud C; = 1
=1

Podminky: n=2F, k € N,

+ Reseni spliujici zadané podminky: S, = ok 4 k. ok

Postup

n + Kontrola: z rekurence vychazi
* Rekurence typu ,rozdél a panuj*: T'(n) = 2T(§) +n S; =4, Sy =12, S3 = 32 - stejné jako ze vzorce.
- Pro n mocninu zékladu: substituce n = 2¥, S, = T'(2") + Vratime sek n (k = log, 7): T'(n) = n + nlog, n

fUA i srT i1 A _ k+1
dava linedrni rekurenci 1. fadu: S;, ., = 25, + 2 . Mistrovska véta (a = 2, b = 2, f(n) = ©(1)): 2 — 21, proto
+ Pocatecni podminky pro novou posloupnost: Sy =1 T(n) = ©(nlogn)

+ Nejdriv vyfesime homogenni rekurenci (prava strana 0):
Sk — 25, =0

- Redeni hleddme ve tvaru S, = )\*; po dosazeni a vydéleni
A¥ dostaneme charakteristickou rovnici: A — 2 = 0

+ Kofeny charakteristické rovnice: Ay = 2
* Obecné fedeni homogenni rekurence: S,(ch) =C, -2

+ Pravd strana 2¢+1 ma specialni tvar; ¢islo 2 je kofenem
charakteristické rovnice (nasobnosti 1), tvar proto
vynasobime k: SE’) = Ak -2k

+ Dosadime do rekurence, vydélime 2% a slou¢ime &leny:
24 =2

- Odtud A =1

+ Partikularni fegeni: Sép) =k -2k



Vytvorujici funkce posloupnosti n? + 2",
Zadani: n"2 + 2~n  Vytvoruijici funkce

1— 2z + 222 — 33

Vysledek " Vytvotujici funkce: A(x) = m
1— 2z + 222 — 323 ‘ .
( ) = 3 + Kontrola — rozvoj funkce zacina ¢leny posloupnosti:
(].—CE) (1—213) A(z) =1+ 3z + 82> + 172% + ...
Postup
Zavedeme vytvofujici funkci A(z) = Z (n? +2m) 2"
n=0

- Radu rozdélime podle linearity:

o0 o0
A(z) = Z 2%z™ + anx”
n=>0 n=>0

o0
0 1
Z . oy d : 2TL£L,71 —
nama fada ZD T
T
o S5 1
2 <y . no__
Znama rada: E Tt = 11— =

n=>0

+ Vynasobeni ¢lenl n odpovida derivaci vynasobené x
= d 1 a5
Sner—e () -
n=0 z -z (1 o .’.E)

+ Vynésobeni ¢lenl n odpovida derivaci vynasobené x

= A d 73 z + x2
an :w‘d— 5| = 5
n=>0 * (17%) (lfm)




Z vytvorujici funkce vzorec pro a, — parcialni zlomky pres iracionalni koreny.

Zadani: 1/(1 - x - x*2)  Vytvofujici funkce

Vysledek Graf
n

a_5—\/5 1—\/5 +5+\/3( 1000

= -

10 2 10
800
Postup
+ Vyjadfime vytvorujici funkci a rozloZzime jmenovatel 600
1
A= NG 7
—14+4/5 1+4/5
(1 + T:1c) (1 = Tz) 400 =
» Rozklad na parcialni zlomky 200 v
5—\5 5+\/5 ®
A(z) = 10 10 . ® L4
—114/5 144/ 0 -e—e—o—0—o_o_o @
1+ —=~=z 1-——=z
+ Zlomky rozvineme v geometrické fady 0 2 4 6 8 10 12
1 = (1-/5\" 1 C °
2 (50 m i
1+ ﬂ%ﬁm n=0 1— HZ—\/E;B e Body jsou ¢leny posloupnosti spocitané ze vzorce — stejné

hodnoty dava i samotna rekurence.

+ Koeficient u x" je hledany ¢len

. :57\/5(1—\/5>”+5+\/5(1+\/5)”

" 10 2 10 2

+ Kontrola - rozvoj funkce zacina ¢leny posloupnosti:
Alz) =14z + 222 + 323 + ...

Pocet reseni x; + X, + X3 = 10 s podminkou x; < 3.

Zadani: pocet redeni x 1 + x 2 + x 3 =10, x 1 <= 3

Vysledek
38

Postup
+ Neznédmd 1 (0 < @, < 3) piispiva fadou
3 g L=gf
l+z4+2z=+2° =
1—=

+ Neznama Z2 (2o > 0) pfispivé fadou
1

l+z+a®+a+--- =
1—z

+ Neznédma T3 (z3 > 0) pfispivé fadou
1

l4z+a?+a®+-..=
l-=
+ Vytvofujici funkce je jejich souéin — koeficient u x*N
1— a4

udava podet fedeni: G(z) = ———
(1-=z)

- Podet fedeni je koeficient u £10: 38



Znama omezeni

e Zatim neumi: linearni rekurence s proménnymi koeficienty vyssiho radu, soustavy tri a vice rekurenci,
rozdél a panuj s vice cleny (T(n/2) a T(n/3)) a nelinedrni rekurence, které uvedené substituce
neprevedou na linearni.



Aplikace diferencialnich rovnic

Tlacitkem ,Aplikace diferencialnich rovnic” na uvodni obrazovce otevrete formular se 23 modely:
radiouhlikovd metoda, rozpad a polocas, exponencidlni riist, rozpadova rada, Newtonovo ochlazovani (i
doba smrti ze dvou méreni), chemicka kinetika 0.-2. radu, lék v krvi (jedna davka, opakované davky,
infuze), alkohol v krvi, sporeni a splaceni uvéru, obvody RC, RL a RLC, kmitani pruziny, pad s odporem
vzduchu, vytékani nadoby, smésovani v nadrzi, logisticky a GompertzQv riist, populace s lovem, epidemie
SIR, dravec a korist, konkurence dvou druht a chemostat.

Vyberete model, jeho variantu a co hledate; konstanty (polocas #C, tihové zrychleni, ...) jsou predvyplnéné
a jdou prepsat. U kazdé veliciny i u vysledku si zvolite jednotku — aplikace hodnoty prevede (prevod je v
postupu). lkonka ,?" u modelu vysvétli, jak se k jeho rovnici doslo.

Postup zacina sestavenim modelu (proc pravé tahle rovnice), pokracuje resenim rovnice (separace
proménnych, integracni faktor, charakteristicka rovnice), dosazenim podminek a vyjadrenim hledané
velic¢iny a konci dosazenim cisel. Soustavy (SIR, dravec—korist, konkurence, chemostat) se resi numericky
metodou Runge—Kutta, presné pak rovnovazné stavy a jejich stabilita. Graf ukaze veliciny v case s
vyznacenou odpovédi, u soustav i fazovou rovinu.



Ukazky

Stari nalezu, ve kterém zbyva 35 % '4C.

Zadani: model(radiocarbon; find=t[yr]; T12=5730[yr]; p=35[pct]; input=ratio)

Vysledek

i

~ 8700 let

Postup

N
Hledame t; zadéano: T} , = 57301et, = 35%
) 0

. ) N

Pfevedeme jednotky: — = 35% = 0,35
Ny

Zivé organismy pfijimaji uhlik z ovzdusi, a proto obsahuji
stejny podil radioaktivniho izotopu '#C jako atmosféra.
Po smrti pfijem ustane a '“C se rozpada. Pocet rozpadu
za jednotku Casu je umérny poctu jader, kterd jesté
zbyvaji: dN/dt = -AN, kde A je rozpadova konstanta.
Resenim je N = Ng-e*(-At) a za pologas Tl = 5730 let
ubude polovina, takze A = In 2 / T%. Ze zbyvajiciho podilu
14C (nebo z pomeéru namérené aktivity a aktivity zivého

dN
vzorku) vypocitame stari. Rovnice modelu: i —AN

Separujeme proménné: % = —\dt

Integrujeme obé strany: In|N| = -\t + C

Odlogaritmujeme - konstantu +e*C oznac¢ime opét C:
N=Ce™

Dosadime poé&ateéni podminku N (0) = Ny: Ny = C

Reseni s pogéatedni podminkou (partikularni Feseni):
N = Nye

Graf
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N @ t=8679
No

Veliciny modelu v case vypoctené z feseni rovnice; vyznacena je
odpoved.

+ Za polocas klesne mnozstvi na polovinu — rozpadova

konstanta

Ny A n2 In2
2 - Ty 5730

N(Typ) = ~1,21-10~* rok

+ Vyjadfime hledanou veli¢inu:

1. N Ty I Ny

t=—"1In— =

AN, m2 N

i t757301 ! ~ 8679 let
Dosadime: t = 2 n0735~ e

- Laboratofe uvadéji ,radiouhlikové stafi“ s Libbyho

polocasem 5568 let a pfepogéitavaji ho kalibraé&ni kfivkou
(obsah *C v atmosfére nebyl vzdy stejny) — skutecné
stafi se proto mliZze o néco lisit.



Doba smrti: télo mélo pri nalezu 30 °C, o hodinu pozdéji 28 °C, v mistnosti je 20 °C.

Zadani: model(cooling; find=t[h]; T@=30[degC]; Ta=20[degC]; tl=1[h]; T1=28[degC];

Tt=37[degC]; k=measured)

Vysledek
t~ —2,38h

Postup

- Hledame t; zadano
T,=30°C, T,=20°C, t,=1h, T,=28°C,

+ Téleso predava teplo okoli tim rychleji, ¢im vétsi je rozdil
teplot: dT/dt = -k(T - T,), kde T, je teplota okoli a k zavisi
na télese (velikost, material, proudéni vzduchu). Redenim
jeT=T,+ (To - T.)-er-kt) — rozdil teplot klesa
exponencialné. Konstantu k Ize urcit ze dvou méreni.
Kriminalisté tak odhaduji dobu smrti: zméfi teplotu téla
pfi ndlezu a o néco pozdéji a dopoéitaji, kdy mélo télo 37
°C. Rovnice modelu: % =—k(T-T,)

" Separujeme proménné: = —kdt

dT
T_T,
+ Integrujeme obé strany: In [T — T, | = —kt + C

+ Odlogaritmujeme - konstantu +e*C oznacime opét C:
T =T, +Ce*

- Dosadime poé&ateéni podminku 7'(0) = Tg:
TIh,=T,+C=C=1T,-1T,

- Redeni s po&ate&ni podminkou (partikularni feseni):

T=T,+(Ty—T,)e™

+ Konstantu k ur¢ime z druhého méreni

t[h]
- T @t~ -2378

Veli¢iny modelu v ¢ase vypoctené z feseni rovnice; vyznacend je
odpovéd.

1 B=0 1. 2820
T(tl):Tlﬁk:falnT;_T“ =-{lh—o~

+ Vyjadfime hledanou veli¢inu

i 1. T-T,
R+%7RFM:T$EL%M%7E
1 37 — 20

~ —2,378h

: ime: t = — ~
Drerseine: 0,2231 3020

+ Zaporny ¢as znamena dobu pfed prvnim méfenim (u
uréeni doby smrti tolik hodin pfed nalezem).

Graf
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Lék 500 mg kazdych 8 hodin — ustalena hladina mezi davkami.

Zadani: model(drug; find=steady[mg_1]; D=500[mg]; V=40[1]; T12=6[h]; tau=8[h];



mode=repeated)

_ (ekt
Vysledek e— Lz
- Dosadime pog&ateéni podminku c¢(0) = ¢cp: ¢y = C'
Cmaz ~ 20,7 mg/1 P P (0) = ca:eo
+ Reseni s pocatecni podminkou (partikularni feseni):

c=c¢ye

+ Podil I1éku, ktery zbude do dalsi davky:

FEETIT o () — ekt _ 011558 _ 5 3969
- - - )
+ Hleddme Cmaz; zadano g
D =500mg, V =401, Tl,“i =6h, 7=28h + Vyjadfime hledanou veli¢inu

2 €o
Cﬂ1a£:60(1+Q+q +'”):17q! Crin = 49 Cmax

+ Lék podany do krve se rozptyli v distribué¢nim objemu V;
ledviny a jatra ho vylucuji rychlosti Gmérnou koncentraci:
de/dt = -ke, kde k = In 2 / T% (biologicky polo¢as). Po " Dosadime: Cimar = _Ee ~ 20,72 mg/1
jedné davce D je c = (D/V)-e*(-kt). Pri opakovaném 10,3969
podavani po intervalu t se zbytky scitaji (geometricka + Dosadime: i = 0,3969 - 20,72 ~ 8,225 mg/1
fada) a hladina se ustali mezi c_min a c_max. Pri infuzi
rychlosti R plati de/dt = R/V - ke a koncentrace se blizi + Kumulaéni faktor (kolikrat je ustélena hladina vyssi nez

d oA ~
ustéalené hodnoté R/(kV). Rovnice modelu: d—(; = —ke po jedné davce): R = o 1,658

+ Pocatecni koncentrace po podani davky:
D 500
co= == ~ 12,5 mg/1

+ Eliminacni konstanta z biologického poloc¢asu:

In2 In2 .
k=——=—=~0,1155h
Ty 6

. .o.d
Separujeme proménné: g —kdt
(©
+ Integrujeme obé strany: In |¢| = —kt + C

+ Odlogaritmujeme - konstantu +e*C oznacime opét C:

Graf
[mg/1]

20
15

10

t[h]

— C

Veli¢iny modelu v ¢ase vypoctené z feseni rovnice; vyznacena je
odpovéd.

Mésicni splatka avéru 1 000 000 K¢ na 20 let pri uroku 5 %.

Zadani: model(interest; find=a[CZK_mo]; B@=1000000[CZK]; r=5[pct_yr]; t=20[yr]; B=0[CZK];



kind=1loan)

Vysledek
a ~ 6592 K¢/més.

Postup

« Hledame @a; zadéno
Dy =1000000CZK, 7 =5%rocné, t=20let,

Prevedeme jednotky: » = 5 % roéné = 0,05 rok '

PFi spojitém uroceni pfibyva urok v kazdém okamziku
umeérné zustatku: dB/dt = rB, kde r je roCni Grokova
sazba. Pravidelné vklady a zUstatek zvy$uji (dB/dt = rB +
a), splatky uvéru dluh snizuji (dD/dt = rD - a). Rovnici
vyfesime separaci proménnych a z feSeni dopocitame
zustatek, dobu splaceni nebo vysi splatky (spojita

obdoba anuity). Rovnice modelu: i rD —a

=rdt

Separujeme proménné: D_

SR

a
Integrujeme obé strany: In ‘D = ;‘ =rt+C

Odlogaritmujeme — konstantu te*C oznacime opét C:
a

D=-+Cem
P

Dosadime poé&ateéni podminku D(0) = Dy:
C=D,-2
=

Graf
[czK]

™

500k

-500k

t [let]
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Veliciny modelu v Case vypoCtené z reSeni rovnice; vyznacena je
odpovéd.

Reseni s pogateéni podminkou (partikuldrni Fedeni):
D=

+ Spojité uroéeni je model — banky Uro&i mési¢né nebo

rocné, vysledky se lisi jen malo.

-
Vyjadfime hledanou velicinu: a = T(’%jilm
ert —
Dosadime
0,05(1 000 00090520 — () .
a= ~ 79100 Ké&/rok

60,05420 -1

- Celkem zaplaceno: at = 1582000 CZK

Prevedeme jednotky:
a ~ 79100 K¢/rok = 6592 K¢&/més.



Za jak dlouho se kondenzator nabije na polovinu napéti zdroje.

Zadani: model(rc; find=t[ms]; R=1@[kohm]; C=10@[uF]; U=12[V]; u=6[V]; mode=charge)

U
Vysledek * Vyjadfime hledanou velig¢inu: t = —7In (1 = 5)
t ~ 693 ms . 6
Dosadime: t = —10001n | 1 — 1z ~ 693,1ms
Postup
« Hledame t; zadano Graf
R=10kQ, C=100uF, U =12V, u=6V v

- PFi nabijeni kondenzatoru pfes rezistor plati podle
Kirchhoffova zékona U = Ri + u a proud kondenzator
nabiji: i = C-du/dt. Dohromady RC-du/dt + u = U. Napéti 10
se blizi napéti zdroje: u = U(1 - e*(-t/1)), kde T = RC je
¢asova konstanta; proud i = (U/R)-e*(-t/T) klesa. Pfi
vybijeni je u = Uy-e*(-t/T). Rovnice modelu:

du
RC— +u=U
a " o
- Casové konstanta: 7 = RC' = 10 - 100 ~ 1000 ms o
5 . .. du dt
Separujeme proménné: =——
u—U T
. . . t
Integrujeme obé strany:Inju — U| = —— + C
T
+ Odlogaritmujeme — konstantu te*C oznacime opét C:
_t 1000 2000 3000 4000
u=U+4 Ce™~ t [ms]
+ Dosadime poé&ateéni podminku u(0) = 0: U @1=6931

0=U+C=C=-U
+ Redeni s po&ate&ni podminkou (partikularni feseni):

u= U(1 . e*%)

[mA]

0,5

1000 2000 3000 4000
t [ms]

Veli¢iny modelu v ¢ase vypoctené z feseni rovnice; vyznacena je
odpovéd.

Tlumené kmitani pruziny — vychylka v ¢ase 1 s.

Zadani: model(spring; find=x[cm]; m=0.5[kg]; k=20[N_m]; b=1[kg_s]; x@0=5[cm]; v@=0[m_s];



t=1[s])

Podkritické tlumeni (6 < wo; 6 =1, wy = 6,325):

Vysledek = i
komplexni kofeny — tlumené kmity.

T~ 1,827cm

Reseni homogenni rovnice:
z;, = e~ (O} cos 6,245t + Cy sin 6,245¢)

Postup
+ Dosadime podminky do obecného feSeni:
* Hledame z; zadano x(0) = 0,05, '(0) =0, odtud
m=0,5kg, k=20N/m, b=1kg/s, xy=>5cm, C, =~ 0,05, 5~ 0,008006

Reseni s po¢ateéni podminkou (partikuldrni fegeni):
x = e (0,05 cos 6,245t + 0,008006 sin 6,245t)

Pfevedeme jednotky: o = 5cm = 0,05 m

Na téleso na pruziné plsobi sila pruziny —kx (Hookuv
zakon), tlumeni -b-v (odpor tmérny rychlosti) a pfipadné
budici sila Fo-cos wt. Podle 2. Newtonova zdkona m-x" =
-kx - b-x'+ Fp'cos wt, tedy m-x" + b-x' + kx = Fy-cos wt -
linearni rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty.
Kofeny charakteristické rovnice uréi, zda téleso kmita
(podkritické tlumeni), nebo se jen vraci do rovnovéhy. Pfi

Dosadime: z(1) =~ 0,01827m

Pievedeme jednotky: = =~ 0,01827m = 1,827 cm

buzeni blizko vlastni frekvence wo = v(k/m) nastava

d2x dx
rezonance. Rovnice modelu:m— +b— +kxz =0
e T T

Vlastni Uhlova frekvence (bez tlumeni):
k 20 3
wy =14/ — =4/ — =~ 6,325s
m 0,5
b

Souginitel Utlumu: § = -1

1
— = ~1ls
2m  2-0,5

Regeni hleddme ve tvaru x = e*(At); po dosazeni a
vydéleni e*(\t) dostaneme charakteristickou rovnici:
0,502+ X+20=0

Kofeny charakteristické rovnice: A2 = —1 £ 6,245¢

Graf
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Veli¢iny modelu v ¢ase vypoctené z feseni rovnice; vyznacend je
odpovéd.



Epidemie s Ry, = 2,5 — vrchol a kone¢ny pocet nakazenych.

Zadani: model(sir; find=overview[d]; N=10000[pcs]; I0=10[pcs]; R@=2.5; D=7[d];

Vysledek

Lo =~ 2340 jed.
tmar ~ 34,1d
Ry ~ 8930 jed.

Postup

+ Hledame %,,,42; zaddno
N = 10000jed., Iy =10jed., Ry =25, D =7d

- Populaci N rozdé&lime na vnimavé S, nakazené | a
uzdravené (imunni) R. Nakazenych pfibyva umérné poctu
setkani vnimavych s nakazenymi: B-S:I/N; nakazeni se
uzdravuji rychlostiy = 1/D, kde D je doba nemoci.
Soustava S' = -BSI/N, I'= BSI/N - yI, R' = yl nema feseni v
elementarnich funkcich - fesime ji numericky. Pfesné ale
odvodime zakladni reprodukéni &islo Ry = B/Y, vrchol
epidemie, konecny pocet nakazenych a prah kolektivni
imunity 1 - 1/Ro. Rovnice modelu

8SI
§ = 222

N
po B
R =~I

o 1
Rychlost uzdravovani: v = — = — ~ 0,1429d !

1
D 7
+ Rychlost pfenosu nakazy: 8 = Ryy ~ 0,3571d !

Graf
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Veliciny modelu v case vypoctené z feseni rovnice; vyznacena je
odpoved.

+ Soucet S + 1+ R =N je staly (sectenim rovnic dostaneme

nulu).

+ Préh kolektivni imunity (podil imunnich, p¥i kterém se

nemoc pfestane &ifit): 1 — — ~ 60 %
Ry

+ Epidemie se rozbéhne, protoze na zacatku plati

N
I' >0« 5> — ~4000
Ry

* Vrchol epidemie nastane pfi S = N/Ry; z rovnice pro dI/dS

dI N N
d_ i rvs Nwms—eoor,, =1
ds TRe T TR = fmaz

+ Rovnici vyfesime numericky (palenim intervalu)

S.  Ro(S. - N) ,
Inoe — 20We =) g 10725ed.
"5, N = Ow Je

+ Nemoc celkem prodéla:

R, =N — S, ~ 8928jed. (89,3%)

+ Soustavu nelze vyresit v elementarnich funkcich —

fesime ji numericky metodou Runge—Kutta 4. fadu s
krokem 0,05 na intervalu (0; 100)

- Z numerického fedeni: tyq, ~ 34,1d

rates=ro)



Dravec a korist — rovnovaha, stabilita a perioda kmita.

Zadani: model(predator; find=overview[mo]; a=0.5[per_mo]; b=0.01[per_pcs _mo];
c=0.4[per_mo]; d=0.005[per_pcs mo]; x0=100[pcs]; y0=20[pcs])

Vysledek
[z*; y*] =~ [80; 50]
T ~ 14,9 més.

Postup

+ Hledame T’; zadano

a=05mé. "', b=0,01(jed.  -més.) ", c=0,dm

+ Korist x se bez dravcd mnozi (ax), dravci y bez kofisti
hynou (-cy). Setkani, umérna soucinu xy, kofist ubiraji
(-bxy) a dravedm pfidavaji potravu (+dxy). Soustava x' =
ax - bxy, y' = —cy + dxy (Lotka, Volterra) ma rovnovéazny
stav [c/d; a/b]. Linearizace v ném dava ryze imaginarni
vlastni ¢isla — populace kolem rovnovahy periodicky
kolisaji, dravci se zpozdénim za kofisti. Re§ime
numericky, pfesné odvodime rovnovéahy a prvni integral.
Rovnice modelu
z' = ax — bay
Y = —cy+dzy

+ Rovnovazné stavy — vS8echny derivace jsou nulové

c a
z(a — by) = 0, y(dz —¢) = 0 = [0; 0], [3; 3] ~ [80;

+ Stabilitu urc¢ime linearizaci — Jacobiho matice soustavy

_fa—by bz
Jﬁ( dy dacfc)

Graf
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Veliciny modelu v case vypoctené z feseni rovnice; vyznacena je
odpoved.

+ V bodé [0; 0] vlastni gisla Ay = —0,4, A; =0,5-

sedlo (nestabilni).

05 0
0 04

+ V bodé [80; 50] vlastni &isla Ao = £0,44727 - stied

(kmity kolem rovnovahy).

0 -08
025 0

+ Vydélenim rovnic a separaci dostaneme prvni integral -

veli¢inu, ktera se podél trajektorie neméni:
V=dz—clhne+by—amny=0C

+ Protoze V se podél trajektorie neméni, trajektorie jsou

uzavrené kfivky — populace periodicky kolisaji kolem
rovnovahy.

+ Perioda malych kmitt kolem rovnovéahy (z vlastnich

2T .
gisel): T' =~ W ~ 14,05 més.

+ Soustavu nelze vyresit v elementarnich funkcich -

fesdime ji numericky metodou Runge—Kutta 4. fadu s
krokem 0,0125 na intervalu (0; 50)

+ Z numerického fegeni: T' ~ 14,95 més.



Pripravujeme

Na téchto typech uloh pracujeme nebo je mame v planu. Poradi se mdze ménit podle toho, co budete
nejvic potrebovat.

Rovnice a nerovnice

» NeUplné kvadratické rovnice vytknutim nebo odmocnénim (x2 = 9) misto diskriminantu.

Funkce, derivace a integraly

» Aplikace integralu s parametry — obecné vzorce (koule o poloméru r, elipsa, kuzel).

e Vybarvena plocha a 3D téleso u krivek zadanych parametricky a v polarnich souradnicich.
» FyzikdIni aplikace derivaci a integralt (rychlost, zrychleni, prace, tézisté).

e Komplexni tvar Fourierovy rady a spektrum.

» Riemann(v a Lebesguelv integrdl u specialnich funkci (Dirichletova, Riemannova funkce).

Diferencialni rovnice

» Soustavy diferencialnich rovnic zadané rovnicemi (v aplikacich uz jsou) a jejich fazovy portrét.

e Laplaceova transformace s Heavisideovou funkci, posunutim a periodickymi pravymi stranami.

Dalsi oblasti

* Vektory — velikost, skalarni, vektorovy a smiseny soucin, odchylky, obsahy a objemy.

e Matice — operace, determinant, hodnost, inverzni matice, vlastni cisla a vektory.

e Konstrukéni dlohy — trojuhelniky, ctyrahelniky a kruznice ze zadanych prvkd, postup konstrukce a
diskuse poctu reseni.

e Komplexni cisla v goniometrickém a exponencialnim tvaru, Moivreova véta, n-té odmocniny.

e Cramerovo pravidlo u soustav linearnich rovnic.

¢ Funkce vice proménnych, vicerozmérnég, krivkové a plosné integraly.

* Presny a numericky rezim vysledkd (desetinna cisla misto zlomkd a odmocnin).

 Slovni ulohy — sestaveni rovnic ze zadani a jejich reseni.



